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Dieses Dokument ist das Konzeptpapier zum Seminarvortrag Messungsbasierte Quan-

tenrechner von Daniel Klagges im Rahmen des Seminars Theoretische Probleme der kon-
densierten Materie im Wintersemester 2009/2010. Es soll den Inhalt und die Gliederung
des Vortrags darstellen.



1 Überblick

Quantenrechner werden derzeit hauptsächlich durch ein Schaltkreismodell beschrieben
[3]. Dabei werden eine Menge von Qubits in einem Basiszustand initialisiert und dann eine
Reihe von Quantengattern, in Form von unitären Transformationen, auf sie angewendet.
Das Ergebnis der Berechnung wird am Ende durch die Messung der einzelnen Qubits
ausgelesen.
Messungsbasierte Quantenrechner bieten eine (im Sinne der polynomiellen Reduzier-

barkeit) äquivalentes Modell [16, 9]. Im Gegensatz zu dem Schaltkreismodell werden die
Qubits in einem hoch verschränkten Zustand initialisiert. Das Programm ist eine Folge
von Messungen zu verschiedenen Basen an den Qubits. Da eine Messung an einem Qubit
im allgemeinen mit einer Zustandsveränderung dieses (und durch die Verschränkung auch
anderer) Qubits verbunden ist, wird so eine Berechnung durchgeführt.
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2 Motivation

Das Schaltkreismodell ist ein weit verbreitetes und gut verstandenes Konzept um Quan-
tenrechner zu beschreiben. Da auÿerdem die messungsbasierten Quantenrechner im Sinne
der polynomiellen Reduzierbarkeit zu dem Schaltkreismodell äquivalent sind [20], stellt
sich die Frage, warum man sich überhaupt mit diesen alternativen Modellen für Quan-
tencomputer befassen soll.
Rechnermodelle werden für klassische Computer schon lange untersucht. Bekanntes

Beispiel ist die durch Alan Turing im Jahr 1936 entwickelte Turingmaschine [35]. Eine
Turingmaschine kann lediglich einzelne Zeichen von einem linearem Speicherband lesen
bzw. schreiben und den Lese- bzw. Schreibkopf um genau eine Speicherzelle nach links
oder rechts bewegen. In diesem Sinn ist sie also ein sehr beschränktes Modell. Trotzdem
kann sie alle bekannten klassischen Rechnermodelle und implementierte Rechner e�zient
simulieren. Die Vermutung, dass alle klassischen Rechnermodelle polynomiell äquivalent
sind, ist in der erweiterten Churchen-These [36] formuliert.
Hat man eine vielzahl äquivalenter Rechnermodelle zur Verfügung, kann man für eine

konkrete Problemstellung das gerade geeigneteste Modell wählen. So ist z.B. ein be-
schränktes Modell wie die Turing-Maschine nützlich, wenn man eine untere Schranke für
die Laufzeit aller Algorithmen für ein bestimmtes Problem sucht, wie es im Rahmen der
Komplexitätstheorie der Fall ist [12]. Will man andererseits zu einem Problem einen mög-
lichst e�zienten Algorithmus formulieren, bieten es sich an eine in ihrem Befehlsumfang
mächtiges und durch Menschen intuitiv erfassbares Modell zu verwenden, wie sie sich z.B.
hinter den hohen Programmiersprachen verbergen (C++, Pascal, Pseudocode) [33]. Um
einen Rechner zu implementieren nutzt man Modelle, die man einfach auf physikalische
Systeme abbilden kann und dabei sowohl in ihrem Preis als auch in ihrer Ausführungs-
geschwindigkeit e�zient sind (Registermaschine, Von-Neumann-Architektur)[18].
Das Quanten-Schaltkreismodell ist mit seiner Analogie zu klassischen Schaltkreisen

und seiner anschaulichen graphischen Darstellung einer für Menschen benutzbaren Pro-
grammiersprache für Quantenrechner am nächsten. Entsprechend sind fast alle bekannten
Quantenalgorithmen als Quantenschaltkreise formuliert [32]. Eine Quantenturingmaschi-
ne teilt die Bedeutung der klassischen Turingmaschine unter anderem in der Quanten-
Komplexitätstheorie [13, 6]. Ein Modell in [14] nutzt den adiabatischen Übergang von
Grundzuständen (Adiabatic-Quantum-Computation).
Auf welche Weise eine praktisch brauchbarer Quantencomputer in Zukunft realisiert

wird lässt sich noch nicht absehen. Das messungsbasierte Modell bietet gegenüber dem
Schaltkreismodell womöglich einen einfacher zu realisierenden Ansatz, da es die Notwen-
digkeit reversible Transformationen an den Qubits durchzuführen einspart (auf Kosten
eines allgemeineren Initialisierungs- und Ausleseprozesses) [25, 28].
Durch die gleichzeitige Messung verschiedener Qubits beinhaltet das messungsbasierte
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Modell eine Möglichkeit der Parallelisierung. Parallelisierung ist im Rahmen der Quan-
tenfehlerkorrektur meist ohnehin nötig und erleichtert es einen Quantenrechner in einem
physikalischen System mit kurzer Dekoherenzzeit zu implementieren [1]. Auf der anderen
Seite erzwingt ein messungsbasierter Quantenrechner auch bei einer parallel ausgeführten
Messung die anschlieÿende (klassische) Auswertung der Messergebnisse. Dadurch hilft er
eine Antwort auf die Frage zu �nden, wie viel quantenmechanischen �Anteil� ein klas-
sischer Computer benötigt, um die Möglichkeiten eines Quantenrechners auszuschöpfen
[20].
Unabhängig von den theoretischen und praktischen Anwendungen bieten messungsba-

sierte Modelle eine alternative Sicht auf Quantenrechner und helfen so ihre Natur und
ihre Möglichkeiten besser zu verstehen.

6



3 Teleportation-Quantum-Computation
(TQC)

Teleportation-Quantum-Computation basiert auf einer Idee von Gottesman und Chuang
[17]. Sie zeigen wie nahe Messungen und Berechnungen zusammenhängen, sobald man
Verschränkung in Betracht zieht. Sie lassen sich als eine Verallgemeinerung der gewöhn-
lichen Quantenteleportation [5, 24] verstehen.
Bei der Quantenteleportation wird zusätzlich zu dem zu teleportierenden Qubit in dem

beliebigen Zustand |ψ〉 ein EPR-Paar, also ein Paar von Qubits in dem Bell-Zustand

|β0〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉)

präpariert. An dem zu teleportierendem Qubit und einem der präparierten Qubits wird
nun eine Messung bezüglich der Bell-Basis B:

|β0〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉), |β2〉 = 1√

2
(|00〉 − |11〉),

|β1〉 = 1√
2
(|01〉+ |10〉), |β3〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉),

durchgeführt (Abbildung 3.1 links) . Durch die Verschränkung be�ndet sich das dritte
Qubit dannach in dem Zustand

σj |ψ〉,

Abbildung 3.1: Quantenteleportation (links), Teleportation eines transformierten Zu-
stands (Mitte) und Gatterteleportation durch Messung (rechts)
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wenn man mit σj die Pauli-Matrizen

σ0 = I =
(

1 0
0 1

)
,

σ1 = X =
(

0 1
1 0

)
,

σ2 = Y =
(

0 −i
i 0

)
,

σ3 = Z =
(

1 0
0 −1

)
und mit j das Ergebnis der obigen Messung meint. Um dies zu zeigen rechnet man nach,
dass man den initialen Zustand |ψ〉|β0〉 auch folgendermaÿen darstellen kann:

|ψ〉|β0〉 =
1
2

3∑
i=0

|βi〉 ⊗ σi|ψ〉.

Durch die Anwendung des jeweiligen Pauli Operators, abhängig vom Messergebnis, kann
man dann den ursprünglichen Quantenzustand reproduzieren.
Wir wollen nun erreichen, den Quantenzustand nicht nur zu teleportieren, sonder eine

beliebige Transformation U auf ihm anzuwenden. Dies lässt sich natürlich trivial umset-
zen, in dem man zunächst U auf den Zustand |ψ〉 anwendet und dann den transformierten
Zustand teleportiert (Abbildung 3.1 Mitte). Andererseits ist die Transformation und an-
schlieÿende Bell-Messung gleichbedeutend mit einer Messung zur rotierten Basis

(U † ⊗ I)|βi〉 i ∈ {0, 1, 2, 3}.

Siehe dazu Abbildung 3.1 rechts.
Nur durch die Präparierung eines verschränkten Zustands und die Messung an zwei

Qubits zu einer beliebigen Basis lassen sich also beliebige ein-Qubit-Operatoren realisie-
ren. Leider wird der transformierte Zustand nicht exakt hergestellt, sondern - in Abhän-
gigkeit von dem Messergebnis - nur bis auf einen Seitene�ektoperator σj . Man kann ihm
jedoch immer Rechnung tragen, in dem man die abschlieÿende Messung nicht bezüglich
der Standardbasis, sondern bezüglich der um σj rotierten Basis durchführt.
Nielsen und Leung haben das Konzept auf mehrere Qubits verallgemeinert und gezeigt,

dass 2-Qubit Messungen universell sind [27, 23, 24].
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4 One-Way-Quantum-Computer
(1-WQC)

Das Modell des One-Way-Quantum-Computer wurde von Raussendorf und Briegel ent-
wickelt [31, 30]. Analog zum TQC benötigt es in der Berechnungsphase nur Messungen
und erzeugt Zustände nur bis auf ungewollte Seitene�ektoperatoren. Im Gegensatz zum
TQC kommt ein 1-WQC jedoch mit ein-Qubit Messungen aus, benötigt aber einen In-
itialisierungszustand, in dem alle Qubits verschränkt sind.

4.1 Der Cluster-States

In der Initialisierungsphase wird ein zweidimensionales Gitter von Qubits C (Abbildung
4.1) in einem Cluster-State initialisiert [8]. Ein Zustand | ψ〉 wird Cluster-State genannte,
wenn er die folgenden Eigenwertgleichungen erfüllt:

Ka := Xa

⊗
b∈Γ(a)

Zb,

Ka|ψ〉 = −1κa |ψ〉. (4.1)

Dabei ist {κa ∈ {0, 1}|a ∈ C} und mit Γ(a) ist die Menge aller direkten Nachbarn
von a gemeint. In Worten ausgedrückt: �Wendet man auf ein Qubit eines Cluster-States
den X Operator und auf alle benachbarten Qubits den Z Operator an, wird höchstens
die Phase des Zustands invertiert.� Cluster-States werden für festes {κa}a∈C durch die
Eigenwertgleichungen eindeutig de�niert [8].
Um einen Cluster-State zu präparieren könnte man zu einem beliebigem Zustand Mes-

sungen zu allen Operatoren Ka durchführen, oder das System in den Grundzustand eines

Abbildung 4.1: Cluster-State aus in einem zweidimensionalem Gitter aus Qubits
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Abbildung 4.2: Initialisierung eines Clusterstates aus einem Produktzustand

geeigneten Hamilton-Operators abkühlen. Eine praktisch eventuell leichter umzusetzende
Verfahren initialisiert zunächst den Cluster in dem Produktzustand (Abbildung 4.2):

|+〉C :=
⊗
a∈C
|+〉a,

mit

|+〉a :=
1√
2

(|0〉a + |1〉a) =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
|0〉 = H|0〉.

Dabei ist H die Hadamard-Tranformation. Der Zustand |+〉 ist Eigenzustand mit Eigen-
wert 1 des X Operators.
Die Verschränkung wird nun durch Anwendung eines Controlled-Z-Operators auf alle

benachbarten Qubitpaare erzeugt (Abbildung 4.2):

S :=
∏

(a,b)∈C

Sab

Sab =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


|ψ〉C := S|+〉C

Um zu sehen, dass dadurch ein Cluster-State hergestellt wird stellt man zunächst fest,
dass die Operatoren Sab mit den Xc Operatoren aller nicht beteiligten Qubits c und mit
den Zd Operatoren aller Qubits kommutiert:

SabXcS
†
ab = Xc ∀c ∈ C\{a, b},

SabZdS
†
ab = Zd ∀d ∈ C.

Sie kommutieren aber nicht mit Xa bzw. Xb:

SabXaS
†
ab = Xa ⊗ Zb,

SabXbS
†
ab = Za ⊗Xb.
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Die Wirkung von S auf Xa ist also:

SXaS
† = Xa

⊗
b∈Γ(a)

Zb.

Da |+〉a der Eigenzustand von Xa zum Eigenwert 1 ist, gilt auch für alle a:

Xa|+〉C = |+〉C

und so:

|ψ〉C = S|+〉C
= SXa|+〉C
= SXaS

†|ψ〉C
= Xa

⊗
b∈Γ(a)

Zb|ψ〉C .

Der auf diese Weise erzeugte Zustand ist also tatsächlich ein Cluster-State mit κa = 0
für alle a.

4.2 Berechnung durch Messung

Nach der Initialisierung werden nur noch Ein-Qubit-Messungen an dem Cluster-State
durchgeführt. Wie wir sehen werden genügen zwei Arten von Messungen:

• Messungen zur Eigenbasis des Z-Operators:

Mz := {|0〉, |1〉}

• und Messungen bezüglich der Basis

M(Φ) := {|0〉+ eiΦ|1〉, |0〉 − eiΦ|1〉}

für einen Winkel Φ.

Bei M(Φ) handelt sich um Messungen in der xy-Ebene der Bloch-Sphäre. Genauer für
den Winkel Φ = 0 die Eigenbasis des X-Operators, und für Φ = π

2 die Eigenbasis des
Y -Operators.
Messungen bezüglich Mz können benutzt werden, um das Ergebnis einer Berechnung

auszulesen. Des weiteren kann gezeigt werden [8], dass Messungen zu dieser Basis an
einem Qubit die Cluster Eigenschaft der anderen Qubits nicht aufheben. Man kann solche
Messungen also verwenden, um Qubits nachträglich aus einem Cluster zu entfernen.
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4.2.1 Ein-Qubit-Operatoren

Um die Wirkung von Messungen bezüglich der BasisM(Φ) zu demonstrieren, betrachten
wir ein System aus zwei Qubits. Das erste Qubit sei in einem Zustand |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉
und das zweite Qubit in dem Zustand |+〉 = 1√

2
(|0〉 + |1〉) initialisiert. Der Controlled-

Z-Operator bringt sie in den verschränkten Zustand

1√
2

(α|0〉|+〉+ β|1〉|−〉).

Das erste Qubit werde nun bezüglich der Basis M(Φ) gemessen. Die beiden möglichen
Ergebnisse haben gleiche Wahrscheinlichkeit. Je nach dem ob das Ergebnis der Messung
der Eigenwert +1 oder −1 ist, hinterlässt sie das zweite Qubit in dem Zustand:

α|+〉 ± eiΦβ|−〉.

Da die Zustände | +〉 und | −〉 aus den Zuständen | 0〉 und | 1〉 durch die Hadamard
Transformation hervorgehen:

αH|0〉 ± eiΦβH|1〉, (4.2)

erkennt man den ursprünglichen Zustand | ψ〉 wieder. Sieht man weiter, dass die Wirkung
des Vorfaktors ±eiΦ (bis auf eine globale Phase) eine Rotation um die z-Achse der Bloch-
Sphäre ist, kann man diesen Zustand auch folgendermaÿen schreiben:

XmHUz(Φ)|ψ〉. (4.3)

Dabei ist m ∈ {0, 1} der Index, mit dem das Messergebnis −1m repräsentiert wird.
Durch die Messung wurde der Zustand | ψ〉 also auf das zweite Qubit übertragen und

gleichzeitig eine Rotation um die z-Achse und einen Hadamard-Operator angewendet.
Der Winkel der Rotation lässt sich durch die Wahl der Messbasis einstellen. Analog wie
beim Teleportation-Quantum-Computation werden zusätzlich vom Messergebnis abhän-
gige Seitene�ektoperatoren angewendet. Mit dieser Messung lassen sich ein Reihe von
Ein-Qubit-Operatoren realisieren. Wir werden sehen, dass als Seitene�ektsoperatoren le-
diglich die Operatoren X und Z auftreten.

4.2.1.1 Hadamard

Für den Fall Φ = 0, also einer Messung bezüglich der Eigenbasis von X, wird keine
Rotation durchgeführt. Es wird eine Hadamard-Transformation ausgeführt:

XmH

4.2.1.2 Identität

Führt man zwei Messungen bezüglich der Eigenbasis von X hintereinander aus, erhält
man mit XH = HZ:

Xm2HXm1H = Xm2Zm1 .
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Bis auf die Seitene�ektsoperatoren wird also keine Transformation durchgeführt. Man
kann solche Messungen also nutzen um einen Quantenzustand im Cluster weiter zu leiten.
Man beachte, dass man beide Messungen gleichzeitig durchführen kann.

4.2.1.3 Phasengatter

Der Fall Φ = π
2 , also einer Messung bezüglich der Eigenbasis von Y , bewirkt eine Pha-

senverschiebung von i:

XmH

(
1 0
0 i

)
=: XmHPπ

2
.

Eine weitere Messung mit Φ2 = 0 macht wieder den Hadamard-Operator rückgängig.

Xm2HXm1HPπ
2

= Xm2Zm1Pπ
2
.

Man kann ebenfalls beide Messungen gleichzeitig ausführen.

4.2.1.4 Beliebige Rotationen

In der Euler-Darstellung lässt sich jede beliebige Rotation durch drei einzelne Rotationen
um Koordinatenachsen darstellen:

U = Uz(γ)Ux(β)Uz(α).

Um eine allgemeine Rotation zu erhalten, liegt es also nahe drei Messungen der obigen
Art durchzuführen:

Xm3HUz(Φ3)Xm2HUz(Φ2)Xm1HUz(Φ1).

Mit den Identitäten XH = HZ und HUzH = Ux wird dies zu:

Xm3HUz(Φ3)Xm2Ux(Φ2)Zm1Uz(Φ1).

Da XUz(Φ) = Uz(−Φ)X und ZUx(Φ) = Ux(−Φ)Z wird daraus weiter:

Xm3Zm2Xm1HUz(−1m2Φ3)Ux(−1m1Φ2)Uz(Φ1).

Wählt man die Winkel folgendermaÿen:

Φ1 = α,

Φ2 = −1m1β,

Φ3 = −1m2γ,

hat man also die Rotation U realisiert:

Xm3Zm2Xm1HU.

Den Hadamard-Operator kann man wieder durch eine weitere vorgeschaltete Messung
zur Eigenbasis von X (Unterabschnitt 4.2.1.1) eliminieren.
Man beachte, dass Messungen von den Ergebnissen vorheriger Messungen abhängen.

Man kann also nicht alle Messungen gleichzeitig durchführen.
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Abbildung 4.3: Implementierung eines CNOT Gatters durch Messungen am Cluster-
State

4.2.1.5 Zwei Qubit-Operatoren

Um Zweiqubit-Operatoren in einem One-Way-Quantum-Computer zu implementieren,
stellt man zunächst fest, das eine zwei-Qubit-Operator auf natürliche Weise in dem
Cluster-State implementiert ist, nämlich der Controlled-Z-Operator, mit der der Cluster-
State initialisiert wird. Bringt man also zwei Zustände auf Qubits die in dem Cluster-
State verbunden sind, ist auf ihnen durch die Initialisierung der CZ-Operator bereits
ausgeführt [9].
Um ein CNOT-Gatter zu implementieren, kann man eine Anordnung wie in Abbildung

4.3 benutzen. Mit den senkrechten Pfeilen sind dabei Messungen zur Eigenbasis von X
gemeint. Aus den Eigenwertgleichungen 4.1 des Cluster-States kann man schlieÿen, dass
so tatsächlich ein CNOT Gatter realisiert wird [31]. Anschaulich betrachtet, ist die Ver-
schränkung zwischen Qubit zwei und vier einen Controlled-Z-Operator und die Messun-
gen an den Qubits eins und zwei führen zur Anwendung von Hadamard-Operatoren am
Zielqubit (Unterabschnitt 4.2.1.1).

(I ⊗H) · CZ · (I ⊗H)

=
1√
2


1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1

 ·


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 · 1√
2


1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1



=
1
2


1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 1




1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1



=
1
2


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 2
0 0 2 0

 = CNOT

Da die Messungen nicht voneinander abhängen, können sie gleichzeitig durchgeführt wer-
den. Sie erzeugen wieder Seitene�ektoperatoren in Form eines X bzw. Z Operators in
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Abbildung 4.4: Simulation eines Quantenschaltkreises auf einem Cluster-State

Abhängigkeit von den Messergebnissen [31].

4.3 Äquivalenz von One-Way-Quantum-Computer und
Quantenschaltkreis

Um zu zeigen, dass 1WCQ und Quantenschaltkreis äquivalent sind zeigen wir, dass beide
Modelle in der Lage sind, das jeweils andere Modell e�zient zu simulieren. Vergleiche
dazu [20].

4.3.1 Quantenschaltkreis ≤p One-Way-Quantum-Computer

Bekanntermaÿen sind beliebige ein Bit-Operatoren und das CNOT-Gatter universell [3].
Um einen beliebigen Quantenschaltkreis mit einem One-Way-Quantum-Computer zu si-
mulieren geht man folgendermaÿen vor:

• Initialisiere einen Cluster-State (Unterabschnitt 4.1).

• Plane den Quantenschaltkreis so, dass er nur aus beliebigen ein-Qubit-Gattern und
CNOT-Gattern besteht.

• Übertrage den Quantenschaltkreis auf dem Cluster-State, in dem man (vergleiche
Abbildung 4.4):

� Die Eingabequbits durch Rotationen des Zustands |+〉 mittels vier aufeinan-
derfolgender Messungen wie in Unterabschnitt 4.2.1.4 auf den Cluster schreibt.

� Leitungen durch Messungen zur Eigenbasis von X (Unterabschnitt 4.2.1.2)
darstellt.
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Abbildung 4.5: Simulation eines One-Way-Quantum-Computers mit einem Quanten-
schaltkreis

� Ein-Qubit-Operatoren durch vier aufeinanderfolgende Messungen wie in Un-
terabschnitt 4.2.1.4 darstellt.

� CNOT-Gatter durch Messungen wie in Abschnitt 4.2.1.5 darstellt.
� Nicht benötigte Qubits durch Messungen zur Eigenbasis von Z aus dem Clus-
ter entfernt.

� Das Ergebnis durch Messungen zur Eigenbasis von Z ausliest. Dabei ist zu
beachten, dass wenn als Seitene�ektoperator der X-Operator auf dem Ergeb-
nis angewendet ist, das Ergebnis nachträglich invertiert werden muss. (Der
Seitene�ekt-Z-Operator kommutiert mit der Messung und kann ignoriert wer-
den.)

• Alle Messungen, die nicht von dem Ergebnis anderer Messungen abhängen können
am Anfang gleichzeitig durchgeführt werden (dazu gehören auch die Messungen der
Ausgabequbits). Alle Messungen, die von vorherigen Messungen abhängen führt
man dann sukzessive durch.

Da für jeden Quantenbausteine nur eine konstante Anzahl von Messungen nötig ist, ist
diese Simulation e�zient.

4.3.2 One-Way-Quantum-Computer ≤p Quantenschaltkreis

Auf der anderen Seite ist es möglich, einen One-Way-Quantum-Computer mit einem
Quantenschaltkreis zu simulieren. Dazu sieht man zunächst, dass es möglich ist einen
Quantenschaltkreis (der nur Messungen am Ende und zur Eigenbasis von Z zulässt) so
zu verallgemeinern, dass Messungen zu jeder Zeit und zur jeder Basis möglich sind und
nachfolgende Gatter von dem Ergebnis dieser Messung abhängig sind.
Wenn A ein Qubit ist an dem man eine Messung zur Basis {U |0〉, U |1〉} durchführen

möchte, führt man dazu ein zusätzliches Qubit B ein und initialisiert es im Zustand |0〉.
Die Messung wird dann durch folgenden Schaltkreis ersetzt: Zunächst wird U † auf B
angewendet und dann CNOT auf AB. Alle weiteren von der Messung abhängigen Gatter
werden durch entsprechende von B kontrollierte Bausteine ersetzt (Abbildung 4.5) . Die
Wirkung der Messung von A wird so durch die Messung von B (bezüglich Z) am Ende
simuliert.
Mit diesem verallgemeinerten Quantenschaltkreis kann man einen One-Way-Quantum-

Computer einfach simulieren. Dazu:
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• Initialisiert man einen Cluster-State, in dem man wie in Abschnitt 4.1 CZ-Gatter
auf die Zustände |+〉 = H|0〉 anwendet.

• Fügt für jede 1-Qubit 1-WQC Messung ein weiteres Qubit ein.

• Simuliert die Messungsfolge des 1-WQC durch kontrollierte Bausteine wie oben.

• Alle Qubits zur Eigenbasis von Z misst und das Ergebnis ausgibt.

Da für jede 1-WQCMessung nur ein zusätzliches Qubit und eine höchstens lineare Anzahl
von Gattern benötigt wird, ist die Simulation e�zient.
Quantenschaltkreise und One-Way-Quantum-Computer sind also tatsächlich im Sinne

der polynomiellen Reduzierbarkeit äquivalent.
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5 One-Way-Quantum-Computer und
Parallelisierbarkeit

Da beim One-Way-Quantum-Computer Messungen immer an unterschiedlichen Qubits
durchgeführt werden, kommutieren sie alle als Quantenoperatoren und man könnte sie
alle gleichzeit ausführen, wenn die Wahl einiger Messungsbasen nicht von den Messergeb-
nissen vorheriger Messungen abhängen würde. Es stellt sich die Frage, was für Berech-
nungen parallel ausgeführt werden können, und was für Berechnung eine Abhängigkeit
haben müssen. Dazu zwei De�nitionen:

De�nition 1 (Pauli-Gruppe). Die Pauli-Gruppe Pn auf n Qubits ist die durch n-fache
Tensorprodukte von

±I,±iI,X und Z

erzeugte Gruppe.

Elemente der Pauli Gruppe �nden wir o�ensichtlich als Seitene�ektoperatoren bei den
Berechnungen eines One-Way-Quantum-Computers.

De�nition 2 (Cli�ord-Operator). Ein n-Qubit Operator C heiÿt Cli�ord-Operator,
wenn es zu jedem P ∈ Pn ein P ′ ∈ Pn gibt, so dass

CP = P ′C

gilt.

Die Anwendung für One-Way-Quantum-Computer ist o�ensichtlich. Führen wir eine
Folge Ci von Cli�ord-Operatoren auf einem Zustand |ψ〉 auf einem One-Way-Quantum-
Computer aus und sind Pi die dazugehörigen (von den Messergebnissen abhängigen)
auftretenden Seitene�ektoperatoren, dann gibt es einen (ebenfalls von den Messergebnis-
sen abhängigen) Operatoren P ′ ∈ Pn, so dass für den resultierenden Zustand gilt:

PkCk...P2C2P1C1|ψ〉 = P ′Ck...C1|ψ〉.

Wir können also eine Folge von Cli�ord-Operatoren auf einem One-Way-Quantum-Computer
immer mit einer einzigen parallelen Messung durchführen. Lediglich die Interpretation
der Messergebnisse in den Seitene�ektoperatoren muss man gegebenenfalls anpassen.
Wir haben dieses Verfahren bereits in Unterabschnitt 4.2.1 an dem Hadamard-Operator

H angewendet und dabei die Eigenschaften

HX = ZH und HZ = XH
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genutzt. Der Pπ
2
Operator ist ebenfalls ein Cli�ord-Operator:

Pπ
2
Z = ZPπ

2
und Pπ

2
X = (iXZ)Pπ

2
.

Für den zwei-Qubit-Operator CZ gelten die folgenden Relationen:

CZ(Z ⊗ I) = (Z ⊗ I)CZ und CZ(X ⊗ I) = (X ⊗ Z)CZ.

Analog gilt dies für das zweite Qubit, da CZ symmetrisch ist.
Hierraus und aus der Darstellung von CNOT durch den CZ-Operator undH-Operatoren

aus Unterabschnitt 4.2.1.5 folgt, dass auch CNOT ein Cli�ord-Operator ist. Es gilt sogar:

Theorem 3. Die Menge der Cli�ord-Operatoren ist die durch {CNOT,H, Pπ
2
} auf allen

Qubits erzeugte Gruppe.

Zum Beweis siehe [15]. Die Cli�ord-Gruppe spielt auch z.B. in der Quanten-Fehlerkorrektur
eine wichtige Rolle.
Leider ist die Cli�ord-Gruppe wahrscheinlich nicht universell. Es gilt sogar:

Theorem 4 (Knill-Gottesman). Quantenschaltkreise aus Cli�ord-Operatoren können

klassisch e�zient simuliert werden.

Siehe dazu [29]. Es ist weiter bekannt, dass es zu jedem Cli�ord-Operator auf n Qubits
einen Quantenschaltkreis der Tiefe O(log n) gibt. Die Komplexität kann durch die 1-
WQC also immerhin von logarithmische auf konstante Tiefe reduziert werden.
Ein weiterer Aspekt des 1-WQC ist die Verknüpfung von Quantenberechnungen mit

klassischen Berechnungen. Obwohl es 1-WQC erlauben unter Umständen eine groÿe Zahl
von Messungen parallel auszuführen, kommt man nicht umhin, die Messergebnisse vor
der nächsten Messung (klassisch) auszuwerten. Genauer geschieht dies durch Berechnung
der Summe modulo zwei von gemessenen Bits. Diese Berechnung lässt sich ebenfalls par-
allelisieren, in dem man zunächst die Summen i1⊕i2, i3⊕i4, ... berechnet und im nächsten
Schritt dann Paare der Ergebnisse addiert, usw. Man hat also einen klassischen Aufwand
logarithmischer Tiefe für jede Schicht aus Cli�ord-Operatoren. Wir haben die logarithmi-
sche Tiefe eines Quantenschaltkreises also in eine klassische Berechnung logarithmischer
Tiefe und einen Quantenanteil konstanter Tiefe umgewandelt. Diese Beobachtung lässt
vermuten, dass der quantenmechanische �Anteil� den man benötigt, um die Möglichkeiten
eines Quantenrechner voll zu nutzen nicht sehr groÿ ist.

Conjecture 5. Jeder polynomielle Quantenalgorithmus kann mit O(log n) Quanten-

schichten, ergänzt durch polynomielle klassische Berechnungen implementiert werden.

Obwohl diese Vermutung nicht bewiesen ist, ist zumindest bekannt, dass sie für den
Algorithmus von Shore gilt [11].
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6 Implementierung

In diesem Kapitel werden Möglichkeiten der Implementierung des One-Way-Quantum-
Computer-Modells am Beispiel des optischen Gitters und der Realisierung durch Pho-
tonen diskutiert. Weitere Ansätze nutzen sowohl Photonen als auch Materie [4], oder
implementieren One-Way-Quantum-Computer in Festkörpern, z.B. in Halb- und Supra-
leitern [34] oder Quantum-Dots [37].

6.1 Optische Gitter

Durch überlappende Laserfelder wird ein periodisches Potential erzeugt, dessen Minima
ein Gitter formen, in dem einzeln kalte, neutrale Atome gefangen werden können. Die
Quanteninformation ist in den Zuständen der Atome gespeichert [7]. Siehe Abbildung
6.1. Durch Modulation der Laserfelder lassen sich benachbarte Minima näher zusammen
bringen und die Wechselwirkung der Atome mit dem Feld führt zu einer relativen Phase.
Steuert man diesen Prozess so, dass diese Phase gleich −1 ist, implementiert er einen
CZ-Operator [19]. Da die Modulation auf alle Atome gleichzeitig wirkt, lässt sich ein
Cluster-State also simultan im ganzen Gitter herstellen.
Auf der anderen Seite erschwert die Nähe der Atome zueinander (in der Gröÿenord-

nung der Wellenlänge des Laserfeldes) das Adressieren und Messen der einzelnen Atome.
Ansätze die Au�ösung zu erhöhen [10], oder weniger dichte optische Gitter zu erzeugen
[26] sind jedoch Erfolgversprechend.

6.2 Photonen

Bei dem Versuch Quanteninformationen in den Freiheitsgraden von Photonen zu kodieren
stöÿt man heutzutage auf zwei wesentliche Probleme: Zunächst die zuverlässige Erzeu-
gung und Detektierung einzelner Photonen und die Tatsache, dass sich deterministische
zwei-Qubit-Operatoren nicht alleine mit linearen optischen Mitteln realisieren lassen. Um
letzteres Problem zu lösen sind nichtlineare Elemente Vorgeschlagen worden [2], aber auch
die Erzeugung nichtdeterministischer Gatter durch die Einfügung von messenden Bau-
steinen [22]. Je nach Ergebnis der Messung führen diese nichtdeterministischen Gatter
entweder die Transformation aus, oder versagen. Ein Versagen führt seinerseits zu einer
Messung des Quantenzustandes, unterbricht also die Berechnung. Diese Verhalten stellt
die Skalierbarkeit des Verfahrens in Frage. Mit Mitteln der Quantenfehlerkorrektur sind
zuverlässige und skalierbare lineare optische Quantenrechner jedoch möglich.
One-Way-Quantum-Computer bieten eine andere Möglichkeit dieses Problem zu um-

gehen. Nutzt man nichtdeterministische CZ-Operatoren um einen Cluster-State herzu-
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Abbildung 6.1: Optisches Gitter

Abbildung 6.2: Erzeugung eines Cluster-States mit nichtdeterministische CZ-Gattern

stellen, führt ein Versagen zwar dazu, dass die Qubits aus dem Cluster entfernt werden,
verliert aber den Cluster-State der anderen Qubits nicht. Man kann den Vorgang al-
so widerholen, oder den übrig gebliebenen Cluster-State für Berechnungen verwenden
(Abbildung 6.2). Man kann also zunächst einen Cluster-State in einem statistischen Pro-
zess erzeugen und die (deterministischen) Berechnungen dann auf dem resultierenden
Cluster-State planen [21].
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A Gliederung des Vortrags

Die Gliederung des Vortrags orientiert sich an der Gliederung dieses Dokuments. Die
Angaben zur Folienanzahl sind Anhalte.

• Begrüÿungsfolie (eine Folie)

• Übersicht (eine Folie)

• Motivation (zwei Folien)

• Teleportation-Quantum-Computation (zwei-drei Folien)

• One-Way-Quantum-Computer

� Der Cluster State (zwei Folien)

� Berechnung durch Messung (vier Folien)

� Äquivalenz 1WCQ/Gatter (zwei-drei Folien)

• 1-WQC und Parallelisierbarkeit (zwei-drei Folien)

• Implementierung (zwei-drei Folien)

• Zusammenfassung (eine Folie)

Der Vortrag hat also ca. 20 inhaltliche Folien. Bei zwei Minuten pro Folie also eine Länge
von ca. 40 Minuten.
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