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Prof. D. Suter

1. Briefwaage

Welcher allgemeine Ausdruck ergibt sich fiir den Drehwinkel ¢ des Zeigers einer Briefwaage,
wenn auf das gewichtslos zu denkende Hebelsystem einerseits das Gewicht G und
andererseits das Gegengewicht F einwirken? (Lastarm |; und Kraftarm I, bilden in jeder Lage

einen rechten Winkel)

Drehmomentgleichgewicht zwischen Zeiger F und Last G. Der Bezugspunkt ist der Schnittpunkt
von /; und /;. Der Winkel zwischen Schwerkraft und /> ist ¢.

Momentengleichgewicht:
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2. Winkel - Skalarprodukt - Vektorprodukt - Abhangigkeit

2 —2

(1) Vektoren: a = (1) unda = ( 1 )
2 —2
- 3 - 0

(2) Vektoren: a’ = (3) und b’ = (9)
7 2

Gesucht:

a) Lange der Vektoren

b) Skalarprodukt

c) Vektorprodukt

d) Flache des Parallelogramms
e) Schnittwinkel



(1) Erklarung mit Losung
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Linge der Vektoren

|a] = \/af + a3 + a3
‘E‘ = /b3 + b3 + b3
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ay by
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Senkrechte Vektoren:
Gob=0=allb

Vektorprodukt - Fliche des Parallelogramms
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Fliche des Parallelogramms:
A= ‘Zz‘ x b |
A=ld=vei+g+c
Flache des Dreiecks aus 4, b

A=1Llaxy

‘Winkel zwischen Vektoren

dob
cosax = =
| - b‘
cosar — a1by + agbo + asbs
a3 +a3 + a2 /b3 + b2 + b2

Lange der Vektoren:

|a] = v/af + af + af
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Bl = 1/(—2)? +12 + (-2)°
b =3

Skalarprodukt:

Gob=2--241-142.-2=-7

Vektorprodukt:
1o (=) =Bl
axb=| 2-(-2)—(-2)-2
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Fliche des Parallelogramms:
[ = 4/ (=4)* + 02 + 42
& = 5,657

Schnittwinkel:
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(2) Losung
(a) |a| =32 +32+ 72 =8109; |b’| —\V0Z+ 92422 =922

(b)a ob' =3-04+3-9+7-2=41

. [3:2-9-7\ [-57
(c)c"=a" xb' 7-0—-2-3|=| -6
3:9-3-0 27

(d) || =+/(=57)2 + (—6)2 + 272 = 63,4

aiob’ 41
laf|-[p7|  819:9,22

= 0,543 = a =57,1°



3. Doppelintegrale
Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale

a)
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f f xydxdy
y=0x=0
b)
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f f (sinx + cosy)dxdy
x=0 y=0
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TE/Z X 77:/2 X 77:/2
f(sinx + cosy)dxdy = f f sinxdy |dx + f

x=0 y=0 x=0 \y=0 x=0

/2 /2

= f sinx - xdx + f sinxdx = (sinx — xcosx)lg/z—cosxl

0 x=
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4. Koordinatensysteme

Berechnen Sie durch Integration die Flache eines Kreises mit Radius R, dessen Mittelpunkt
im Koordinatenursprung liegt! Nutzen Sie daflr

a) kartesisyche Koordinaten:

Y
b) Polarkoordinaten:
e
¢
Nk
a) Flachenelement in kartesischen Koordinaten dA = dxdy
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AzjdAzjjdxdy
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Das X variiert von —R bis +R =

R/ ?
A= j jdy dx

R \?
Das Y ist mit X durch Pyphagoras-Satz verbunden: R? = x2 + y2 = y =VR2 —x2 >

R / VR%—x?2 R R
x R? X

A= j j dy |dx = jZ Rz_xzdx:(z Rz—x2+7arcsm§) = R?

—R \VRZ—x2 -R -R

b)
Flachenelement in Polarkoordinaten

dA =rde - dr

a
sind(pz; - a=rdop

(sing = ¢, wenn @ sehr klein)

Das R variiert von 0 bis +R und ¢ von 0 bis 360° (oder 21t)=
2m R 21
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