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1. Briefwaage 
Welcher allgemeine Ausdruck ergibt sich für den Drehwinkel  j des Zeigers einer Briefwaage, 
wenn auf das gewichtslos zu denkende Hebelsystem einerseits das Gewicht G und 
andererseits das Gegengewicht F einwirken? (Lastarm l1 und Kraftarm l2 bilden in jeder Lage 
einen rechten Winkel) 

 
Drehmomentgleichgewicht zwischen Zeiger F und Last G. Der Bezugspunkt ist der Schnittpunkt 
von l1 und l2. Der Winkel zwischen Schwerkraft und l2 ist j. 
Momentengleichgewicht: 

𝑙" ∙ 𝐹 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑 = 𝑙* ∙ 𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑	 ⇒ 𝑡𝑎𝑛𝜑 =
𝑙* ∙ 𝐺
𝑙" ∙ 𝐹

	 

  



2. Winkel - Skalarprodukt - Vektorprodukt - Abhängigkeit 
 

(1) Vektoren: 𝑎⃗ = 3
2
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2
6 und 𝑎⃗ = 3
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(2) Vektoren: 𝑎′999⃗ = 3
3
3
7
6 und 𝑏′999⃗ = 3
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Gesucht: 
a) Länge der Vektoren 
b) Skalarprodukt 
c) Vektorprodukt 
d) Fläche des Parallelogramms 
e) Schnittwinkel 
  



(1) Erklärung mit Lösung 

 

 

  



(2) Lösung 
(a) ?𝑎′999⃗ ? = √3" + 3" + 7" = 8,19;	?𝑏′999⃗ ? = √0" + 9" + 2" = 9,22 

(b) 𝑎′999⃗ ∘ 𝑏F999⃗ = 3 ∙ 0 + 3 ∙ 9 + 7 ∙ 2 = 41 

(c) 𝑐′99⃗ = 𝑎′999⃗ × 𝑏′999⃗ = 3
3 ∙ 2 − 9 ∙ 7
7 ∙ 0 − 2 ∙ 3
3 ∙ 9 − 3 ∙ 0

6 = 3
−57
−6
27

6 

(d) |𝑐′| = L(−57)" + (−6)" + 27" = 63,4 

(e) cos 𝛼 = SF9999⃗ ∘TU9999⃗

|SF9999⃗ |∙VTF999⃗ V
= W*

X,*Y∙Y,""
= 0,543	 ⇒ 	𝛼 = 57,1° 

  



3. Doppelintegrale 
Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale 
a) 

[ [ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

_
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_ab

 

b)  

[ [(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
`

_ab

c/"

`ab

 

 
a) 

[ e [ 𝑥𝑑𝑥
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f 𝑦𝑑𝑦 =
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8 i
b

*

=
1
8

*

_ab

 

b) 

[ [(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
`

_ab

c/"

`ab

[ e [ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑦
`

_ab

f𝑑𝑥 +

c/"

`ab

[ e [ 𝑐𝑜𝑠𝑦𝑑𝑦
`

_ab

f𝑑𝑥

c/"

`ab

= [ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑥𝑑𝑥 +

c/"

`ab

[ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 =

c/"

`ab

(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥)|b
c/"−𝑐𝑜𝑠𝑥|b

c/"

= (0 − 1 + 0 − 0) − (0 − 1) = 0 
 
  



4. Koordinatensysteme 
Berechnen Sie durch Integration die Fläche eines Kreises mit Radius R, dessen Mittelpunkt 
im Koordinatenursprung liegt! Nutzen Sie dafür 
a) kartesische Koordinaten: 

 
b) Polarkoordinaten: 

 
a) Flächenelement in kartesischen Koordinaten 𝑑𝐴 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝐴 = [𝑑𝐴 =[[𝑑𝑥𝑑𝑦
?

?

?

?

 

Das X variiert von –R bis +R ⇒ 

𝐴 = [e[𝑑𝑦
?

?

f𝑑𝑥
l

ml

 

Das Y ist mit X durch Pyphagoras-Satz verbunden: 𝑅" = 𝑥" + 𝑦" 	⇒ 𝑦 = √𝑅" − 𝑥" ⇒ 

𝐴 = [e [ 𝑑𝑦
√lom`o

√lom`o

f𝑑𝑥
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= [ 2L𝑅" − 𝑥"𝑑𝑥 = (
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𝑥
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b) 
Flächenelement in Polarkoordinaten 

 
Das R variiert von 0 bis +R und j von 0 bis 360° (oder 2p)⇒ 

𝐴 = [𝑑𝐴 =[ [𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑
l

b

"c

b

= [
𝑅"
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"c
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𝑑𝜑 = 𝜋𝑅" 


