9 Atome, Molekiile und Festkorper

9.1 Atome als
Grundbestandteile der
Materie

9.1.1 Historisches

Wir gehen heute als selbstverstdndliche Grund-
lage davon aus, dass Atome die Bausteine der
Materie sind, die uns umgibt und aus der auch
wir selber bestehen. Obwohl wir diese Tatsache
heutzutage in der Schule unterrichten, und Ta-
geszeitungen sie als bekannt voraussetzen, ist es
erst etwa hundert Jahre her, dass ihre Existenz
auch wissenschaftlich gesichert ist. Einzelheiten
iiber ihre Verhalten, ja sogar ihre Grofle waren
nur in sehr groben Umrissen bekannt.

Der Begriff “Atom” stammt aus dem Griechi-
schen. Zu den zentralen Fragen der griechischen
Philosophen gehorte die Suche nach Unvergéng-
lichem, nach einem ewigen Sein. Wenn aber es
aber ein ewiges Sein gab, so schien dies nicht
vereinbar mit Verdnderungen. Insbesondere Par-
menides forderte, dass alles Seiende unwandelbar
sein miisse. Verdanderungen waren deshalb nicht
moglich, respektive nur Schein.

Abbildung 9.1: Zeitliche Abfolge der antiken
Philosophen.

Natiirlich konnten nicht alle Philosophen diese
These akzeptieren (— Abb. . Insbesondere
Demokri suchte nach einer Losung dafiir. In
heutiger Ausdrucksweise kann man seine Lésung
etwa so beschreiben: Die Welt besteht aus leerem
Raum und unteilbaren, unwandelbaren Grund-
bestandteilen der Materie, den Atomen. Wir ken-
nen heute Demokrit deshalb als den Entdecker
der Atome. Genau so wichtig wie seine Forde-
rung nach der Existenz von Atomen war aber,
dass er dem leeren Raum eine eigensténdige Exi-
stenz zubilligte. Dadurch wurde die Existenz von
Atomen in seinem Sinn erst moglich. Diese bil-
den die Grundbausteine der Materie, sie und der
leere Raum sind unwandelbar. Damit besteht
eine sichere Basis fiir das Sein, und Verénde-
rung ist trotzdem mdglich, da die Atome sich im
leeren Raum bewegen und neu gruppieren kon-
nen. Demokrit forderte bereits die Existenz un-
terschiedlicher Atome, welche sich durch Form,
Lage und Geschwindigkeit unterschieden. Auch
unsere Sinneseindriicke werden geméafs Demokrit
von Atomen iibertragen; in heutiger Lesart wiir-
den wir sagen, dass auch Licht aus Atomen be-
steht. Ja sogar die Seele besteht geméfs Demo-
krit aus Atomen - aus einer besonders glatten,
feuerartigen Atomen, welche von Korperatomen
umgeben sind.

Demokrit war keineswegs der einzige, der eine
solche These vertrat; es gab auch schon friihere
Versuche, z.B. durch Leukip von dem Demo-
krit wesentlich beeinflusst wurde.

Aber es gab auch Kritiker, welche sich mit die-
sem Konzept nicht anfreunden konnten, insbe-
sondere Aristoteles, der lehrte, dass die Materie
aus den vier Elementen Erde, Luft, Feuer und
Wasser aufgebaut sei. Abb. zeigt die vier Ele-
mente und ihre Eigenschaften. Die Eigenschaf-

Demokrit von Abdera (ca. 460 v. Chr. - 370 v. Chr.)
2Leukipp (5. Jh. v. Chr., Lehrer von Demokrit)
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Abbildung 9.2: Elementelehre von Aristoteles
(384-322 v. Chr.).

ten der Stoffe sollten dann von der anteilmé-
Rigen Zusammensetzung bestimmt werden. Der
grofte Einfluss von Aristoteles war wohl auch der
Hauptgrund dafiir, dass die Atomtheorie lange
Zeit nicht akzeptiert wurde.

9.1.2 Die moderne Atomtheorie

Erst gegen Ende des achtzehnten Jahrhunderts
wurde die Atomhypothese auf wissenschaftlicher
Grundlage wieder entdeckt.

Wasser- | Wasser- Sauer-
stoff stoff + stoff »

Abbildung 9.3: Gesetz der konstanten Propor-
tionen von Antoine Lavoisier
(1743-1794).

Den Anstofs dazu gab die Chemie, wo insbeson-
dere Lavoisier empirisch gefunden hatte, dass
chemische Elemente in bestimmten Verhaltnis-
sen miteinander reagieren. Wie in Abb. ge-
zeigt, entstehen z.B. aus zwei Teilen Wasserstoff
und einem Teil Sauerstoff Wasser. Bringt man
die beiden Gase in anderen Proportionen zusam-
men, reagiert nur ein Teil, der Rest bleibt unver-
andert.

Dies war ein vollig unerwartetes Resultat. Wenn
die Materie aus den vier aristotelischen Elemen-

3Weitere Einzelheiten: [9] 7]

ten aufgebaut wére, wiirde man erwarten, dass
diese in beliebigen Verhéltnissen reagieren kénn-
ten und dabei Produkte mit unterschiedlichen
Eigenschaften entstehen wiirden.
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Abbildung 9.4: Gesetz der multiplen Proportio-
nen von John Dalton.
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John Dalto fiihrte diese Experimente weiter.
Er fand insbesondere, dass die moglichen Ver-
héltnisse, in denen die gleichen Elemente reagie-
ren konnten, durch kleine ganze Zahlen beschrie-
ben werden konnten. Abb. zeigt als Beispiel
verschiedene Molekiile, sie in unterschiedlichen
Proportionen aus den Elementen Stickstoff und
Sauerstoff zusammengesetzt sind. Diese experi-
mentellen Resultate konnte Dalton 1808 so erkla-
ren, dass er die Existenz von Atomen postulier-
te, die sich unterschiedlich zusammenfiigen und
so die beobachtete Vielfalt der Substanzen erzeu-
gen.

1811 zeigte Avogadr dass die Dalton’sche Hy-
pothese auch die experimentellen Resultate von
Gay-Lussac erkldren kann: Das Volumen eines
idealen Gases hingt nur von Druck, Tempera-
tur und Teilchenzahl ab, nicht von der Art des
Gases.

9.1.3 Experimentelle Hinweise fiir die
Existenz von Atomen

Im Verlauf des 19. Jh. kam es zu einer Reihe
von weiteren Erkenntnissen, wie in Abb. zZu-
sammengefasst. So wurden die wichtigsten Arten
von Atomen entdeckt und im periodischen Sy-
stem der Elemente aufgelistet - zunéchst entspre-
chend dem relativen Gewicht, dann aufgrund der
Ordnungszahl. Die Entdeckung der Brown’schen

*John Dalton (1766 - 1844)
®Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro, Conte di
Quaregna e Cerreto (1776 - 1856)
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Abbildung 9.5: Entwicklung der Theorie im 19.
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Bewegung, einer scheinbar zufilligen Bewegung
von kleinen Rauch- und Pollenteilchen, wurde
als Hinweis auf die Existenz von Atomen gedeu-
tet, welche zwar selber nicht sichtbar sind, aber
durch Stoke die Bewegung des Teilchens beein-
flussen. Die Annahme, dass Gase aus Atomen
aufgebaut seien, erlaubte auch, die Thermody-
namik auf ein mechanisches Modell, ndmlich die
kinetische Gastheorie zuriickzufiihren und insbe-
sondere den Druck als eine grofte Zahl von Sto-
Ken der Atome mit den Gefaiwénden zu inter-
pretieren. Wenn das Volumen verkleinert oder
die Temperatur erhoht wurde, wurden die St6-
e zahlreicher und heftiger und der Druck damit
grofer.

Damit war eine der wichtigsten Grundlagen fiir
die Physik, wie auch fiir die Chemie geschaffen
- obwohl bisher noch niemand ein Atom gesehen
hatte. Man glaubte an ihre Existenz, doch nie-
mand wusste, wie die Atome aussehen, ja nicht
einmal wie grofs sie sind.

Erste Hinweise darauf lieferte die Beugung von
Elektronen und Rontgenstrahlen an kristallinen
Materialien. Diese ergaben nicht nur eine Be-
statigung der Wellenhypothese von de Broglie
(—Kap. , sondern auch eine erste Messung
von Gitterkonstanten in Festkorpern. Allerdings
ergeben sie Bilder im Impulsraum, nicht direkt
im gewohnten Ortsraum.

9.1.4 Feld-Ionen Mikroskopie
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Abbildung 9.6: Schematische Darstellung des
Feld-Ionen-Mikroskops.

Die erste Methode, welche Atome direkt im Orts-
raum sichtbar machte, war die Feld-Ionen Mi-
kroskopie. Wie in Abb. gezeigt handelt sich
dabei um ein relativ einfaches Gerét: im wesent-
lichen bené6tigt man eine sehr scharfe Spitze, an
die man eine positive elektrische Spannung an-
legt. Dadurch erhdlt man an der Spitze ein sehr
hohes elektrisches Feld. Auferhalb der Spitze be-
findet sich mit niedrigem Druck ein Gas, typi-
scherweise Helium oder Barium. Wenn ein He-
liumatom in die Nédhe der Spitze gelangt, wird
es durch dieses enorme elektrische Feld ionisiert,
das heifit diese Metallspitze zieht eines der Elek-
tronen des Heliumatoms an sich. Dadurch wird
das Heliumatom zu einem positiv geladenen He-
liumion und wird nun durch das starke elektri-
sche Feld sehr rasch von der Spitze weg beschleu-
nigt. Nach einer Distanz von etwa 10 cm trifft es
auf einen Schirm, wo es sichtbar gemacht wird.
Da sich die Atome auf dem direktesten Weg von
der Spitze entfernen, entsteht dadurch auf dem
Schirm ein direktes Bild der Spitze. Die Vergro-
ferung kommt direkt durch das Verhéltnis des
Radius der Spitze zur Distanz vom Schirm zu-
stande und benétigt keine weiteren abbildenden
Elemente.

Abb. zeigt einen entsprechenden Messaufbau
und ein damit aufgenommenes Bild. Man erhélt
also auf diese Weise auf dem Schirm ein Bild die-
ser Spitze mit sehr hoher Auflésung. Allerdings
ist das Bild ziemlich stark verzerrt. [10] Diese Art
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9 Atome, Molekiile und Festkdrper

Abbildung 9.7: Messaufbau und Bild eines Feld-
Tonen-Mikroskops.

von Mikroskopie ist inzwischen mehr als 70 Jah-
re alt, sorgt aber immer noch fiir spektakulére
Bilder.
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Abbildung 9.8: Atomare Struktur und indizierte
Emissionsmaxima.

Der Kontrast kommt dadurch zustande, dass die
Tonisierung des Heliums davon abhéngt, dass ein
freier Zustand fiir das Elektron im Metall vor-
handen ist. Diese Zustdnde haben bevorzugte
Richtungen innerhalb der Einheitszelle. In die-
se Richtungen werden die Ionen von der Spitze
weg beschleunigt und ergeben dadurch ein Bild
der atomaren Struktur der Spitze, wie in Abb.

gezeigt.

9.1.5 Mikroskopie

Eine der heute am weitesten verbreiteten Metho-
den, mit denen man die atomare Struktur der
Materie sichtbar machen kann, ist die Elektro-
nenmikroskopie. Dabei werden anstelle von Licht
Elektronenstrahlen verwendet, und anstelle von
Linsen aus Glas verwendet man dabei elektroma-
gnetische Linsen, um den Strahl zu fokussieren
und abzubilden. Wie beim Lichtmikroskop kann
man dabei Bilder erzeugen, wobei die Auflésung

sehr viel grofser sein kann. Fiir hoch auflésen-
de Elektronenmikroskopie verwendet man Be-
schleunigungsspannungen von mehreren 100 kV.
Bei diesen Energien bewegen sich die Elektro-
nen relativistisch und ihre de Broglie Wellenlan-
ge ist liegt in der Grofenordnung von 1072 m.
Die Auflésung wird somit nicht mehr durch Beu-
gungseffekte beschrankt, sondern nur noch durch
experimentelle Probleme, wie z.B. Linsenfehler.

Abbildung 9.9: Atomar aufgelostes TEM-Bild
eines Molekiilkristalls.

Abb. zeigt eine elektronenmikroskopische
Aufnahme eines Molekiilkristalls. Man sieht hier
direkt die einzelnen Atome und kann gut schwe-
rere von leichteren Atomen unterscheiden. Au-
ferdem kann man erkennen, wie diese Atome in
Molekiilen gebunden sind.

[F 5 & I& 1) Nickel
Abbildung 9.10: Prinzip der Raster-Tunnel-Mi-
kroskopie.

Eine neue Art, Atome abzubilden, wurde 1982 in
Ziirich entwickelt: die Rastertunnelmikroskopie.
Wie in Abb. [9.10 gezeigt, wird dafiir eine feine
Spitze iiber eine Oberflache gefiihrt, wobei der
Abstand zwischen der Spitze und der Oberflache
konstant gehalten wurde. Indem man die Positi-
on der Spitze aufzeichnet, kann man ein Bild der
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Oberflache erhalten. Man tastet also die Ober-
fliche mit einer Spitze ab, benutzt also eine Art
verfeinerten Tastsinn, um die Oberflache sicht-
bar zu machen.

Abbildung 9.11: Ein "Kristall” aus Magnesium-
Ionen in einer Ionenfalle.

Auch mit optischen Methoden kann man ein-
zelne Atome sichtbar machen. Abbildung [09.11
zeigt einen Kristall aus atomaren lonen, wel-
che in einer elektromagnetischen Falle gespei-
chert und mit Laserlicht zur Fluoreszenz ange-
regt wurden. Der Grund, dass diese mit opti-
schen Methoden sichtbar gemacht werden kon-
nen, liegt darin, dass ihr Abstand auf Grund der
Coulomb-Abstofsiung in der Gréfenordnung von
10 pm liegt.

9.1.6 Grofie eines Atoms

Es gibt heute eine Reihe von Moglichkei-
ten, die Groke von Atomen zu bestimmen.
Bereits erwdhnt wurden Rastertunnelmikrosko-
pie und hochauflésende Elektronenmikroskopie.
Auch die Roéntgenbeugung, welche die Abstan-
de von Atomen in einem Kristallgitter bestimmt,
kann als Messmethode betrachtet werden. Eine
weitere Moglichkeit ist iber die Messung der van
der Waals-Konstanten realer Gase, welche das ef-
fektive Volumen bezeichnen, welches ein Atom
einnimmt. Das effektive Volumen kann auch iiber
die Dichte eines Festkorpers bestimmt werden,
sofern die Loschmidt’sche Zahl bekannt ist:

Ar 5 my

Atomvolumen : V= —r° = —.

3 pNT,
Hier stellt » den Atomradius das, mjys die Mol-
masse, d.h. die Masse von Ny Atomen, p die
Dichte und Ny, die Loschmidt- oder Avogadro-
zahl.

In enger Analogie dazu kann man die Oberflache
eines Oltropfchens messen, welches z.B. auf eine
Wasseroberfliche aufgebracht wird: Der Olfilm
ist eine Monolage dick, d.h. die Fléache ist gleich
der Querschnittsfliche eines Atoms, multipliziert
mit der Anzahl der Atome im Oltropfchen.
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9.2 Aufbau der Atome

9.2.1 Historische Grundlagen

Wenn man Atome als Bausteine der Materie
identifiziert hat, stellt sich sofort die Frage, wor-
aus denn die Atome bestehen. Abb.[9.12 fasst die

Entwicklung zusammen.
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Abbildung 9.12: Uberblick iiber die Historische
Entwicklung der Atomtheorie.

Dabei besteht prinzipiell die Moglichkeit, dass
sie elementar, also nicht mehr teilbar sind. Dies
entspricht der Idee von Demokrit und auch der
vorherrschenden Meinung gegen Ende des 19. Jh.
Tatséchlich hatte man aber schon im 19. Jh. er-
ste Hinweise darauf, dass Atome nicht die ewi-
gen und unteilbaren Grundbestandteile der Ma-
terie waren, welche Demokrit postuliert hatte.
Ein Hinweis auf die endliche Lebensdauer war
die Radioaktivitét.

Dass sie nicht unteilbar sind zeigte die Ent-
deckung des Elektrons: bei der Elektrolyse, wie
auch bei der Entdeckung der Kathodenstrahlen

durch J.J. Thomson (— Abb. 9.14)) schie-

Abbildung 9.13: Joseph John Thomson (1856-
1940).

nen die Ladungstriger aus den Atomen heraus-
zukommen.

Abbildung 9.14: Vakuumrohre, mit der Thom-
son seine Messungen durchfiihr-
te.

Diese Teilchen, welche z.B. auch in einem Funken
beobachtet werden kénnen, sind fiir alle Arten
von Atomen identisch. Sie tragen eine negative
elektrische Ladung. Da die Atome elektrisch neu-
tral sind, mussten sie also aufer den Elektronen
auch einen positiv geladenen Teil enthalten.

Lord Thomson stellte sich das in der zweiten
Hélfte des 19. JH. so vor, dass der positiv ge-
ladene Teil eine Art Teig oder Pudding darstell-
te, in dem sich die Elektronen wie Rosinen auf-
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Abbildung 9.15: Atommodell “Pudding mit Ro-

sinen”.

hielten, wie in Abb. [9.15 gezeigt. Damit konn-
te er schon einige Punkte erkldren. Allerdings
gab es auch Diskrepanzen zum Experiment; so
stimmten die berechneten Schwingungsfrequen-
zen nicht mit den beobachteten iiberein.

9.2.2 Rutherford s Experiment

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurden verschie-
dene Experimente durchgefiihrt, welche das In-
nere des Atoms erkunden sollten. Diinne Metall-
folien, wurden mit subatomaren Partikeln, insbe-
sondere Elektronen und a-Teilchen beschossen.

Mikroskop
Zinksulfid-Schirm—_
Blei \O
a
Metallfolie
Rn (a-Quelle)

Abbildung 9.16: Rutherford und sein Experi-
ment.

Die bekanntesten Experimente wurden von E.
Rutherford (1871-1937, Abb. in den Jah-
ren 1911-1913 durchgefiihrt. Die Resultate zeig-
ten, dass der grofite Teil der Teilchen durch die
Folien durchflog, ohne wesentlich abgelenkt zu
werden.

Ein kleiner Teil aber wurde praktisch in die Rich-
tung zuriick gestreut, aus der sie gekommen wa-

ren. Abb. fasst die Trajektorien zusammen.

q

a-Teilchen

Abbildung 9.17: Trajektorien der a-Teilchen.

Dies war ein vollig unerwartetes Ergebnis, in
krassem Gegensatz zu den Voraussagen aufgrund
des Thomson’schen Modells des Atoms.

Rutherford beschrieb den Ausgang seiner Expe-
rimente so, dass es aussah als wére eine Kano-
nenkugel an einem Blatt Papier abgeprallt. Die
Resultate liefen sich nur interpretieren, wenn
man annahm, dass der grofste Teil der Masse des
Atoms ist in einem sehr kleinen Gebiet konzen-
triert ist. Der Durchmesser dieses Atomkerns ist
von der Grokenordnung von 4 — 10- 10715 m, et-
wa 100’000 mal kleiner als das Atom als ganzes.
Auf die Erde iibertragen, wiirde dies bedeuten,
dass die gesamte Masse der Erde in einer Kugel
von wenigen Metern Durchmesser konzentriert
ware. Dieser Kern musste die positive Ladung
des Atoms enthalten, wihrend die negative La-
dung in den Elektronen lokalisiert war.

9.2.3 Das klassische Atommodell

Daraus folgte, dass der Kern positiv geladen sein
musste. Aufgrund der damals bekannten Natur-
gesetze konnte man annehmen, dass das Atom
durch elektrostatische Krifte zusammengehalten
wurde, also die Anziehung zwischen entgegen ge-
setzten Ladungen. Damit erinnerte dieses Sy-
stem stark an das Sonnensystem.

Die Elektronen sollten also auf kreisférmigen
oder elliptischen Bahnen um den Atomkern krei-
sen, wobei sie von der elektrostatischen Anzie-
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Abbildung 9.18: Modell eines Atoms in der Form
eines Sonnensystems.

hung auf der Bahn gehalten wurden, wie in Abb.
[0.18 gezeigt. Da die Masse des Kernes sehr viel
groker war als die der Elektronen, konnte man
davon ausgehen, dass der Kern praktisch in Ru-
he bleibt, wahrend sich die Elektronen um ihn
bewegen, analog zu Planeten um die Sonne.

Dabei tauchte aber ein grofses Problem auf: Eine
Kreisbewegung ist eine beschleunigte Bewegung.
Die Elektrodynamik, welche im 19. Jh. durch
Maxwell festgeschrieben worden war, sagte aber
voraus, dass beschleunigte elektrische Ladungen
elektromagnetische Strahlung aussenden. Diese
Strahlung wiirde Energie aus dem Atom abfiih-
ren. Das Elektron miisste demgeméfs immer né-
her zum Kern riicken, dabei schneller werden und
mehr Energie abstrahlen und innert sehr kurzer
Zeit in den Kern stiirzen. Nach diesem Modell
waren also Atome nicht stabil, es sollten gar kei-
ne Atome und deshalb auch keine Materie exi-
stieren. Es gab hier also einen Widerspruch zur
experimentell beobachteten Tatsache, dass Ma-
terie existiert. Damit war klar, dass dieses Mo-
dell die Wirklichkeit nicht korrekt beschrieb.

9.2.4 Das Wasserstoff-Spektrum

Schon im 19. Jahrhundert hat man festge-
stellt, dass freie Atome Licht bei einigen weni-
gen, scharf bestimmten Wellenldngen absorbie-
ren oder emittieren, wie in Abb. [0.19 gezeigt.
Dies war ebenfalls im Widerspruch zu einem Mo-
dell der Atome, welche geméfs der klassischen
Elektrodynamik den Atomkern umkreisen: die
dabei erzeugte Strahlung miisste ein kontinuier-
liches Spektrum aufweisen.

Abbildung 9.19: Spektrum einer thermischen
Quelle und von vier atomaren
Gasen.

Um das Spektrum von Wasserstoff (— Abb.
zu messen, werden Wasserstoffatome er-
zeugt und mit einem Elektronenstrahl zum Glii-
hen gebracht. Wenn man das Licht, das insge-
samt rosa aussieht, spektral analysiert, findet
man eine Reihe von diskreten Emissionslinien.
Diejenigen, die im sichtbaren Bereich des Spek-
trums liegen, konnen auf dem Bildschirm dar-
gestellt werden. Weitere Linien finden sich im
Ultravioletten und infraroten Bereich des Spek-
trums. Allgemein kann man die Frequenz der Re-
sonanzlinien schreiben als

1 1
vV = CRy<7L2_77’],2>m1t n<<m
4
B mee . 1
R, = 786%}130 = 109677,581cm™ .

Hier sind n und m sind ganzzahlige “Quanten-
zahlen” und R, = R stellt die Rydbergkon-
stante dar. Dies entspricht einer Frequenz

cR, = 3,29 - 10" Hz.
In Energieeinheiten hat sie den Wert
hcR, =2,18-1071%J = 13,6 V.

Sie gehort zu den wichtigsten Naturkonstanten
und bestimmt u. A. die Energieskala chemischer
Bindungen.

Abb. 9.20 gibt die Rydbergkonstante in unter-
schiedlichen Energie-Einheiten an.
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Rydberg constant mccaz/2h R~ 10973731.534(13) m™!

in hertz: Rocc 3.2898419499(39) 10'° Hz

in joules: Roohe 2.1798741(13) 107187

ineV: Rche/{e) 13.605 698 1(40) eV
Abbildung 9.20: Numerische Werte fiir die

Rydberg-Konstante.

n legt die “Serie” fest: n = 1 definiert die Lyman
Serie, n = 2 die Balmer Serie etc. Somit gilt fiir
die Lyman-Serie

1

fiir die Balmer Serie
1 1
En =1 <4 B m2> ’

Ahnliche Linien findet man im Spektrum einer
Quecksilberdampflampe. Ein besser bekanntes
Beispiel sind die Natriumdampflampen, welche
teilweise noch fiir die Strafenbeleuchtung ver-
wendet werden. Wenn man die Auflésung des
Spektrometers hoch genug wihlt, sieht man, dass
diese Linien sehr schmal sind.

Auch bei Molekiilen, z.B. Ng, findet man diskrete
Spektrallinien, doch sind sie in diesem Fall nicht
mehr ganz so schmal, und ihre Zahl wird grofer.

Geméf der Beziehung zwischen Energie und Fre-
quenz £ = hv bedeutet dies, dass Atome Energie
nur in bestimmten Paketen aussenden oder ab-
sorbieren. Dies, sowie die Tatsache, dass die klas-
sische Elektrodynamik die Existenz von stabilen
Atomen nicht befriedigend erkldren konnte, war
eine der wichtigsten Triebfedern fiir die Entwick-
lung der Quantenmechanik.

Eine weitere wichtige Entdeckung war der Fa-
raday Effekt. Faraday, einer der Pioniere der
klassischen Elektrodynamik, hatte gezeigt, dass
Magnetfelder die Wechselwirkung zwischen Licht
und Atomen beeinflussen. Insbesondere kénnen
sie die Polarisationsebene des Lichtes drehen.

9.2.5 Das Bohr’sche Atommodell

Aus diesen Tatsachen entwickelte Niels Bohr
(1885-1962) im Jahre 1913 ein Atommodell, wel-

Abbildung 9.21: Schematische Darstellung des
Bohr’schen Atommodells.

ches schematisch in Abb. [0.21 dargestellt ist.
Er sah sich gezwungen, dafiir zusétzlich zu den
bekannten physikalischen Gesetzen weitere An-
nahmen zu machen. Er postulierte insbesondere,
dass die Bewegung der Elektronen um den Kern
nicht durch die Maxwell Gleichungen beschrie-
ben wurde, sondern dass es stationdre Bahnen
geben sollte:

e es sind nur solche Bahnen erlaubt, deren
Bahndrehimpuls ein ganzzahliges Vielfaches
des Planck’schen Wirkungsquantums # ist :

L = m.r’w = nh.

Abbildung 9.22: Stehwellen auf einem Kreis
(links) und in einem Fabry-
Perot Resonator (rechts).

Man kann dies mit Hilfe von

_2£_27rﬁ_h27rr_Umfang
-k p L n

A

so interpretieren, dass der Umfang der Kreis-
bahn gerade einem Vielfachen der Wellenlénge
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9 Atome, Molekiile und Festkdrper

des Elektrons entspricht, wie in Abb. [9.22 ge-
zeigt. Damit sind Radius und Energie des Elek-
trons festgelegt.

e Bewegung auf diesen Bahnen ist strahlungs-
los; Absorption und Emission finden beim
Ubergang zwischen unterschiedlichen Bah-
nen statt.

Wenn sich das Elektron auf einer dieser Bah-
nen befand, so sollte es keine Energie abstrahlen.
Energie konnte hingegen zwischen Licht und den
Atomen ausgetauscht werden, indem ein Elek-
tron von einer dieser stationdren Bahnen auf eine
andere sprang - auf diese Weise konnte Bohr das
Linienspektrum des Wasserstoffs erkldren. Mit
Hilfe der Einstein’schen Beziehung £ = hv konn-
te man damit wiederum die Gréfke der Atome
bestimmen.

Sommerfeld modifizierte die Bohr’schen Postu-
late: Die Bahn der Elektronen soll elliptisch
sein; die grofte Halbachse ist bestimmt durch die
Hauptquantenzahl n, die kleine durch die Neben-
quantenzahl k; fiir diese gilt: 0 < k < n. Die-
se Zustdnde sind im einfachsten Modell entartet;
genauere Betrachtungen zeigen, dass relativisti-
sche Effekte die Entartung aufheben: Bahnen,
die ndher beim Kern sind entsprechen héheren
Geschwindigkeiten und damit stérker relativisti-
schen Effekten.

Das Bohr’sche Atommodell wurde parallel zu
den Anfiangen der Quantenmechanik entwickelt.
Dadurch war seine Lebensdauer wohl von An-
fang an nur kurz. Insbesondere die Zuhilfenah-
me von adhoc-Annahmen stellte natiirlich einen
Schonheitsfehler dar. Wenige Jahre spéater wurde
mit der Schrodinger-Gleichung, resp. der Quan-
tenmechanik von Schrédinger und Heisenberg
die Grundlage fiir eine Beschreibung des Atoms
ohne zusétzliche ad hoc Annahmen geschaffen.

Bestandteile @, @ :zElektronen
99

e
z#
me = 9,11-103 kg

mp = 1,67-10%7 kg
e=1,6010"C

Abbildung 9.23: Bekannte Fakten zum Aufbau
von Atomen.

Kern

Spektrum

Wellenlange

9.3 Die Quantenmechanik der
Atome

Abb. fasst die wichtigsten Fakten zusam-
men, welche zum Aufbau der Atome bekannt wa-
ren. Das einfachste Atom ist das Wasserstoffa-
tom mit Z = 1, also mit einem einfach positiv
geladenen Kern und einem einzelnen Elektron.

9.3.1 Grundlagen, Energie

Der Kern des leichtesten Wasserstoffatoms be-
steht aus einem Proton; er besitzt die Mas-
se mp = 1,67 -1072"kg und Ladung e =
1,602-10~' C. Die Elektronen wurden 1897 von
J.J. Thomson entdeckt. Sie besitzen eine La-
dung —e = —1,602 - 10719 C und eine Masse
me = 9,11 - 10731 kg. Das Elektron kann als
Punktpartikel betrachtet werden; man kann ihm
aber auch einen Radius von 2,8- 10~ m zuord-
nen.

Abbildung 9.24: Coulomb-Potenzial des Kerns.
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9 Atome, Molekiile und Festkdrper

Der Hamiltonoperator H des Systems hat die
Form

1 €2 h?
H=— —— —A 9.1
dmeg T 2m (9-1)
Hier stellt der erste Term die Coulomb-

Wechselwirkung zwischen Kern und Elektron
dar, mit r als Abstand zwischen Kern und Elek-
tron. Abb. [09.24 zeigt das Potenzial. Der zweite
Term ist die kinetische Energie des Elektrons.

9.3.2 Wasserstofforbitale

Die stationdren Zustinde des Wasserstoffs er-
geben sich laut dem Bohr-Sommerfeld’schen
Modell dadurch dass die elektronische Wellen-
funktion gerade in ein Kreis-, resp. ellipsen-
formige Umlaufbahn passt. In der Heisenberg-
Schrédinger’schen Quantenmechanik stellen sie
Eigenfunktionen des Hamiltonoperators dar.
Diese Zustdnde sind fiir den Hamiltonoperator
(9.1) exakt bestimmbar. Sie werden als Orbita-
le bezeichnet und mit drei Indizes n, £ und m
indexiert. In Polarkoordinaten lauten sie

Vorom (Ta 0, 90) = Rné(r)nm(a, 30)'

Die Radialfunktion ist

(9.2)

2 [n—¢-1)" 1
"2 N3 3/2
n ((n+0))) ao/

2r \" 2041 [ 27
\nao) 74 g )
0 nag
wobei Liﬂ:}l das entsprechende Laguerre Poly-

nom darstellt. Die Winkelfunktionen Yz, (6, ¢)
sind die Kugel(flachen)funktionen.

—r/nag |

Rng(r)

Die Hauptquantenzahl n bestimmt die Energie
des Systems und gibt gleichzeitig an, wie grof
das entsprechende Orbital ist. Wie in anderen
Systemen nimmt die Anzahl der Nulldurchgénge
(=Knoten) der Funktion mit der Energie zu. Fir
Wasserstoff ist die Zahl der Knoten jeweils n— 1.

Fiir den oben angegebenen Hamiltonoperator ist
die Energie aller Zustédnde mit gleichem n iden-
tisch. Man spricht von Entartung. Die Energie

0} o0
|
-2.0 3
2
4.0
=
T, 60
(0]
2
qh) -8.0
c
Ll
-10.0
-120
-14.0 1

Abbildung 9.25: Energien der Zustidnde im H-

Atom.
betragt
&1 h R
En=—==——=—2 9.3
n2 c n? (9:3)

Die Rydberg-Konstante kann aus anderen Na-
turkonstanten berechnet werden als

a? a’mec mee?

By=Fe= 3307 T30 = 8cai®

~ 10973731l.
m

Hier stellt e die Elementarladung, « die Fein-
strukturkonstante, A¢ die Compton-Wellenlénge
des Elektrons, m. die Masse des Elektrons,
¢ die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, h das
Planck’sche Wirkungsquantum und ¢y die elek-
trische Feldkonstante dar.

1
R, = Ry, = 10973731 —.
m

Fir n = 1 erhidlt man den Grundzustand des
Wasserstoffatoms

& = —13,6eV.

Abb.[9.25 zeigt die Energien. Fiir n — oo ndhern
sie sich asymptotisch dem Grenzwert 0 an.

9.3.3 Drehimpuls

Die Drehimpuls-Quantenzahl ¢ bezeichnet den
Bahndrehimpuls des Zustandes W,,¢,,:

L=m/l(l+1) £=0,1,2,...n—1.
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Wihrend die Bahn selber nicht scharf bestimmt
ist, ist der Drehimpuls in jedem stationdren Zu-
stand eine exakte Grofe, d.h. samtliche Messun-
gen des Bahndrehimpulses an einem Elektron in
einem bestimmten Zustand wiirden den selben
Wert ergeben. Fiir Elektronen in einem Zustand
mit £ = 0 (sog. s-Elektronen) verschwindet der
Bahndrehimpuls exakt. Dies ist offenbar ein Re-
sultat, welches in einem klassischen Atom nicht
moglich ware.

L=n/C(+1)

=22 +1)
/ 6

e
-

Abbildung 9.26: Quantisierung des Drehimpul-
ses.

Nicht nur der Betrag, sondern auch die Orien-
tierung des Drehimpulses sind quantisiert (siehe
Abb. . Deshalb bezeichnet die dritte Quan-
tenzahl m in Gleichung die Komponente
des Drehimpulses entlang der z-Achse:

l,=mh;, m=—-{—¢+1,...—1,0,1,2,...¢.

Die z-Komponente kann somit positiv oder ne-
gativ sein, der Betrag kann jedoch nicht grofer
werden, als der gesamte Drehimpuls ¢. Im Fall
von Abb. [9.26 ist £ = 2 und L = hiv/2.

Die Orbitale konnen auf unterschiedliche Weise
graphisch dargestellt werden, wie z.B. in Abb.
[0.27. Auf diese Weise werden auch die Symme-
trieeigenschaften besser sichtbar, welche z.B. fiir
die Interpretation der Spektren eine grofse Rolle
spielen. Berechnet man den Erwartungswert des
Ortsoperators (7), so findet man, dass er fiir alle
Orbitale identisch verschwindet:

</F‘>‘Iln€m = 0’

L=1
..px °
> )
‘@

L=2
Abbildung 9.27: Graphische Darstellung einiger

Wasserstofforbitale.

+ Oy, dxy?y?

d.h. das Elektron befindet sich im Schnitt beim
Kern. Allerdings ist das Quadrat des Abstandes,

<7:Q>‘1/nem >0,
d.h. die mittlere Entfernung vom Kern ist > 0;

sie wachst mit der Hauptquantenzahl n.

9.3.4 Das Wasserstoffspektrum

Infrarot sichtbar UV
— Y Y
‘.
Bracket - Serie (1922) Paschen - Serie (1908) Baimer - Serie (1908
s
2500 om Wellenzah! 5000 om* 10000 om * 30000 o
l’ T
L,
4000 nm A Welleniange 3000 nm 2000nm 1000 nm 200 nm
— S————— 7890 n
1 l]
- Serle |
. e b ]
700 nm 600nm | 500nm " " aonm WL

= 3 4 5 L A 8

berechnet: 15233,00 2056455 2303229 2437280 25181.08 25705.68
comesson; 15233,21  20564,77 2303254  24373,07 2518133 2570584

“Tomem*

Abbildung 9.28: Ubersicht iiber das Wasserstoff-
spektrum.

Mit Gleichung kann das Linienspektrum
des Wasserstoffs interpretiert werden, welches
in Abb. dargestellt ist. Die einzelnen Lini-
en entsprechen Ubergéingen zwischen Zustinden
mit Hauptquantenzahl ny, ns. Geméaf Gleichung
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sind ihre Ubergangsfrequenzen gegeben durch

1 1

h 1 1
= "R (=~ - =),
c <n2 m2>

Die Lyman-Reihe entspricht den Ubergingen in
den Grundzustand, n = 2 der Balmer Reihe, n =
3 der Paschen Reihe und so weiter.

Prisma

CCD Kamera

Linie | Farbe | A/nm n
H, rot 656 3
H tlrkis 486 4
H blau 434 5
H, 6

Y

486 nm. 434 nm

410 nm 5 violett | 410

1
=R, <— ——2> Ry =109677,581 cm-" n>2
i n

Abbildung 9.29: Die Balmer-Serie des Wasser-
stoffatoms.

Abb. [9.29 zeigt die wichtigsten Linien der
Balmer-Serie, also der Ubergénge, welche durch
die Formel

11
m:&-%:-?g(-)

22 m2

beschrieben werden.

9.3.5 Elektronenspin

2p, 3p
i [ aB-00021ev
Pin
3s
2s]f2

Abbildung 9.30: Feinstruktur der D-Linien im
Natrium Spektrum.

WU 9688
un 0’685

Dass Elektronen nicht nur eine Ladung und eine
Masse besitzen, wurde aus der Untersuchung der
atomaren Linienspektren sowie des periodischen
Systems relativ bald klar. So konnten die beob-
achteten Aufspaltungen (— Abb. und der
Einfluss des Magnetfelds (der Zeeman-Effekt)
nur erklart werden, wenn man dem Elektron wei-
tere Eigenschaften zuschrieb.

Abbildung 9.31: Wolfgang Pauli (1900-1958).

Wolfgang Pauli (— Abb. stellte die Ver-
mutung auf, dass die Elektronen durch eine zu-
satzliche Quantenzahl beschrieben werden miis-
sen, welche nur zwei mogliche Werte annehmen
kann. Es stellte sich heraus, dass diese Quanten-
zahl dem Spin entspricht, einem quantisierten in-
ternen Drehimpuls.

Der Spin ist eine wichtige Eigenschaft fiir al-
le Elementarteilchen. Teilchen mit halbzahligen
Spin (h/2, 3h/2, ...) wie Elektronen, Protonen
oder Neutronen werden als Fermionen bezeich-
net. Es gilt allgemein das Prinzip, dass sich zwei
Fermionen nie im gleichen Quantenzustand be-
finden konnen; dies wird als Pauli-Prinzip be-
zeichnet. Im Gegensatz dazu konnen sich beliebig
viele Teilchen mit ganzzahligem Spin (0, &, 2h,

.. ), sogenannte Bosonen, im gleichen Quanten-
zustand befinden. Dazu gehéren z.B. Photonen
oder Paare von Elektronen, welche fiir die Su-
praleitung verantwortlich sind.

Im Falle des Elektrons betrdgt der Drehimpuls
(pro Richtung) //2. Der Betrag ist damit |S| =

Vs(s+1)h = /3/4h, mit s = 1/2 der Spin-

Quantenzahl
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9.3.6 Spin und magnetisches Moment

Die rotierende Ladung des Elektrons erzeugt
einen Strom und damit ein Magnetfeld. Daher
hat das Elektron das magnetische Moment

(& —

S.

—

S = —Js

2me

Abbildung 9.32: Kraft auf einen magnetischen
Dipol in einem inhomogenen
Magnetfeld.

Der Spin von Elektronen und anderen Teilchen
ist an ein magnetisches Moment gekoppelt. Wie
in Abb. gezeigt, spiirt ein magnetisches Mo-
ment, welches durch ein inhomogenes Magnet-
feld fliegt, eine Kraft in Richtung des Magnet-
feldes, welches von seiner Orientierung beziig-
lich dem Magnetfeld abhéngt. Ist das Magnetfeld
starker beim magnetischen Siidpol des inhomo-
genen Magneten, so wird der fliegende Magnet
in die Richtung abgelenkt, in der sich sein ma-
gnetischer Nordpol befindet.

Magnet

s

e

mit field ohne field

Ofen
— Detektor

y

AN

ollimator

Abbildung 9.33: Resultat des Stern-Gerlach Ex-
perimentes.

Stern und Gerlach konnten als erste zeigen, dass
diese magnetischen Momente tatséchlich durch
Ablenkung in einem inhomogenen Magnetfeld
gemessen werden konnten und dass sie praktisch
nur zwei unterschiedliche Werte annehmen konn-
ten. Abb.[9.33 zeigt schematisch das Experiment
und das gemessene Ergebnis. Ein Elektron be-
sitzt einen internen Drehimpuls, welcher als Spin
bezeichnet wird. Er hat die Grofse

52225,3-10_35Js.

Man kann sich dies in einer ersten Annéherung
als eine rotierende Kugel vorstellen. Allerdings
ist der Drehimpuls fest, d.h. die Rotationsge-
schwindigkeit ist fix.

Eine rotierende, elektrisch geladene Kugel be-
dingt einen Kreisstrom und damit ein magneti-
sches Moment. Dies trifft auch fiir das Elektron
zu: es besitzt ein magnetisches Moment

eh

2me

p=gpus =g

Der Faktor g bezeichnet das Verhéltnis zwi-
schen dem magnetischen Moment aufgrund des
Spins und demjenigen, welches fiir einen klas-
sischen Kreisstrom erwartet wiirde. Dieses wird
mit 15 = 9,3 - 10724 Am? bezeichnet.

Der Spin ist neben der Ladung und der Masse
die dritte fundamentale Eigenschaft eines Elek-
trons (und vieler anderer Elementarteilchen). Er
spielt auch eine wichtige Rolle fiir die Unterschei-
dung zwischen Zusténden, welche in der Natur
vorkommen (erlaubten Zustéanden) und solchen,
welche nicht beobachtet werden. So gilt insbe-
sondere, dass zwei Teilchen mit einem Spin, der
ein ungeradzahliges Vielfaches von h/2 ist (“Fer-
mionen”) sich nie im gleichen Quantenzustand
befinden diirfen. Wenn sich z.B. 2 Elektronen
im gleichen rdumlichen Zustand, z.B. dem Or-
bital eines Atoms befinden, miissen ihre Spins
entgegengesetzt ausgerichtet sein. Fiir vollstan-
dig gefiillte Schalen existiert deshalb zu jedem
Drehimpuls 6_; , §; auch der entgegengesetzte und
der Gesamt-Drehimpuls E, S verschwindet:

L=YlL=0 §=)"s=0.
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Hier bezeichnet E, Z, den Bahndrehimpuls und
S, §; den Spindrehimpuls.

9.3.7 Kernspin

Ahnlich wie Elektronen besitzen auch Atom-
einen Spin. Bei den mit Abstand
haufigsten Atomkernen (sowohl im Univer-
sum, wie auch im menschlichen Koérper), dem
Kern des Wasserstoff-Atoms, betrdgt die Spin-
Quantenzahl sp = 1/2, genau wie beim Elek-
tron. Allerdings ist das Proton rund 1000 mal
schwerer als das Elektron und dementsprechend
ist sein magnetisches Moment 1000 mal schwé-
cher als das des Elektrons.

kerne

Grundzustand AE =¥([ .I I -/\I\N\]\f" A=21cm

Abbildung 9.34: Hyperfein-Wechselwirkung
Wasserstoff-Atom.

im

Analog zur Wechselwirkung zwischen dem Spin
und dem Bahndrehimpuls des Elektrons gibt es
auch eine Wechselwirkung zwischen dem Kern-
spin und dem Elektron. Diese wird als Hyperfein-
Wechselwirkung bezeichnet. Im Wasserstoffatom
hat sie eine Stérke von 6 peV, wie in Abb. [9.34
gezeigt.

Den Kernspin kann man u.a. mit Hilfe der
magnetischen Resonanz, resp. Kernspinreso-
nanz untersuchen. Eine bildgebende Variante
der Kernspinresonanz, die Kernspintomographie
oder MRI (=Magnetic Resonance Imaging) wird
in der Medizin verwendet. Abb. [9.35 zeigt ein
Beispiel eines MRI Bildes.

9.3.8 Schwerere Atome

Atome mit mehreren Elektronen konnen ahnlich
verstanden werden wie das Wasserstofl-Atom.

Abbildung 9.35: Kernspin-Tomographie  bildet

Protonendichte ab.

Sie bestehen aus einem Kern mit Ladung +Ze
und Z Elektronen, jeweils mit Ladung —e. In ei-
ner ersten Ndherung kann man die Wechselwir-
kung der Elektronen untereinander vernachlés-
sigen und die Zusténde fiir die einzelnen Elek-
tronen entsprechend den Zustédnden des Wasser-
stoffatoms schreiben, mit den Quantenzahlen n,
£, m und s. Die wichtigsten Unterschiede zum
Wasserstoffatom sind

e In wasserstoffihnlichen Atomen (Kernla-
dung = +Ze, ein Elektron) ist die Energie
der Zusténde

Bei mehreren Elektronen schirmen diese die
Kernladung teilweise ab.

e Die Orbitale zu einer Hauptquantenzahl
n sind nicht mehr entartet. IThre Energie
nimmt mit zunehmendem Drehimpuls ¢ zu.

Dies kann so interpretiert werden, dass ein Elek-
tron in einem s-Orbital sich ndher beim Kern
befindet und deshalb die vollstandige Kernla-
dungszahl “spiirt” und aufgrund dieser Coulomb-
Energie eine niedrigere Gesamtenergie besitzt,
wéahrend ein Elektron in einem héheren Drehim-
pulszustand nur die effektive Kernladungszahl
der Atomrumpfs (Kern + tiefer liegende Elektro-
nen) “sieht”. Man bezeichnet Zusténde mit Dre-
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himpuls ¢ =0, A, 2k, 3A, ... als s—, p-, d—, f-,
... Orbitale.
n=1 n=2 n=3
S
Abbildung 9.36: Konfiguration ~ von  Mehr-

Elektronen Atomen.

Geméf Pauli-Prinzip kann jeder Zustand ma-
ximal von 2 Elektronen mit entgegengesetz-
tem Spin besetzt sein. Im Grundzustand sind
dementsprechend jeweils die Z/2 energetisch
niedrigsten Orbitale mit 2 Elektronen besetzt.
Daraus ergibt sich die Struktur des Periodensy-
stems. Abb. zeigt einige Beispiele von be-

setzten Orbitalen.
9.3.9 Das Periodensystem

Dmitrij Iwanowitsch

Mendlejew (1834-1907)
ONNTY CHCTEMN JAEMEHTOBY,

OCAOAANNIN Ko TN ATIWAINL BACS B LRROVECHIL CUETI.

Tiwdd Tre 9 teim

Vast No= %¢ Tewmisl

Crasz Me= % Waish

Ma=3s M=10is M-te

Fowst Ruwions beiis

NiwCommt  Plaiots Ovmim

' Comble Agmi0S Hem?00
Be= 90Mg=2 Tamas Comil?

T =iuThens?

Die alteste Darstellung des
Periodensystems

Abbildung 9.37: Dmitri Iwanowitsch Mendele-
jew (1834 - 1907) und seine Dar-
stellung des Periodensystems.

Bei der Betrachtung der Elemente als Funktion
der Kernladungszahl fallen unterschiedliche Re-
gelméfbigkeiten auf. Dmitri Iwanowitsch Mende-
lejew (— Abb. erarbeitete eine Systematik
der chemischen Elemente, die er periodische Ge-
setzméfigkeit nannte.

VIIA
Gruppen (=Spalten) 8A
13 14 15 16 17
A 1A va viaviia He
3A 4A SA 6A TA

]
#

3 5 6 7 8 9 10 112
1B IVB VB VIB VIIB — VI 1B
3B 4B SB 6B 7B

Zeilen)
‘N

=

Perioden (

[

Abbildung 9.38: Aktuelle Darstellung des Peri-
odensystems.

Sie werden deshalb in ein periodisches System
eingeteilt, welches in Abb. dargestellt ist.
Am Beginn der Periode steht jeweils ein Al-
kalimetall (Ausnahme: Wasserstoff), am Ende
ein Edelgas. Die Perioden haben unterschiedli-
che Lénge: Sie betragen 2, 8, 8, 18, 18 und 32.

Die Zahlen entsprechen der Anzahl der Elektro-
nen, welche in einer vollstdndig gefiillten Scha-
le untergebracht werden kann. Es ist jeweils die
Reihenfolge zu beriicksichtigen, in der die Or-
bitale gefiillt werden. Die Periodizitdt schlagt
sich in unterschiedlichen Gréften nieder. So er-
reicht der Atomradius jeweils bei den Alkalime-
tallen ein Maximum. Wenn weitere Elektronen in
die gleiche Schale eingefiillt werden nimmt der
Atomradius unter dem Einfluss der zunehmen-
den (effektiven) Kernladungszahl ab. Das Mini-
mum wird kurz nach der Mitte der Periode er-
reicht, danach nimmt der Atomradius wieder zu.

Die Ionisierungsenergie zeigt ebenfalls ein peri-
odisches Verhalten, wie in Abb. dargestellt.
Hier wird das Maximum bei den Edelgasen er-
reicht: Wenn eine Schale vollsténdig gefiillt ist
wird fiir die Entfernung eines Elektrons eine be-
sonders hohe Energie benotigt. Bei den Alkalia-
tomen hingegen ist die Bindungsenergie des &u-
Rersten Elektrons relativ gering. Jedes Atom be-
sitzt ein charakteristisches Linienspektrum. Aus
den Frequenzen dieses Spektrums kann man die
Energien der elektronischen Zustande berechnen.

424



9 Atome, Molekiile und Festkdrper
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Abbildung 9.39: Abhéngigkeit der Ionisierungs-
energie von der Ordnungszahl.

9.4 Bindungen und Molekiile

9.4.1 Wechselwirkung und
Bindungsenergie

Atome haben die Tendenz, sich zu grofseren
Systemen wie Molekiilen oder Festkérpern zu
verbinden. Diese groferen Systeme bildet sich
“spontan” durch die Wechselwirkung zwischen
den Molekiilen, und die Molekiile selber sind
ebenfalls durch eine Anordnung minimaler Ener-
gie bestimmt. Man kann somit die Struktur be-
stimmen, indem man die Abstandsabhéngigkeit
der Wechselwirkungsenergie betrachtet, wie in
Abb. [9.40 dargestellt. Die Gleichgewichtsstruk-
tur ergibt sich dann durch den Abstand mit der
minimalen Energie.

neutrale
Bestandteile
.Ué Gleichgesichts- ?Etéi';::
] abstand R
c
g
A

,% Abstand
@
v Bindungsenergie

Abbildung 9.40: Definition der Bindungsenergie.

Die Energie, die man benotigt, um ein Molekiil
in Atome zu zerlegen, wird als Bindungsener-
gie bezeichnet.

Bindungsenergien werden meist in der Einheit eV
pro Molekiil oder kJ pro Mol angegeben. Dabei
entspricht 1eV/Molekiil

eV

&V J
Molekiil

= 1,6-107"Y——1
’ Molekiil

Die Energie pro Molekiil kann man auch um-
rechnen in makroskopische Energien, z.B. Ener-
gie pro Mol, indem man sie mit der Avogadro-
Konstante multipliziert:

J 023 Molekiile 96 kJ

1,6-107Y———.6-1 —.
,6-10 Molekiil 6 Mol Mol

Fiir die Berechnung der Energie benttigt man
eine quantenmechanische Beschreibung. Aller-
dings beschreibt man nie ein vollstandiges Mo-
dell des Systems, sondern man geht aus von
der Born-Oppenheimer Naherung. Diese Néahe-
rung behandelt nur die Elektronen rein quan-
tenmechanisch, wahrend die Position der Ker-
ne als klassische Grofsen behandelt werden. Die
Grundlage dafiir ist, dass bei gleichem Impuls
die Kerne sich um mindestens drei Gréfenord-
nungen langsamer bewegen als die Elektronen,
bei schwereren Atomen bis zu 5 Groéfsenordnun-
gen. Auflerdem vernachldssigt man in erster N&-
herung die Wechselwirkung zwischen den Elek-
tronen und behandelt sie als unabhéngige Teil-
chen. Fiir die Wechselwirkung mit den Kernen
ist dann in erster Linie der mittlere Aufenthalts-
ort der Elektronen relevant. Der quantenmecha-
nische Zustand der Elektronen wird bestimmt
durch ein Potenzial, welches durch die Coulomb-
Wechselwirkung mit den Kernen und den iibri-
gen Elektronen gegeben ist.

In dieser Ndherung benotigt die quantenmecha-
nische Beschreibung nur eine Zustandsfunktion
flir die Elektronen, in denen die Positionen der
Kerne als klassische Parameter auftauchen. Um
die Bewegung der Kerne zu diskutieren, kann
man anschliefend die gemittelte Gesamtenergie
fiir unterschiedliche Kern-Konfigurationen be-
rechnen. In diesem Potenzial folgt die Bewegung
der Kerne einem Satz von harmonischen Oszilla-
toren.
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9.4.2 Bindungstypen

Anziehende Wechselwirkungen zwischen Ato-
men, welche zu einer stabilen Anordnung fiihren,
kénnen sich auf qualitativ sehr unterschiedliche
Weise bemerkbar machen. Eine erste Klassifizie-
rung unterscheidet vier Arten von Wechselwir-
kungen, welche in Tabelle [9.1] und Abb. [0.41] zu-

sammengefasst sind..
e kovalente Bindung
e van der Waals Bindung
o Wasserstoftbriicken

e Coulomb-Wechselwirkung

Typ Beispiel | Bindungs- | Konstitu-
energie enten
in
kJ /Mol
kovalent Diamant 710 C
van der CHy 10 CHy
Waals
Wasserstoff-  HoO 50 H>O
briicken
Coulomb NaCl 780 Na™t,Cl™

Tabelle 9.1: Einige Eigenschaften der wichtig-
sten Bindungstypen

Abbildung 9.41: Schematischer Vergleich der
Elektronendichteverteilung bei
kovalenten Bindungen (links)
und van der Waals Bindungen
(rechts).

Grob vereinfacht kann man sich vorstellen, dass
im Fall der van der Waals Bindung die neutralen
Bestandteile (z.B. Argon im Festkérper oder Li-
pidmolekiile in einer Membran) sich gerade be-
rithren und durch schwache Kréfte aneinander

gehalten werden. Im Fall der kovalenten Bindung
existiert ein verstdrkter Uberlapp zwischen den
Elektronen der einzelnen Atome, welcher zu einer
starken, gerichteten Bindung fiihrt. Die kovalen-
te Bindung halt die Atome innerhalb der Mole-
kiile zusammen, die van der Waals Bindung und
die Wasserstoffbriicken wirken zwischen den Mo-
lekiilen und sind verantwortlich fiir die Konden-
sation der Molekiile zu Fliissigkeiten und Fest-
korpern, sowie fiir die Bildung von supramoleku-
laren Strukturen, wie z.B. Zellmembranen oder
molekularen Aggregaten.

Die Coulomb-Wechselwirkung spielt eine wichti-
ge Rolle in wéssrigen Losungen, nicht nur bei ge-
ladenen Molekiilen (Ionen), sondern auch bei der
Wechselwirkung zwischen Teil-Ladungen, d.h.
polarisierten Molekiilen.

9.4.3 Das Wasserstoflmolekiil

Wir betrachten zunéchst nur die Kréfte, welche
bei der Wechselwirkung zwischen zwei Atomen
auftreten. Das einfachste System, bei dem sich
mehrere neutrale Teilchen zu einer bestimmten
Struktur zusammenfinden, ist das Wasserstoff-
molekiil. Mit klassischer Mechanik allein ist es
schwierig einzusehen, wie zwischen zwei neutra-
len Teilchen eine bindende Wechselwirkung zu-
stande kommen soll. Um dies zu verstehen, muss
das System also quantenmechanisch analysiert
werden.

V|

S — <\IJA|\IJB> Ort

Abbildung 9.42: Uberlapp der Atomorbitale im
Ho-Molekiil.

Ausgangspunkt sind zwei Wasserstoffatome A
und B, deren Elektronenhiillen sich zum Teil
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iiberlagern. Die Wellenfunktionen der beiden
Elektronen seien ¥4 und ¥p. Sind die beiden
Atome rdumlich gut getrennt, so kann die Zu-
standsfunktion des Gesamtsystems in guter Néa-
herung als das Produkt W4(1)¥p(2) der beiden
einzelnen Funktionen geschrieben werden; hier
sind die Koordinaten (Ort und Spin) der beiden
Elektronen zu den Indices (1, 2) zusammenge-
fasst. Dies beriicksichtigt nicht das Pauliprinzip,
nach dem der Zustand der beiden Elektronen un-
ter Vertauschung ihrer Koordinaten antisymme-
trisch sein miisste.

Den Hamiltonoperator des Systems sei H.
Er enthélt neben der kinetischen Energie die
Coulomb-Wechselwirkung mit beiden Atomker-
nen. Eine vollstdndige Analyse des molekula-
ren Hamiltonoperators ist sehr aufwandig. Fir
ein qualitatives Verstdndnis geniigt jedoch ei-
ne relativ einfache Beschreibung. Dafiir wird die
Eigenfunktion ¥ des gesamten Hamiltonopera-
tors benétigt, wobei nicht die explizite Darstel-
lung des Hamiltonoperators verwendet wird, son-
dern lediglich die (unbekannten) Matrixelemente
in der Basis der Grundzustands-Eigenfunktionen
der einzelnen Atome.

9.4.4 Elektronenzustande im Molekiil

Als Ansatz fiir die Berechnung der Eigenfunkti-
on ¥ eines einzelnen Elektrons im Molekiil ver-
wendet man eine Linearkombination der beiden
atomaren Zustinde:

U=cpUy+cp¥pg.

Die Eigenfunktionen, welche die moglichen Zu-
stdnde eines Elektrons im Molekiil beschreiben,
sind

Vy+Up
v, = A5

2(1+ 9)

Uy—-v
v, — A B

V21 =8)

d.h. die symmetrische und antisymmetrische Li-
nearkombination der beiden Atomorbitale.

Die Energie £ des symmetrischen Zustandes ist
gegeniiber der Energie Ha4 der Atomorbitale
um einen Betrag abgesenkt, der vom Wechsel-
wirkungsterm H 4p und dem Uberlappintegral S
abhéngt. Die Energie &, des antisymmetrischen
Zustandes liegt dagegen hoher, um einen Betrag
der von den gleichen Parametern abhangt.

Ea

Energie

£a Y &p

Abbildung 9.43: Energie der Orbitale im Ho-
Molekiil.

Die Wechselwirkung zwischen den beiden Ato-
men fiihrt also zu einer Aufspaltung der Ener-
giezustdnde, die ohne Wechselwirkung entartet
sind. Das symmetrische Molekiilorbital ¥y liegt
energetisch unterhalb der Atomorbitale, die anti-
symmetrische Linearkombination W, oberhalb.
Wie im Atom kann jedes dieser Molekiilorbita-
le mit maximal zwei Elektronen mit entgegenge-
setztem Spin besetzt werden. Offensichtlich weist
das neutrale Wasserstoffmolekiil, bei dem das
tiefer liegende Orbital Wy von zwei Elektronen

besetzt wird, die stabilste Konfiguration auf.
Up

Abbildung 9.44: Molekiilorbitale im Ho-Molekiil.

\IJGS

/N

Beim symmetrischen Molekiilorbital ¥y werden
die beiden Atomorbitale mit dem gleichen Vor-
zeichen addiert. Es entsteht deshalb zwischen
den beiden Atomen eine positive Interferenz und
die Elektronendichte steigt in diesem Gebiet. Das
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antibindende Orbital ¥, hingegen weist zwischen
den beiden Kernen eine Knotenebene auf; in
dieser Ebene verschwindet die Elektronendichte.
Treten mehr als 2 Atome in Wechselwirkung, so
ergeben sich weitere Aufspaltungen.

9.4.5 Kovalente Bindung

Quantenzus
nd §

stand

Energie in Ry (13.6 eV)

BB
4o !

‘ Abstand zu lang
Bindungsldnge ‘ %
0, - L 1
o 1 2 .

Kern-Kern Abstand in ao=0.53 A

Abbildung 9.45: Energie der Molekiilorbitale im
Hso-Molekiil als Funktion des
Abstandes.

Das Uberlappintegral und damit die Stirke der
Wechselwirkung nimmt mit abnehmendem Ab-
stand zu. Die Energie des antisymmetrischen Or-
bitals liegt fiir alle Absténde tiber der Energie der
Atomorbitale. Bringt man das Molekiil in diesen
Zustand, so kann das System immer Energie ge-
winnen, indem die beiden Atome sich voneinan-
der entfernen - es fliegt somit auseinander. Man
nennt dieses Orbital deshalb antibindend.

Im Gegensatz dazu liegt die Energie des sym-
metrischen Molekiilorbitals fiir einen grofsen Ab-
standsbereich unterhalb der Energie der freien
Atome. Befindet sich das Atom in diesem Zu-
stand, so miisste Energie aufgebracht werden,
um die Atome voneinander zu trennen; sie blei-
ben deshalb aneinander gebunden. Erst wenn
der Abstand unter den Gleichgewichtswert féllt,
fithrt die Abstofung zwischen den Kernen (und
ev. zwischen den geschlossenen Schalen) zu ei-
ner zusétzlichen abstofienden Wechselwirkung,

so dass die Gesamtenergie wieder ansteigt. Das
Energieminimum entspricht dem Gleichgewichts-
abstand.

Insgesamt kann das System seine Energie ernied-
rigen, wenn jedes der beiden Atome ein Elek-
tron zur Bindung beitragt. Solche Bindungen
werden als kovalente Bindungen bezeichnet. In-
nerhalb von Molekiilen werden die Atome durch
kovalente Bindungen zusammengehalten. Sind es
mehr als 2 Elektronen (z.B. bei gefiillten Schalen,
wie den Edelgasen), so miissen auch antibinden-
de Orbitale belegt werden. Dadurch erhéht sich
die Gesamtenergie und eine Bindung findet nicht
statt.

Kovalente Bindungen sind fiir alle Molekiile die
wichtigste Wechselwirkung. Bei den meisten Mo-
lekiilen arrangieren sich die Atome so, dass sie
ihre Elektronen so teilen, dass jedes Atom lokal
die Konfiguration eines Edelgasatoms annimmt.
Dies bedeutet z.B. beim Kohlenstoff, welcher vier
Elektronen in der dufersten Schale besitzt, dass
er bevorzugt vier einfache Bindungen eingeht
und dadurch auf insgesamt 8 Elektronen kommt.
Sauerstoff benotigt noch 2 Elektronen, Wasser-
stoff eines.

9.4.6 Polare Bindungen

v,
Ort

o  — B
> / *
= !
&

A y

 —
U,
Ort

Abbildung 9.46: Energie und Form der Mole-
kiilorbitale in einem polaren
Molekiil.

Die obige Diskussion ging aus von der Annahme,
dass es sich um zwei identische Atome handelt.
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Kovalente Bindungen koénnen aber auch bei un-
gleichen Partnern entstehen. In diesem Fall sind
auch die Koeffizienten ¢4 und cg der Atomorbi-
tale bei der Kombination zu Molekiilorbitalen

VU, =caVs+cg¥p

(und analog fiir ¥,) nicht mehr vom gleichen
Betrag, wie Abb. zeigt. Das tiefer liegen-
de Orbital ist dominiert durch das energetisch
tiefer liegende Atomorbital. Ist nur das bindende
Orbital besetzt, ist dementsprechend die Elek-
tronendichte ist auf diesem Atom konzentriert.
Beim antibindenden Orbital ist der grofste Teil
der Elektronendichte auf dem energetisch héher
liegenden Atom, wie in Abb. gezeigt.

H

‘

Abbildung 9.47: Ladungsverteilung im Wasser-
molekiil: negative Ladungsdich-
te ist blau, positive griin.

Abb. zeigt als Beispiel die Ladungsvertei-
lung in einem Wassermolekiil. In der O-H Bin-
dung werden die Bindungselektronen néher zum
Sauerstoff verschoben. Dieser erhilt dadurch ei-

ne partiell negative Ladung, die Wasserstoffato-
me eine positive Partialladung.

Abbildung 9.48: Verlauf der Elektronegativitit
im Periodensystem.

Elektronegativitit ist ein relatives Maf fiir die
Kraft, mit der ein Atom ein gemeinsames Elek-

tron an sich bindet und damit ein Maf fiir die
Asymmetrie bei polaren Bindungen. Sie ist fiir
kleine Atome auf der rechten Seite des Perioden-
systems am hochsten (Bsp. : Fluor 3,98), wih-
rend grofe Atome mit nur wenigen Elektronen in
der dufsersten Schale (Bsp.: Cs 0,79) diese leich-
ter abgeben. Je nach Differenz der Elektronegati-
vitdten kann dieser Transfer vollstandig sein (sie-
he auch Kapitel. Dies entspricht dem Fall
der ionischen Bindung. 2 Beispiele :

Wasser : xo — xg = 3,44-2,2 = 1,24
— polare kovalenteBindung
NaCl : x¢1 — XNa = 3,16-0,93 = 2,23

— ionische kovalenteBindung

9.4.7 Van der Waals Bindung

Atome oder Molekiile konnen aber auch eine bin-
dende Wechselwirkung eingehen, bei der keine
Elektronen transferiert werden. Dies geschieht
immer dann, wenn die Bausteine schon gefiillte
Elektronenschalen aufweisen, sodass keine Elek-
tronen zur Verfiigung stehen, welche geteilt wer-
den konnten und dadurch eine Bindung erzeu-
gen konnten. Diese Art der Wechselwirkungen
tritt auch in realen (van der Waals-) Gasen auf
und wird als van der Waals Wechselwirkung,
London-Wechselwirkung oder induzierte Dipol-
Dipol Wechselwirkung bezeichnet. Sie kann so
verstanden werden, dass die beiden Atome ge-
genseitig Dipole induzieren, welche sich anzie-
hen. Allerdings handelt es sich nicht um statische
Dipole. In einem klassischen Bild (das notwendi-
gerweise unvollstandig ist) miissten die Atome
oszillierende Dipolmomente besitzen. Wenn die-
se in Phase oszillieren, stellt sich insgesamt eine
anziehende Wechselwirkung ein.

Um zu verstehen, wie die van der Waals Wechsel-
wirkung zustande kommt, kann man das einfa-
che elektrostatische Modell betrachten, welches
in Abb. dargestellt ist. Zwei Atome beste-
hen aus jeweils einem Kern und einer Elektronen-
hiille, die sich gegeniiber dem Kern verschieben
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‘R’

T T2

Abbildung 9.49: Schwingung benachbarter Ato-
me.

kann. Die elektrostatische Anziehung zwischen
Kern und FElektronenhiille stellt eine riicktrei-
bende Kraft dar, welche zu einer oszillatorischen
Bewegung fiihrt. Die Schwingungsfrequenz ent-
spricht einer optischen Resonanz mit Frequenz
wg. Der Abstand zwischen den beiden Atomen
sei R und die Auslenkungen der Elektronenhiil-
le aus der Ruhelage seien z; und zs. In guter
Naherung konnen die Positionen der Kerne als
konstant betrachtet werden.

9.4.8 Wechselwirkung

Die anziehende Wechselwirkung zwischen den
beiden Systemen entsteht, wenn man zusétzlich
die Coulomb-Wechselwirkungen zwischen Kern
und Elektronenhiille des ersten Systems mit den
Komponenten des zweiten Systems beriicksich-
tigt. Diese betragt

¢ 1+ 1 1 1
dreg |R R—x214+29 R—21 R4z

Hier ist die Ladung des Kerns +q und diejenige
der Elektronenhiille —q. Die beiden ersten (po-
sitiven) Terme stellen die Abstofung zwischen
den Kernen und zwischen den Elektronen dar,
die beiden negativen Terme die Anziehung zwi-
schen der Elektronenhiille des einen Atoms und
dem Kern des andern Atoms. Offenbar sind alle
vier Terme von der Grokenordnung

q2

dregR’

Dadurch koppeln die Schwingungen der beiden
Atome (— Kap. [5.6.1).

Die beiden Eigenmoden haben die Frequenzen

C q>
=4/— 1 —=.
v \/m < 27T€0R3C>

Mit Hilfe der Taylor-Reihe

2

\/1ix:1ig—%+...

erhalten wir fiir * = ¢?/(2reoR3C) in zweiter
Ordnung die Néherung

W Wy

1+ 1q72 1 q72 i
22megR3C 8 \ 2meg R3C

R—

O |

1. Ordnung 2.0rdnung

Energie

Aufspaltung Verschiebung

€

Abbildung 9.50: Energieverschiebung durch die
Kopplung.

Offenbar sind die Frequenzen der beiden Eigen-
moden leicht verschoben. Die Verschiebung er-
ster Ordnung ist fiir die beiden Frequenzen ent-
gegengesetzt, die Verschiebung zweiter Ordnung
ist fiir beide zu kleineren Frequenzen.

9.4.9 Das Lennard-Jones Potenzial

Die bindende Wechselwirkung kommt dadurch
zustande, dass der Zustand niedrigster Energie,
also der Schwingungs-Grundzustand, nicht die
Energie 0 besitzt, sondern hw/2 (pro Freiheits-
grad). Die Energie des Gesamtsystems ist somit

LY A
8 \ 2megR3C
Diese ist etwas geringer als die Grundzustands-

energie hwy der beiden getrennten Atome, zwar
um den Beitrag zweiter Ordnung

1 q° 2 A
s (—L ) =2
08 <27T€0R3C) RS

h
5(“’3 + Wa) = hwo

AU = — (9.4)
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Da diese Energie mit abnehmendem Abstand im
Betrag zunimmt, stellt dies einen bindenden Bei-
trag zur gesamten Energie des Systems dar. Die
anziehende Wechselwirkung ist indirekt propor-
tional zur sechsten Potenz des Abstandes. Da
es sich um eine Anderung der Nullpunktener-
gie handelt, sollte dieser induzierte Dipol nicht
als schwingender Dipol verstanden werden. Of-
fensichtlich verschwindet die Wechselwirkung im
statischen Grenzfall (wg — 0), wie auch im klas-
sischen Grenzfall (h — 0).

Die Wechselwirkung ergibt mit abnehmen-
dem Abstand eine immer stidrkere Bindung o<
R5. Es existieren jedoch auch abstofende Kraf-
te, welche bei geringen Abstdnden dominieren.
Ein wichtiger Beitrag kommt dazu, wenn sich die
Elektronendichteverteilungen zweier Atome mit
gefiillten Elektronenschalen iiberlappen: dann
muss auf Grund des Pauli-Prinzips eines der bei-
den Elektronenpaare in ein hoher gelegenes Or-
bital ausweichen. Weil dafiir eine hohe Energie
aufgebracht werden muss, entspricht dies einer
starken abstoffenden Wechselwirkung. Empirisch
hat man fiir Edelgase ein Potenzial gefunden, das
etwa mit R~'2 von der Distanz R abhingt. Das
gesamte Potenzial fiir die Wechselwirkung zwi-
schen zwei Atomen mit gefiillten Orbitalen kann
damit geschrieben werden als

o = ()" - ()]

Dieses Potenzial ist als Lennard-Jones Potenzial
bekannt. Die genaue Form sollte nicht als Natur-
gesetz betrachtet werden. Sie bildet jedoch die
folgenden wichtigen Punkte ab:

(9.5)

e Bei grofsen Abstédnden ist die Energie pro-
portional to R~6.

e Bei kurzen Distanzen ist das Potenzial stark
abstoliend.

e Der Parameter o bestimmt die Distanz, bei
der das Potenzial zwischen anziehend und
abstofsend wechselt, wahrend e die Stérke
der Wechselwirkung skaliert. Beide Parame-
ter konnen in der Gasphase gemessen wer-
den.

T
1,0 1,2 1,4 1,6

18 R/o

Abbildung 9.51: Abstandsabhéngigkeit der
Energien im Lennard-Jones
Potenzial. R ist der Abstand
zwischen den beiden Atomker-
nen.

Dieses Potenzial beschreibt qualitativ korrekt die
Wechselwirkung zwischen Edelgas-Atomen und
apolaren Molekiilen. Typische Bindungsenergi-
en liegen im Bereich 0,01 .. 0.1 eV und typische
Gleichgewichtsabstinde bei ~ 4 A. Damit sind
sie deutlich schwécher als z.B. die kovalente Bin-
dung. Die van der Waals Wechselwirkung spielt
jedoch eine wichtige Rolle bei der Kondensati-
on von Molekiilen zu Fliissigkeiten oder Festkor-
pern, oder auch als anziehende Wechselwirkung
zwischen biologischen Molekiilen.

9.4.10 Metallische und ionische
Bindung

In Metallen sind die Valenzelektronen weitge-
hend delokalisiert und kénnen sich frei durch den
gesamten Kristall bewegen. Typische Metalle zei-
gen deshalb eine hohe elektrische Leitfahigkeit.
Die Bindung kann im Wesentlichen so verstan-
den werden, dass die Delokalisierung der Elektro-
nen ihre kinetische Energie erniedrigt. Die Bin-
dung ist, im Gegensatz zur kovalenten Bindung,
nicht gerichtet, so dass die Metalle héufig in dich-
tester Kugelpackung kristallisieren.

Die metallische Bindung ist schwécher als die ko-
valente oder ionische Bindung. Alkalimetalle ha-
ben deshalb einen relativ niedrigen Schmelz- und
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Abbildung 9.52: Schematische Darstellung von
Atomriimpfen und Valenzelek-
tronen fiir unterschiedliche Bin-
dungstypen. Die Zahlen bezie-
hen sich auf Ar, KCI, K und
Diamant.

Siedepunkt, da hier lediglich die metallische Bin-
dung eine Rolle spielt. Bei den Ubergangsmetal-
len hingegen tragen auch die nur teilweise gefiill-
ten d-Orbitale zur Bindung bei. Deren Beitrag
ist eher kovalenter Natur und ergibt deshalb eine
sehr viel starkere Bindung und dementsprechend
hohere Schmelzpunkte.

Die hier diskutierte Klassifizierung von Bin-
dungstypen ist hilfreich. Wirkliche Materialien
lassen sich aber selten exakt einer dieser Kate-
gorien zuordnen. Stattdessen tragen im allgemei-
nen unterschiedliche Bindungsarten bei, wie das
Beispiel der Ubergangsmetalle zeigt: hier spie-
len kovalente wie auch metallische Bindung eine
Rolle.

Auch zwischen kovalenter und ionischer Bindung
findet man alle Ubergangsformen. So kann man
bei bindren Verbindungen einen kontinuierlichen
Ubergang von kovalenter zu ionischer Bindung
beobachten (siche Abb. [9.53). Der relevante Pa-
rameter ist die Differenz der Elektronegativité-
ten der beiden Partner. Elemente wie z.B. Si, Ge
sind naturgeméfs nicht ionisch gebunden, aber
Alkalihalogenide sind praktisch ideale ionische
Verbindungen. Als Beispiel ist RbF 96% ionisch.

100

% ionischer Charakter

A (Elektronegativitat)

Abbildung 9.53: Elektronegativitdt und ioni-

scher Charakter.

9.4.11 Wasserstoffbriicken

Wasserstoffatome gehen in bestimmten Verbin-
dungen eine besondere Art von Bindungen ein.
Mit seinem einzelnen Elektron kann es nicht nur
mit einem Partner eine kovalente Bindung einge-
hen. Statt dessen geht es eine sehr stark polare
Bindung ein, bei der das Elektron grofitenteils
an den stérker elektronegativen Partner (F, O
oder N) abgegeben wird, wiahrend das verblei-
bende Proton sich gleichzeitig an ein weiteres
Atom bindet, welches ein freies Elektronenpaar

aufweist.
‘ Ort /

Abbildung 9.54: Typische Form des Potenzials
fir ein Wasserstoffatom in einer
Wasserstoffbriicke.

-
Potenzial

Diese Art der Bindung wird als Wasserstoff-
briicke bezeichnet. Wasserstoffkerne (=Proto-
nen) konnen solche Bindungen leichter eingehen
als andere Kerne, da ihr geringes Gewicht sie be-
weglicher macht und da sie keine Rumpfelektro-
nen besitzen. Wie in Abb. [9.54 gezeigt, existie-
ren hiufig zwei Potenzialminima fiir den Wasser-
stoffkern.
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k‘ H-Briicken i
»‘\ 5\

kovalent

Abbildung 9.55: Wasserstoftbriicken in Eis.

H-Briicken sind sehr wichtig fiir die besondere
Struktur von Eis oder die hohe Verdampfungs-
warme von Wasser. Die Wasserstoftbriicken fiih-
ren dazu, dass ein Sauerstoff tetraedrisch von
vier Wasserstoffatomen umgeben ist, wobei zwei
der Bindungen lang sind (=H-Briicken), zwei
kurz (=kovalent). Die Wasserstoffatome befinden
sich in einem (meist asymmetrischen) Doppel-
minimumpotenzial und kénnen leicht von einem
zum anderen Sauerstoff wechseln. Wasserstoff-
briicken werden dann gebildet, wenn der Wasser-
stoff an einen Sauerstoff oder einen Stickstoff ge-
bunden ist und sich ein weiteres Sauerstoff oder
Stickstoffatom mit einem freien Elektronenpaar
in der Nahe befindet.

9.4.12 Bedeutung von H-Briicken

Die Wasserstoftbriicken sind fiir die hohen
Schmelz- und Siedepunkte von Wasser verant-
wortlich: Bei einem Molekulargewicht von 18 sie-
det Wasser bei +100°C. Als Vergleich kann man
Neon betrachten, welches ein Atomgewicht von
20 aufweist und bei —246°C verdampft.

Wasserstoffbriicken spielen auch in der Biolo-
gie eine grofse Rolle. So werden z.B. die beiden
Strange des DNS-Molekiils durch Wasserstoff-
briicken zusammengehalten. Wie in Abb.
gezeigt, kann das Basenpaar Guanin/Cytosin 3
Wasserstoffbriicken bilden, das Basenpaar Ade-
nin/Thymin nur zwei. Dies ist ein wesentlicher
Grund fiir die Ausbildung der Paare. Auch bei
der Proteinfaltung spielen Wasserstoffbriicken ei-
ne wichtige Rolle.

Wasserstoffbriicken sind stark orientiert: die Bin-

Cytosin on
AWT

Guanin
- - e |

Abbildung 9.56: Wasserstoffbriicken in DNA

Molekiilen.

dungsenergie ist maximal wenn die drei betei-
ligten Atome (z.B. N-H-O) auf einer Linie sind,
d.h. wenn der Bindungswinkel beim Wasserstoff
~ 180° betréagt. Dies ist wichtig fiir die Wechsel-
wirkung von Molekiilen, z.B. zwischen Substrat
und Enzym oder zwischen Antigen und Antikor-
per, welche nach den “Schliissel-Schloss” Prinzip
funktioniert, wie in Abb. gezeigt.
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Abbildung 9.57: Gerichtete H-Briicken in der
molekularen Erkennung.

9.5 Kristalline Festkorper

9.5.1 Symmetrie

In kristallinen Festkorpern werden Atome nicht
nur durch kovalente Wechselwirkungen zusam-
mengehalten, sondern auch durch ionische oder
metallene Bindungen. Der wichtigste Unter-
schied zu Molekiilen liegt jedoch darin, dass die
Struktur eines Kristalls nicht nur durch die Paar-
Wechselwirkung bestimmt wird, sondern durch
die Minimierung der Gesamtenergie des Systems.
Wir miissen deshalb nicht nur einzelne Paare be-
trachten, sondern das Gesamtsystem. Zum Gliick
findet man, dass sich die Eigenschaften des Git-
ters in vielen Féllen auf die Paarwechselwirkun-
gen zuriickfiihren lassen.
tetraedrische

= E; Umgebung aus As

As bevorzugt
tetraedrische
Umgebung aus Ga ( (

Abbildung 9.58: Translationssymmetrie als Fol-
ge von lokalen Wechselwirkun-
gen.

Ga bevorzugt

Viele Festkorper besitzen im Zustand niedrigster
Energie eine Translationssymmetrie: verschiebt

man alle Bestandteile um bestimmte Vektoren
(die sogenannten Gittervektoren), so wird je-
des Atom auf ein identisches Atom abgebildet.
Wie in Abb. gezeigh, kann man dies als
Konsequenz der lokalen Wechselwirkungen jedes
Atoms betrachten. Aus der Translationssymme-
trie ergeben sich wichtige Eigenschaften und ihre
Beriicksichtigung erleichtert die theoretische Be-
handlung sehr stark.

Die  Zerlegung der Energie in  Paar-
Wechselwirkungen ist bei Van der Waals
und Jonischen Kristakllen am einfachsten. Diese
werden deshalb hier explizit diskutiert. Bei
Metallen kann man die Gitterenergie nicht in
Paarwechselwirkungen zerlegen. Sie werden
deshalb nicht hier diskutiert, sondern in Kapitel
[9.6] Ebenfalls nicht diskutiert werden hier kova-
lent gebundene Kristalle. Deren Gitterenergie ist
vom Betrag her vergleichbar mit derjenigen von
ionischen Kristallen. Wahrend die ionischen Kri-
stalle moglichst dicht gepackt sind, findet man
bei kovalenten Kristallen offenere Strukturen,
damit die ausgeprdgte Richtungsabhingigkeit
der kovalenten Bindung befriedigt werden kann.

9.5.2 Van der Waals

Fiir Festkorper, bei denen die Van der Waals
Wechselwirkung dominiert, erhdlt man die Git-
terenergie, indem man iiber alle Paarwechselwir-
kungen U;; summiert:

Utot = Z Uij.
0,j<i
Die Stdarke der Wechselwirkung ist laut Glei-

chung (9.5)

o 12 o\6
o =[G )]
=1 (5)" - (5
Die eiden Terme fallen mit der sechsten, re-
spektive zwdlften Potenz des Abstandes ab, so-

dass hauptséchlich die Wechselwirkung zwischen
nachsten Nachbarn eine Rolle spielt.

Abbildung 9.59 zeigt als Beispiel eine sogenann-
te kubisch flichenzentrierte (fcc)Struktur. Hier
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Abbildung 9.59: Néchste Nachbarn im fcc Git-
ter.

bilden die Atome ein kubisches Gitter, wobei
sich zusétzlich im Zentrum jeder Wiirfelfldche
ein weiteres Atom befindet. Damit besitzt jedes
Atom 12 nichste Nachbarn im Abstand a/v/2
(4 in jeder der drei rot markierten Ebenen von
Abb. [9.59). Von der Stelle (0,0,0) aus sind dies
die Positionen (+1/2,4+1/2,0), (£1/2,0,£1/2),
(0,£1/2,41/2). In der zweiten Schale mit Ab-
stand a befinden sich 6 Nachbarn an den Posi-
tionen (+1,0,0) , (0,+1,0), (0,0,+1).

Fiir die Berechnung der Gitterenergie schreiben
wir fiir R;; = p;ja, so dass p;; den Abstand in
Einheiten des Abstandes R zwischen néchsten
Nachbarn darstellt. Fiir die nidchsten Nachbarn
ist damit die anziehende Wechselwirkungsener-
gie oc 12/R® und fiir die zweitniichsten Nach-
barn o 6/(v2R)% = 6/(8R)°®. Eine Summierung
iiber alle Paarwechselwirkungen ergibt fiir diese
Struktur

1

J

1 1
2w

j Pis

1 12+6+24+12+8
- RS 8 27 16 216
L4 6
343 ' 512
1

Analog erhélt man

1 1
1]

J

Bei der abstofsenden Wechselwirkung spielen so-
mit praktisch nur die nédchsten Nachbarn eine
Rolle, wahrend bei der anziehenden Wechselwir-
kung auch etwas entferntere Schalen eine Rolle
spielen. Die Gesamtenergie wird damit

1
5 > Uij(Rij)
i

— 92Ne [12, 13 (%)m 14,45 (;)6] :

wobeil N die Anzahl der Gitteratome darstellt.

UR) =

9.5.3 Gleichgewichtsabstand

1
25

Gitterenergie / 2N e

Abbildung 9.60: Gitterenergie als Funktion des
Abstandes.

Die Gitterenergie verhélt sich als Funktion des
Abstandes zwischen néchsten Nachbarn qualita-
tiv identisch zur Paar-Wechselwirkung (— Abb.
. Allerdings sind die Achsen durch die Git-
tersumme umskaliert und das Minimum leicht
verschoben worden.

Den Gleichgewichtsabstand Ry erhélt man aus
der Minimierung der Gitterenergie beziiglich des
Abstandes:

au

ar|, ~°

Ry
12 6

o o
= —2Ne [12 -12, 13@ -6 14’45ﬁ

Somit muss der Ausdruck in eckigen Klammern
verschwinden:

145,560° = 86,7 RS.
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Dies entspricht einem Gleichgewichtsabstand
Ry =1,090. Da sich der Parameter o aus Mes-
sungen in der Gasphase bestimmen ldsst, kann
diese Vorhersage experimentell {iberpriift wer-
den. Tatséchlich liegen die Gitterkonstanten fiir
alle Edelgase im Bereich zwischen 1.09 ¢ und
1.14 o.

Indem man diesen Gleichgewichtsabstand in das
Potenzial einsetzt, erhélt man die Bindungsener-
gie U = —8,6 Ne. Die Energieskala ¢ kann man
wiederum aus Messdaten der Gasphase entneh-
men, aber auch aus Messungen am Festkorper,
z.B. iiber die Kompressibilitat

1oV

- Vop’
Dabei dndert sich die Energie bei einer Volumen-
anderung um

dU = —pdV.

Daraus folgt

op _ 00U

oV — oV?2
und

1 0*U

s Vv

Bei dieser Rechnung ist die Nullpunktenergie der
Bewegung der Atome noch nicht berticksichtigt,
welche insbesondere bei den leichten Atomen ei-
ne signifikante Reduktion der Bindungsenergie
von bis zu 28% ergeben.

9.5.4 Ionische Bindung

Im Falle der ionischen Bindung gehen wir aus
von der Paarwechselwirkung
. 1 qiq;
U = \e Piil/py = T
K 4 €0 pin
Der erste Term ist positiv und wirkt somit absto-
Kend, wihrend der zweite Term je nach Vorzei-
chen der Ladungen positive und negative Beitra-
ge enthélt. Da der Abstoflungsterm exponentiell

mit der Distanz abfillt, kann er fiir alle Paa-
re aufser den nédchsten Nachbarn vernachlassigt
werden. Dieser Teil der Gittersumme wird damit
fiir das i-te Ion

U, = z)\e_R/p,

wobeil z die Zahl der nachsten Nachbarn be-
schreibt.

Beim Coulomb Term schreiben wir die Summe
als

1 «e?
dreg R’

Uc =

wobei die Madelung-Konstantd|

oyl

i Dij

eine Summe iiber alle Atome des Gitters dar-
stellt. ¢; ; sind jetzt die Ladungen in Einheiten
der Elementarladung. Die Summe héangt nur von
den relativen Koordinaten p;; ab und kann des-
halb fiir einen bestimmten Gittertyp berechnet
werden, unabhéingig davon, durch welche Ato-
me dieses Gitter gebildet wird. Unterschiedliche
Substanzen, welche im gleichen Gittertyp kri-
stallisieren, besitzen somit die gleiche Madelung-
Konstante. Die Unterschiede in der Gitterenergie
sind (in dieser Naherung) lediglich auf die unter-
schiedlichen Absténde R zuriickzufiihren.

Die Gitterkonstante a, resp. der Abstand R wird
bestimmt durch die Minimierung der Energie be-
zliglich R. Der Gleichgewichtsabstand Ry ist be-
stimmt durch

1 €2

oU e~ Folp
prm— p— A _—
0 ¥ a47reo R%

OR |, p

oder
zMregR3eFo/P = pae?.

Diese Gleichung kann man nach dem Gleichge-
wichtsabstand Ry auflosen. Wir konnen daraus

®Nach Erwin Madelung (1881 - 1972).
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auch den exponentiellen Term aus der Absto-
Rungsenergie ausrechnen:
\e Ro/p pac’ UL
zAe =—>5=—-Uo—.
z/\47reoR(2) CRO

Damit erhalten wir auch die Gesamtenergie:

Nae? 1 N
47T€0R0 R()

Utot - - )

Die Energie ist somit proportional zur

Madelung-Konstante «, und diese muss po-
sitiv sein, damit das Gitter stabil ist.

9.5.5 Berechnung der
Madelung-Konstanten

@ 9 9 9 @ 9

a=R

Abbildung 9.61: Berechnung der Madelung-
Konstanten fiir einen eindimen-
sionalen Kristall.

Im eindimensionalen Fall kann die Madelung-
Konstante relativ einfach berechnet werden. Wir
summieren iiber eine alternierende Kette mit
konstantem Abstand und erhalten

11 1
— ol s =),
a=201-5+3-7-)

Fiir die Berechnung der Summe kann man die
Reihenentwicklung

2?2 2% 2

n(l+a)=c— o+ 2 2 4
n(l+z)=x 2+3 4+

verwenden und erhéalt

a=2In2

In drei Dimensionen ist die analytische Berech-
nung der Summe im Allgemeinen sehr schwierig.

Wir betrachten als Beispiel zunachst das Natri-
umchlorid (Kochsalz), dessen Struktur in Abb.
9.62 dargestellt ist. Wir konnen entweder ein

Abbildung 9.62: Struktur von Kochsalz.

Schale  +p;; # Nachbarn X 5
Pij
1 +1 6 6
2 -2 12 -2.49
3 +43 8 2.13
4 -2 6 -0.87
5 +45 24 9.87
6 -4/6 24 0.07
7 -8 12 -4.17
8 +3 30 5.83

Abbildung 9.63: Beitrige der Schalen zur Made-
lung-Konstanten.

Na™ oder ein Cl™-Ion als Referenz benutzen und
withlen Na™. Jedes Na™ Ion ist von 6 C1~ Ionen
in oktaedrischer Anordnung umgeben, wobei der
Abstand die Hélfte der Gitterkonstante betragt.

Die erste Schale steuert somit einen Beitrag 6
zur Madelung-Konstante bei. Die zweitnédchsten
Nachbarn sind wieder Na™ Ionen: 12 sitzen im
V/2-fachen Abstand. Bis zu dieser Koordinati-
onshiille gerechnet ist die Madelung-Konstante
deshalb 6-12/ V2 =~ —2,49. Die nichsten beiden
Hiillen bestehen aus 8 C1~ Ionen im Abstand v/3
und 6 Na Jonen im Abstand 2. Die Konvergenz
ist offenbar sehr langsam.

Eine etwas bessere Konvergenz erhéalt man durch
Aufsummieren iiber die Beitrdge von entgegen-
gesetzten Ionenpaaren. Auch hier muss man je-
doch iiber viele Tausend lonenpaare summieren,
bis die Schwankungen gering werden. Generell
sind die Abweichungen bei der Berechnung von
Energien endlicher Kristalle physikalisch leicht
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1.7476

1.75

20000
# lonenpaare

Abbildung 9.64: Konvergenz bei der Berechnung
der Madelung-Konstanten.

interpretierbar: sie entsprechen der Energie von
Oberflachenladungen.

Diese Technik kann man verfeinern und anstelle
von lonenpaaren andere neutrale Einheiten auf-
summieren, welche die Oberflichenladungen ver-
kleinern. Der Vorteil bei der Verwendung von
neutralen Einheiten liegt darin, dass deren Po-
tenzial eine kiirzere Reichweite hat, so dass die
Konvergenz schneller ist. Eine weitere Methode
ist diejenige von Ewald, bei der man kurzreich-
weitige Beitrage im direkten Raum aufsummiert,
langreichweitige im reziproken Raum. Dort er-
scheinen langreichweitige, d.h. langsam variie-
rende Beitrdge, in der Néhe des Ursprungs, so
dass die Integrationsgrenzen eng gesetzt werden
koénnen.

Fiir unterschiedliche Gittertypen erhalt man die
Werte

| Kristall | NaCl | ZnS | CsCl | CaF, |
| 1,7476 | 1,6381 | 1,7627 | 5,0388 |

|«

9.6 Metalle

Metalle zeichnen sich dadurch aus, dass Elektro-
nen in diesen Materialien eine sehr hohe Beweg-
lichkeit besitzen. Sie sind somit nicht an einzelne
Atomriimpfe gebunden. Dies kann man mit Hilfe
der Quantenmechanik verstehen. Ein erstes Mo-
dell ist jedoch etwas alter als die Quantenmecha-
nik.

9.6.1 Das klassische Drude-Modell

Die klassische Theorie entstand drei Jahre nach
der Entdeckung des Elektrons durch J.J. Thom-
son (1897). Im 19. Jh. hatte die kinetische Gas-
theorie eine befriedigende Erklarung fiir viele be-
kannte Effekte im Bereich der Thermodynamik
geliefert. Dies mag ein Motiv gewesen sein da-
fiir, dass Drude || die Elektronen in einem Me-
tall als Gas modellierte |4, [5]. Seine Annahme
war, dass die dufsersten Elektronen jedes Atoms
sich im Metall praktisch frei bewegen kénnen.
Zu diesen Leitungselektronen tragen die Atome,
welche das Gitter bilden normalerweise ein oder
zwei Elektronen bei. Diese Elektronen sind im
gesamten Kristall frei beweglich, wobei die posi-
tiv geladenen Atomriimpfe ein Potenzial bilden.

Valenzelektronen:
- ballistische Bewegung

- kurze StoBe Atomriimpfe:

- klein
- statisch

O @ O o

Q\QQ d 0\0
- 2
@ @ @ 9 9

Abbildung 9.65: Das Drude-Modell des freien
Elektronengases.

Nach Drude verhalten sich diese Elektronen dhn-
lich wie ungeladene Teilchen in einem klassischen

Gas:
e Die Atomriimpfe sind klein und statisch.

e Die Elektronen sollen eine freie Weglinge
zwischen Stofsen haben, welche vielen Git-
terkonstanten entspricht.

e Zwischen den Stofen ist die Bewegung frei,
d.h. unabhéngig von den anderen Elektro-
nen (unabhéngige Elektronen) und von den
Atomriimpfen (freie Elektronen). Sind &u-
Lere Felder vorhanden, so beeinflussen diese
die Bewegung wie in der Mechanik disku-
tiert.

"Paul Karl Ludwig Drude (1863 — 1906)
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e Stoke finden im Drude-Modell vor allem
mit den lonenriimpfen statt; Stofe zwi-
schen Elektronen sind sehr selten. Die Stofse
werden als kurz angenommen und die Ge-
schwindigkeit der Elektronen nach dem Stofs
ist unabhéngig von der Geschwindigkeit vor
dem Stofs, sondern wird durch die Tempera-
tur des Kristalls bestimmt.

Mit Hilfe dieses einfachen klassischen Modells
konnen unterschiedliche Aspekte der Phdnome-
nologie von Metallen erkldart werden. Beispiele
dafiir sind die Herleitung der qualitativen Aspek-
te des Ohm’schen Gesetzes, oder die Beziehung
zwischen elektrischer und thermischer Leitféhig-
keit. Wir diskutieren diese Resultate jedoch nicht
im Rahmen des klassischen Modells, sondern erst

nach der Einfiihrung des quantenmechanischen
Modells.

Element Z n(102/cm3 r(A)
Li(78K) 1 470 1.72
Na(5K) 1  2.65 2.08
KGK) 1 140 2.57
Be 2 247 0.99
Mg 2 861 1.41
Al 3181 1.1

Ga 3 154 1.16

Abbildung 9.66: Dichte ndes Elektronengases

fir verschiedene Elemente.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Elek-
tronengas eines Metalls und einem echten Gas ist
die Dichte: Im Vergleich zu einem echten Gas ist
die Dichte des Elektronengases um rund einen
Faktor 1000 grofser: Pro Leitungselektron steht
lediglich ein Volumen zur Verfiigung das etwa
einem Atomvolumen entspricht. Fiir ein Atom
mit Radius 2 A erhélt man ein Volumen von
ca. 3-1072m3, entsprechend einer Teilchendichte
von 3 - 102®m™3. Dies ist eine typische Groken-
ordnung (ca. 1 — 20 - 10%¥m=3).

Die positiv geladenen Atomriimpfe sind relativ
klein und fiillen lediglich einen kleinen Teil des
Raumes. Bei Natrium umfasst das Volumen der
Atomriimpfe rund 15 % des gesamten Festkor-
pervolumens; bei Edelmetallen wie Ag, Au steigt
der Anteil. Sie sind aber sehr viel schwerer als

die Elektronen und bleiben unbeweglich auf ih-
ren Platzen.

Behandelt man das Elektronengas rein klassisch,
gelangt man aber an Grenzen, ab denen ein wirk-
liches Verstandnis nur mit Hilfe der Quantenme-
chanik erreicht werden kann. Zu den qualitati-
ven Unterschieden zwischen den Voraussagen der
klassischen und der quantenmechanischen Theo-
rie gehort die Berechnung der Stofse, die ein Elek-
tron bei der Durchquerung des Kristalls erleidet.
Im klassischen Bild wiirde man eine grofe An-
zahl Stofe mit den Gitteratomen erwarten. Ex-
perimentell findet man, dass die Distanz, iiber
die sich die Elektronen frei bewegen koénnen, von
der Qualitdt des Kristalls abhéngt, sowie von
der Temperatur. Wihrend in gewohnlichen Me-
tallen bei Raumtemperatur (z.B. Kupferdrihte)
die Elektronen nach wenigen Gitterperioden ge-
streut werden und sich deshalb insgesamt diffu-
sionsartig bewegen, kann bei tiefen Temperatu-
ren und guten Kristallen die mittlere freie Weg-
lange grofer als die Kristalldimension werden.
Aus experimentellen Daten ist bekannt, dass die
freie Weglédnge bis zu einem Zentimeter betra-
gen kann. In diesem Fall bewegt sich somit das
Elektron ohne Streuung durch rund 10% atomare
Lagen; offenbar breiten sie sich dann ballistisch
aus, also ohne Streuung im Kristall.

Weitere experimentelle Befunde, die mit dem
Drude-Modell nicht erklart werden konnten, wa-
ren die Temperaturabhéangigkeit der elektrischen
und thermischen Leitfdhigkeit. Aufferdem sollten
in einem idealen Gas die Elektronen einen Bei-
trag 3/2 RT zur spezifischen Warme liefern; der
experimentell beobachtete Beitrag ist um rund 2
Grofsenordnungen kleiner.

Ein besonders wichtiger Punkt ist eine Aussa-
ge dariiber, welche Festkérper metallischen Cha-
rakter haben (hohe elektrische Leitfdhigkeit) und
welche Halbleiter oder Isolatoren sind. Ein klas-
sisches Modell, welches (teilweise) erklaren kann,
welche Elemente metallischen Charakter haben,
wurde 1927 durch Herzfeld vorgeschlage Ein
wirkliches Verstandnis ist jedoch nur im Rahmen

8Phys. Rev. 29, 701-705
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einer quantenmechanischen Behandlung mog-
lich.

9.6.2 Das Sommerfeld-Modell

Die wichtigsten Beschrinkungen des Drude Mo-
dells kénnen dadurch iiberwunden werden, dass
man die Elektronen als quantenmechanische
Teilchen, d.h. als Teilchen mit Wellencharak-
ter behandelt. Ein entsprechendes Modell wur-
de 1928 von Sommerfeld vorgeschlagen, kurz
nach der Entdeckung des Pauli-Prinzips. Da-
mit gelang es, die wichtigsten Inkonsistenzen des
Drude-Modells aufzulésen.

Ein Festkorper umfasst rund 10%° miteinander
wechselwirkende Teilchen. Natiirlich ist die exak-
te Behandlung eines solchen Systems nicht mog-
lich. Wir miissen deshalb zuné&chst einige dra-
stische Vereinfachungen durchfiihren: wir lassen
Wechselwirkungen zwischen den Elektronen wie
auch von Kernen zu Elektronen vorlaufig voll-
stindig weg und betrachten zunéchst nur freie
und unabhéangige Elektronen. Ihre Zustande sind
somit auch nur Einelektronen-Zustande, die wir
auch als Orbitale bezeichnen.

Vakuum Vakuum

Metall

Energie E

Ort x

Abbildung 9.67: Potenzial fir FElektronen im
Sommerfeld-Modell. Die be-
setzten Zustande sind blau mar-
kiert.

Damit brauchen wir lediglich freie Elektronen in
einem (unendlich ausgedehnten) Kristall zu be-
trachten. Die Rander des Kristalls sind Potenzi-
alwénde. Als Eigenzustdnde solcher freier Elek-
tronen kann man ebene Wellen verwenden (—
Kap. [8.4.2 und [9.6.3); diese sind allerdings im
gesamten Raum nicht normierbar. Man kann zu
normierbaren Funktionen gelangen, indem man

periodische Randbedingungen einfiihrt. Die ent-
sprechende Periode, welche groft gegen die Git-
terkonstante sein sollte, kann anschliefsend gegen
Unendlich gefiihrt werden.

Die Atomriimpfe bilden ein Hintergrundpotenzi-
al. Sie bestehen aus den Kernen plus den stark
gebundenen Elektronen in den gefiillten Schal-
ten. Je nach Metall sind diese Riimpfe relativ
klein und weit voneinander entfernt, oder sie be-
rithren sich und bilden teilweise kovalente Bin-
dungen.

Das Sommerfeld’sche Modell der freien Elektro-
nen passt am besten auf die Alkalimetalle. Hier
entsprechen die Atomriimpfe den abgeschlosse-
nen Schalen mit Edelgaskonfiguration, das eine
Valenzelektron im s-Orbital ist das freie Elek-
tron, welches ein Leitungsband mit s-Charakter
bildet.

Abbildung 9.68: Aufbau des Planeten Jupiter.

Wasserstoff, das leichteste und haufigste Ele-
ment des Universums, gehort zur gleichen Grup-
pe des Periodensystems wie die Alkaliatome. Ge-
méaf theoretischen Vorhersagen sollte es bei ho-
hen Driicken metallisch werden. Versuche, im La-
bor Wasserstoff in die metallische Form zu brin-
gen, haben jedoch bisher keine eindeutigen Re-
sultate geliefert. Theoretische Vorhersagen gehen
davon aus, dass dafiir Driicke im Bereich von 500
GPa (5-10% atm) notwendig sind. Solche Driicke
im Labor zu erzeugen ist schwierig. Es gibt je-
doch Hinweise, dass auf dem Jupiter, welcher zu
einem wesentlichen Teil aus Wasserstoff besteht,
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der Druck auf Grund der Schwerkraft hoch genug
ist, um metallischen Wasserstoff zu erzeugen.

9.6.3 Das Teilchen im Potenzialtopf

Um die quantenmechanischen Zustandsfunktio-
nen der Elektronen im Kristall zu bestimmen,
rekapitulieren wir zunéchst das Problem eines
Teilchens in einem eindimensionalen Potenzial-
topf. Man fiihrt zunichst Randbedingungen ein,
welche in erster Linie dazu dienen, die Zustinde
zu normieren und die Zustandsdichte zu berech-
nen.

\
% A=2L/3
A=L
A=2L
X
7
Abbildung 9.69: Eindimensionaler Potential-
topf.

Das Potenzial verschwindet auf der Strecke [0, L]
und ist unendlich hoch aufierhalb. Der Hamilton-

operator dieses Systems beinhaltet im Bereich
[0, L] lediglich die kinetische Energie

P2 12 g2
2m dx?’
Die Eigenfunktionen dieses Operators sind die
ebenen Wellen
U, = eik
oder

WU, =a sinkx + b coskzr

und die Eigenwerte sind

ﬁ2k‘2 2
G =t _ P
2m 2m
Der Hamiltonoperator ist nur giiltig fiir 0 < z <

L.

Wir beriicksichtigen das Potenzial iiber die
Randbedingung und verlangen, dass ¥(0) =
U(L) = 0. Damit erhalten wir als Losungen

T
U, = Asi ( f)
sin mTL

und

Wenn sich mehrere Elektronen in diesem Po-
tenzial befinden und wir deren -elektrostati-
sche Wechselwirkung zunéchst vernachléssigen,
so kann geméfs dem Ausschlieflungsprinzip von
Pauli jeder dieser Zustdnde mit zwei Elektro-
nen mit entgegen gesetztem Spin besetzt wer-
den. Das Gesamtsystem ist demnach im Grund-
zustand wenn die niedrigsten N/2 Zustdnde mit
jeweils 2 Elektronen besetzt sind.

9.6.4 Drei Raumdimensionen

In dreidimensionalen Kristallen entspricht der
Potenzialtopf der Randbedingung, dass die Elek-
tronen sich innerhalb des Kristalls befinden miis-
sen. Wir beriicksichtigen dies wiederum iiber pe-
riodische Randbedingungen

U(z,y,2) V(z+ L,y z)=VY(x,y+L,z2)

\P('r) y7 z + L)?
wobei L groft gegeniiber einer Einheitszelle sein
soll.

Im dreidimensionalen Raum lautet der Hamil-
tonoperator fiir ein freies Elektron

n [ d? d? d?
H:‘m<dxz+dyz+dz2>-

Elektronen in einem Potenzialtopf mit Kanten-
lange L haben dann die Zusténde

) 27 . 27 . 27
v, = Asin <Lnxac> sin (Lnyy> sin (anz>
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und Energien

h2 k2 h? 9 9 9
En = G =gy (Rethy ED)
n2 /2or\2

Der Impuls der Elektronen ist somit

T
p= h | M (9.7)
ny

Da wir uns hier in einem endlichen Bereich (mit
Volumen L?) befinden, sind diese Zustéinde nor-
mierbar und die moglichen Werte des Impul-
ses diskret. Die Energie steigt proportional zum
Quadrat des Impulses.

9.6.5 Fermi-Energie

Wir untersuchen nun die Frage, welche dieser Zu-
stéande besetzt sind.

EA
Zustinde leer
. . . . Er Fe"“',
Energie
1 2n/L N Zustiinde
. . . . besetzt
. . . .
k

Abbildung 9.70: Links: Zustédnde im k-Raum;
rechts: Besetzung der Zusténde
bei T'= 0.

Da wir periodische Randbedingungen angenom-
men haben, ist der Impulsraum diskret, mit Ein-
heitszellen der Seitenlédnge 27/L. Das Volumen
pro Zustand betrigt somit im k-Raum (27/L)3.

Am absoluten Nullpunkt der Temperatur beset-
zen N Elektronen die N/2 energetisch niedrig-
sten Zustidnde. Da die Energie (im Rahmen die-
ses Modells) nur vom Betrag des Impulses ab-
héngt, bilden diese Zustédnde im Impulsraum ei-
ne Kugel mit Radius kr und Volumen k%47/3.
Die Anzahl der Zustidnde in dieser Kugel, d.h.
die Zahl der besetzten Zustiande, muss der Zahl

der Elektronen entsprechen. Da Elektronen einen
Spin % besitzen, unterliegen sie der Fermi-Dirac
Statistik und jeder rdumliche Zustand kann ma-
ximal von 2 Elektronen mit entgegengesetztem
Spin besetzt sein. Die Zahl der Zusténde inner-
halb der Fermikugel erhélt man, indem ihr Volu-
men durch das Volumen pro Zustand dividiert.
Die Zahl N der Elektronen ist dann das doppel-
te:

4
Tk VEL

G

N =

(9.8)
Bei N Elektronen muss damit der Radius der
Kugel

3 37['2N
V

kp =

sein. Die entsprechende Energie betrigt

K2 /372NN 3
EF—gm( v>

(9.9)

und wird als Fermi-Energie bezeichnet. Die
Fermi-Energie ist somit die Energie der Elek-
tronen im hochsten besetzten Einelektronenzu-
stand. In der Fermi Energie tritt die Anzahl
Elektronen und das Volumen nicht mehr unab-
héngig auf, sondern sie hingt lediglich von der
Dichte N/V der Elektronen ab. Damit muss die
Fermienergie mit der Dichte der Elektronen zu-

nehmen.
i Elektronenzahl- Fermi- Fermi-
WE ;’tiltg dichte Energie Temperatur
[em™3] [eV] K

Li 1 4,70 - 1022 4,72 54800
Rb 1 1,15 - 1022 1,85 21500
Cu 1 8,45 - 1022 7,00 81200
Au 1 5,90 - 1022 5,51 63900
Be 2 24,20 - 1022 14,14 164100
Zn 2 13,10 - 1022 9,39 109000
Al 3 18,06 - 1022 11,63 134900
Pb 4 13,20 - 1022 9,37 108700

Abbildung 9.71: Beispiele von Fermi-Energien.

Abb. [9.71 zeigt, dass die experimentellen Werte
dies bestétigen. Typische Grofenordnungen fiir
die Elektronenzahldichte liegen bei 102 m~3, fiir
die Fermienergie bei 10 eV.
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Héaufig parametrisiert man die Fermi-Energie
auch iiber die Temperatur:

kpTr = Ep.

Typische Werte fiir die Fermi-Temperatur liegen
bei 10° K, also bei Temperaturen weit oberhalb
des Schmelzpunktes. Somit ist T" < TF immer
eine sehr gute Naherung.

Wenn wir den Impuls der Elektronen in eine Ge-
schwindigkeit umrechnen, erhalten wir fiir die
Geschwindigkeit der Elektronen an der Fermi-

Oberflache

hkp h 3/3m2N
Vp = —— = — .
m m %4

Typische Werte liegen im Bereich von 10 m/s,
also bei 0.003 c. Allerdings sollte man dies nicht
mit einem entsprechend schnellen Massentrans-
port assoziieren.

Insgesamt ist die kinetische Energie der Lei-
tungselektronen deutlich niedriger, als die ent-
sprechende kinetische Energie in einem isolierten
Atom. Diese Absenkung der kinetischen Energie
ist im Wesentlichen fiir die metallische Bindung
verantwortlich.

9.6.6 Die Fermi-Dirac Verteilung

Die Fermi-Energie bezeichnet die hochste Ener-
gie eines besetzten Zustandes im Grundzustand
des Systems, also bei der Temperatur T = 0 K.
Bei endlicher Temperatur dndert sich die Beset-
zungswahrscheinlichkeit. Sie ist gegeben durch
die Fermi-Dirac Statistik, welche flir Fermionen
gilt, also fiir Teilchen, welche dem Pauli-Prinzip
unterliegen. Sie kann geschrieben werden als

1

Niz) =
18 = et 51

Hier ist g; die Energie des Zustandes und

_ U
=N

das chemische Potenzial, also die Energiedinde-
rung, welche durch Hinzufiigen eines Elektrons

zustande kommt. Unter den hier relevanten Be-
dingungen kann es gleich der Fermi-Energie ge-
setzt werden. Der Term +1 im Nenner stellt si-
cher, dass die Funktion nicht grofser als 1 wird,
dass also kein Zustand mehr als einmal besetzt
werden kann. Die Bose-Einstein Statistik, wel-
che die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir Boso-
nen beschreibt, unterscheidet sich durch ein Mi-
nus an dieser Stelle. In diesem Fall kann die Be-
setzungswahrscheinlichkeit sehr groft werden. Bei
tiefen Temperaturen kondensieren Bosonen des-
halb alle in den Grundzustand. Solche Phdnome-
ne sind fiir kollektive Quantenphénomene ver-
antwortlich, wie z.B. Supraleitung, Suprafluidi-
tat oder Bose-Einstein Kondensation.

Da die Fermi-Temperatur sehr viel hoher ist als
die Raumtemperatur und fiir niedrige Tempera-
turen p = kpTF, gilt meistens T < pkp. Wir
betrachten die folgenden Grenzfille:

a) Niedrige Energie, ¢;, — 0 : Die Exponential-
funktion geht gegen null und fZN — 1.

b) Hohe Energie, ¢; > u: Die Exponentialfunkti-
on wird grofs gegen 1 und fiN — e~ (Ei=m)/ksT T
diesem Bereich néhert sich die Fermi-Dirac Ver-
teilung der Boltzmann-Verteilung an und fallt
exponentiell gegen Null ab.

—_
o

Besetzungswahrscheinlichkeit f;

0,0 T T T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0

Energie 51’/#

Abbildung 9.72: Fermi-Dirac  Besetzungswahr-
scheinlichkeit bei verschiedenen
Temperaturen.

Bei der Temperatur 0 K beschreibt die Fermi-
Dirac Verteilung einen abrupten Ubergang von
1 nach 0 an der Fermikante: Zustédnde unter-
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halb der Fermienergie sind vollstdndig besetzt,
Zustdnde oberhalb sind leer. Bei hoheren Tem-
peraturen wird Population aus der Nahe der Fer-
mikante in energetisch hohere Zustdnde verscho-
ben, wie in Abb. [9.72 gezeigt. Die Breite dieses
Ubergangsbereiches ist von der Grokenordnung
kpT. Das Zentrum des Ubergang wird durch das
chemische Potenzial p bestimmt, welches am ab-
soluten Nullpunkt der Fermienergie entspricht.

9.6.7 Leitfahigkeit

Die Fahigkeit, elektrischen Strom zu leiten, ge-
hort zu den charakteristischen Eigenschaften der
Metalle. Sowohl die klassische Drude-Theorie
wie auch die quantenmechanische Theorie bie-
ten einen Ansatz fiir die Erklarung dieses Pha-
nomens. Wir diskutieren hier einen halbklassi-
sche Beschreibung, d.h. wir verwenden klassische
Bewegungsgleichungen, berticksichtigen aber die
Fermi-Dirac Verteilung.

Elektrischer Strom wird durch die freien Elek-
tronen getragen. Deren Reaktion auf das ange-
legte elektrische Feld bestimmt deshalb die Be-
ziehung zwischen Strom und Spannung, welche
im Rahmen dieser Theorie mit dem Ohm’schen
Gesetz ilibereinstimmt. Die meisten freien Elek-
tronen bewegen sich mit einer relativ hohen Ge-
schwindigkeit; die Fermigeschwindigkeit liegt bei
rund 10° m/s. Da die Verteilung der Geschwin-
digkeiten ohne ein &ufseres Feld isotrop ist, bewe-
gen sich gleich viele Elektronen in eine Richtung
wie in die entgegengesetzte Richtung. Netto fin-
det deshalb kein Ladungstransport statt.

Perfekte Metalle konnen prinzipiell Strom leiten
auch wenn kein elektrisches Feld anliegt. Rea-
le Metalle weisen jedoch immer einen endlichen
Widerstand auf — mit Ausnahme der Supralei-
ter, welche nicht als normale Metalle beschrieben
werden kdnnen.

Werden dufiere Felder an ein Metall angelegt, so
bewirken diese auf die Elektronen eine zusétzli-
che Kraft
, i dk 4
F=m =% = _¢E.

=h— = 1
dt dt (9.10)

Das Resultat ist somit eine lineare Zunahme des
Impulses:

k(t) — k(0) = —eEt/h.

Diese Beschleunigung hélt an bis die Elektronen
einen Stof ausfithren. Bei einem Stofs wird ki-
netische Energie vom Elektron auf das Gitter
iibertragen. Im Rahmen dieses Modells wird da-
bei angenommen, dass die Geschwindigkeit des
Elektrons thermalisiert wird, d.h. sie kehrt zur
Fermi-Dirac Verteilung zuriick. Wenn die Ther-
malisierung im Mittel eine Zeit 7 beansprucht,
erreichen die Elektronen im Mittel einen Impuls,
der sich um

—

ok = ——~
h

vom thermischen Gleichgewicht unterscheidet.
Die Fermikugel im k-Raum wird somit um diesen
Betrag gegeniiber dem Ursprung verschoben.

Fermikugel bei E>0
// f

Fermikugel bei E=0

Abbildung 9.73: Verschiebung der Fermikugel
im elektrischen Feld.

Da die Geschwindigkeit der Elektronen direkt
proportional zum k-Vektor ist,
. hk eET
V= — = — N
m m

kénnen wir daraus die Stromdichte berechnen:
j=n(—e)7 = ne*rE/m.

Hier stellt n die Anzahl Leitungselektronen pro
Volumeneinheit dar. Der Strom ist somit propor-
tional zur Feldstdrke, wie im Ohm’schen Gesetz.
Die Proportionalitdtskonstante ist die spezifische
elektrische Leitfahigkeit
9T 1

g = ne E, [U]:ﬁ

(9.11)
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9.7 Bander

9.7.1 Probleme des Modells freier
Elektronen

Im Modell der freien Elektronen werden Wech-
selwirkungen zwischen Valenzelektronen und
Atomrimpfen vollstdndig vernachlassigt. Dies
ist auch in den meisten Fallen eine gute Na&-
herung. Sie hat allerdings auch ihre Grenzen.
Die wichtigsten Diskrepanzen zwischen der N&-
herung der freien Elektronen und der experimen-
tellen Wirklichkeit sind:

/
Metalle
| Cu
1922 K, Na
E | Halbmetalle
o As
% 1020 — gp
% —
5 Graphit
1018 —
= Bi
z .
£ 1016 Halbleiter
=
2 _
-
104 —
| Ge (rein)

Abbildung 9.74: Grofenordnung der Ladungs-
tragerdichten.

e Elektrische Leitfdhigkeit. Ganz grob kann
man die Vielfalt von Materialien beziiglich ihrer
Leitfahigkeit in drei Klassen unterteilen: Metal-
le, Halbleiter und Isolatoren. Bei Isolatoren ist
die elektrische Leitfahigkeit sehr klein, der spe-
zifische Widerstand betragt typischerweise mehr
als 10'2 Qm. Die unterschiedliche Leitfihigkeit
verschiedener Materialien kann direkt auf die
Ladungstréigerdichte zuriickgefiihrt werden. Die-
se variiert zwischen Isolatoren und Metallen um
mehr als 10 Grofenordnungen. Das Modell der
freien Elektronen sagt voraus, dass die Zustands-
dichte mit der Wurzel aus der Energie zunimmt,

dAN(E)  V2Vm?/?
& = Ve

Dies gibt keinen Hinweis darauf, dass die Zahl
freier Elektronen in einem Material 10 Grofen-
ordnungen hoher liegt, als in einem anderen. Die
gesamte Zahl der Elektronen variiert jedoch um
hochstens 1-2 Groflenordnungen. Dies bedeutet,
dass nur ein kleiner Teil der Elektronen (die frei-
en Elektronen) zur Leitfahigkeit beitragen. Wes-
halb nur ein Teil der Elektronen frei ist, andere
aber gebunden, wird erst durch das Bandermo-
dell erklért.

e Me,
zn Qe
£
E
\'\a\‘o\e“e‘

Temperatur

Abbildung 9.75: Temperaturabhéngigkeit  der
Leitfahigkeit von Metallen und
Halbleitern.

Die Materialien unterscheiden sich nicht nur be-
ziiglich der absoluten Leitfahigkeitswerte, son-
dern auch beziiglich ihrer Temperaturabhéangig-
keit. Halbleiter verhalten sich am absoluten Null-
punkt wie Isolatoren, doch ihre Leitfahigkeit
nimmt mit steigender Temperatur zu. Bei Metal-
len ist die Leitfahigkeit bei allen Temperaturen
hoch, nimmt aber mit steigender Temperatur ab.
Offenbar ist die Sommerfeld’sche Theorie nur auf
Metalle anwendbar.

N

log (Magnetfeld)

Hall-Widerstand

Abbildung 9.76: Magnetfeldabhingigkeit des
Hall-Widerstandes in Alumini-
um.
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e Hall-Widerstand: Geméaft dem Modell der
freien Elektronen sollte der Hall-Koeffizient
Ry = —1/ne sein, unabhéingig von Tempera-
tur, Magnetfeld etc. In vielen Metallen findet
man jedoch Abweichungen, welche von Tempe-
ratur und Magnetfeldstirke abhéngen. Teilweise
unterscheiden sich berechnete und experimentel-
le Werte um Faktoren im Bereich 1-10.

e Anisotropie: Die elektrische Leitfahigkeit ist
in einigen Metallen von der Richtung abhingig.
Dies ist im Rahmen des Modell freier Elektronen
nicht erklarbar, da dort keine bevorzugten Rich-
tungen existieren: Die Fermikugel ist isotrop.

9.7.2 Das periodische Potenzial

Alle diese Unterschiede konnen letztlich auf die
Wechselwirkung der Elektronen mit dem periodi-
schen Potenzial U (7) erklért werden, welches die
Atomriimpfe (Kerne plus stark gebundene Elek-
tronen) erzeugen. Diese bricht die vollstéandige
Translationssymmetrie, so dass der Impuls der
Elektronen keine Erhaltungsgréfse mehr ist.

Wie iiblich beschrinken wir uns auf ideale Kri-
stalle. Hier ist das effektive Potenzial periodisch,

UF+T) =U(7),

wenn T ein Vektor des Gitters ist: Eine Verschie-
bung um einen Gittervektor &ndert das Potenzial
nicht.

Wir diskutieren den Effekt dieses Potenzials in
storungstheoretischer Naherung und machen die
iiblichen idealisierenden Annahmen (keine Kri-
stallfehler, Fremdatome etc.). Wir verwenden
weiterhin die Naherung, dass die Elektronen un-
abhéngig voneinander betrachtet werden kon-
nen, d.h. wir berechnen nur Zustandsfunktionen
und Energien fiir einzelne Elektronen. Die Wech-
selwirkung mit den tbrigen Elektronen erfolgt
nur iiber ein effektives Potenzial.

Die Beriicksichtigung des periodischen Potenzi-
als stellt eine Interpolation zwischen zwei Grenz-
fallen dar: Das eine Extrem ist das System frei-
er Elektronen. Hier ist der Hamiltonoperator ei-

kinetische Energie
dominiert

potenzielle Energie
dominiert

\ \/\/\
freie Elektronen /\ /\ /\ ﬁ
H p2 lokalisierte
“2m quasi-freie Elektronen Elektronen

Abbildung 9.77: Freie, gestorte und lokalisierte
Elektronen.

ne Funktion des Impulsoperators und die Ei-
genfunktionen des Hamiltonoperators dement-
sprechend die Eigenfunktionen des Impulsopera-
tors. Das andere Extrem ist dasjenige isolierter
Atome. Hier dominiert die potenzielle Energie
iiber die kinetische und die Eigenfunktionen des
Hamiltonoperators sind deshalb lokalisiert. Ein
wirklicher Kristall befindet sich zwischen diesen
beiden Extremen: Die kinetische Energie fordert
die Delokalisierung, die potenzielle Energie der
Atomriimpfe eine Lokalisierung. Da die beiden
Operatoren fiir Potenzial (d.h. der Ortsopera-
tor) und kinetische Energie (d.h. Impulsopera-
tor) nicht miteinander vertauschen, [H;,, V] #
0, sind die Eigenfunktionen weder durch diejeni-
gen des freien Elektrons, noch durch diejenigen
der vollstandig gebundenen Elektronen gegeben.

Die wirkliche Situation liegt also zwischen die-
sen beiden Extremen. Man néhert sich dieser Si-
tuation entweder vom Modell der freien Elek-
tronen, was in diesem Kapitel geschehen soll,
oder von der Seite der lokalisierten Elektronen,
was z.B. bei der “starken Lokalisierung” gemacht
wird, also bei Systemen mit relativ stark gebun-
denen Elektronen. Geht man von dieser Seite
aus, so kann man die Zusténde des Bandes durch
Linearkombination aus Atomorbitalen erzeugen
(LCAO-Methode), &hnlich wie in Kap. ?? fur
Molekiilorbitale diskutiert.
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9.7.3 Eigenfunktionen im periodischen
Potenzial

Unter Beriicksichtigung des periodischen Po-
tenzials sind die Eigenfunktionen nicht mehr
die harmonischen ebenen Wellen. Die allgemei-
ne Form, welche diese besitzen, wird durch ein
Theorem von Felix Bloch bestimmt: Die Zu-
standsfunktion W () kann als Produkt

() = ug (P

geschrieben werden, wobei uz(7) die gleiche Pe-
riodizitat hat wie das Potenzial,
up(F+T) = uz(F),

und T einen Gittervektor darstellt. Diese wird
mit einer ebenen Welle ¢ multipliziert.

W (7) = up(Fe™”
)

Rele™*]

*

u, lx)

Rely, (x)]

Abbildung 9.78: Blochfunktion und ihre Be-
standteile. Die blauen Kugeln
sind Atomrimpfe.

Abb. [9.78 zeigt ein Beispiel einer Blochfunktion:
oben die ebene Welle, in der Mitte die periodi-
sche Funktion, und unten das Produkt.

Die Funktion uz(7), welche die ebene Welle mo-
duliert, stellt die Korrektur gegeniiber den freien
Elektronen dar, wo diese Funktion als konstant
angenommen wurde. Sie stellt die Losung einer
Schrédingergleichung fiir eine primitive Einheits-
zelle dar. Wie bei Atomen existiert eine unend-
liche Reihe solcher Losungen, welche mit einem

Index bezeichnet werden kann, der in der Folge
ein elektronisches Band kennzeichnen wird. Der
Wellenvektor k kann immer so gewahlt werden,
dass die Wellenldnge A grofer ist als zwei Gitter-
konstanten, A > 2a. Eine dquivalente Formulie-
rung des Bloch’schen Theorems ist

V(7 +T) = e* 1w (),

d.h. bei einer Translation um einen Gittervektor
andert sich der Zustand nur um einen Faktor mit
Betrag eins.

9.7.4 Zonenrand

Eine Naherungslosung fiir den Fall eines endli-
chen Potenzials lasst sich finden, wenn das Po-
tenzial U klein ist im Vergleich zur kinetischen
Energie des Elektrons an der Zonengrenze, d.h.
beik = G /2. Hier ist G ein Vektor des reziproken
Gitters. Ein Wellenvektor k = G /2 entspricht ei-
ner Wellenlénge, die doppelt so groft ist wie die
entsprechende Gitterperiode.

Die Energie eines freien Elektrons ist

ﬁ2 k‘Q
Ak = gt
Dann lautet die Bedingung fiir die Giltigkeit der
folgenden Rechnung U < Ag. In dieser Néaherung
kann man zeigen, dass das periodische Potenzial
nur Zustidnde aneinander koppelt, deren Wellen-
vektor sich um einen Vektor des reziproken Git-
ters unterscheiden und die gleiche Energie haben.
Dies ist z.B. der Fall fiir Zustdnde mit den Wel-
lenvektoren k = +G /2 an der Zonengrenze. An
der Zonengrenze gilt A\ = A\p_g = A und

A=&)?=U%

Die Energien der Zustédnde unter Beriicksichti-
gung der Kopplung sind dann

2.2
f—rtU="" 4y
2m
Sie sind also um 2U aufgespalten.

Weiter von der Zonengrenze entfernt ndhern sich
die Energien quadratisch mit dem Abstand den
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(2

4
Liicke
=2U

V\
Band

n/a k

Abbildung 9.79: Bandaufspaltung an der Zonen-
grenze.

ungestorten Zustdnden an. In der Nahe der Zo-
nengrenze kann man die Naherung

2 (0k)*

2
1+ —
2m < U)

E(x) =&(+) +
benutzen, mit
1
0k =k — §G

fiir die Differenz zwischen dem Wellenvektor und
der Zonengrenze. &; stellt die Energie an der Zo-
nengrenze dar. Bei k=+G /2 erreicht die Ener-
gie ein Maximum (respektive Minimum). Somit
ist die Gruppengeschwindigkeit vy = dw/dk = 0:
die Elektronen werden am periodischen Gitter
reflektiert und bilden stehende Wellen.

9.7.5 Bandstruktur

D(E)

Abbildung 9.80: Dispersion und Zustandsdichte

fur freie Elektronen.

Im Modell freier Elektronen hatten wir gesehen,
dass die Zustandsdichte mit der Wurzel aus der

Energie zunimmt. Dies ist im periodischen Po-
tenzial offenbar nicht mehr der Fall.

E

Bandliicke

D(E)

Abbildung 9.81: Dispersion und Zustandsdichte
fiir Elektronen in Béndern.

An der Zonengrenze werden die beiden Bénder
aufgespalten, es entsteht ein Bereich der Ener-
gieachse, welcher keine Zustdnde enthéalt. Man
spricht von einer Energieliicke oder Bandliicke
(engl. band gap). Im einfachsten Fall enthalt je-
des der beiden Bander 2N Zusténde, wobei N
die Anzahl Einheitszellen darstellt und der Fak-
tor 2 von der Spin-Entartung herriihrt.

E
n=2
_ 2N Zustande
n=1
0 mi/a k

Abbildung 9.82: In einem Band finden maximal
2N Elektronen Platz.

Falls pro Einheitszelle ein Atom jeweils ein Elek-
tron in dieses Band abgibt, so ist es genau halb
gefiillt (n = 1 in Abb. [0.82). In diesem Bereich
ist die Ndherung freier Elektronen recht gut, weil
die FermiOberflache relativ weit vom Zonenrand
entfernt ist.

Umfasst die Einheitszelle ein zweiwertiges oder
zwei einwertige Atome, d.h. stehen pro Einheits-
zelle 2 freie Elektronen zur Verfiigung, so ist das
erste Band genau gefiillt. Die Fermi-Energie fallt
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dann gerade in eine Energieliicke. In einem sol-
chen Fall gilt die Theorie der Leitfahigkeit, wel-
che fiir die freien Elektronen diskutiert wurde,
nicht mehr. Dort hatten wir gesehen, dass das ex-
terne Feld zu einer Anderung des Elektronenim-
pulses fiithrt. Dies ist aber nur moglich wenn ent-
sprechende unbesetzte Impulszustéinde zur Ver-
fligung stehen. In der Energieliicke ist dies nicht
moglich. Ein vollstdndig besetztes Band liefert
deshalb keinen Beitrag zur Leitfahigkeit - weder
zur elektrischen noch zur thermischen.

Energie
1

Zustande
sind voll

D Zustande
sind leer
Erf-- gl T e

Metall Isolator Halbleiter Halbmetall

Abbildung 9.83: Bandliicke und Besetzung fiir
Metall, Isolator, Halbleiter und
Halbmetall.

Daraus folgt die qualitative Unterscheidung der
Materialien in Metalle und Isolatoren: Bei Me-
tallen ist die Fermioberfliche etwa in der Mitte
des Bandes, d.h. die untere Hélfte des Bandes
ist vollstandig besetzt, die obere Halfte ist leer.
Die Elektronen in der Néhe der Fermioberflache
sind in diesem Fall weit von der Zonengrenzen
entfernt und spiiren deshalb den Einfluss des pe-
riodischen Potenzials kaum. Ein elektrisches Feld
kann damit relativ ungestort die Fermikugel ver-
schieben und es fliefst ein Strom.

Anders die Situation bei einem Isolator: Hier ist
die Fermioberfliche zwischen zwei Béandern. Die
Elektronen spiiren deshalb das periodische Po-
tenzial maximal, sie werden aufgrund der Bragg
Bedingung daran reflektiert. Das Modell freier
Elektronen ist hier nicht anwendbar. Dies kann
man auch so verstehen, dass in der N&he der
Fermioberfliache keine Impulszusténde verfiighar
sind, so dass dufere Felder den Impuls der Elek-
tronen nicht verdndern kénnen und somit kein
Strom fliefen kann.

9.8 Halbleiter

9.8.1 Grundlagen

Bei Halbleitern und Isolatoren befindet sich die
Fermienergie in der Mitte zwischen zwei Béan-
dern. Halbleiter unterscheiden sich von Isola-
toren dadurch, dass der Abstand zwischen den
Béandern relativ klein ist, so dass freie Ladungs-
trager einerseits durch thermische Anregung, an-
dererseits durch Verunreinigungen in der Nihe
der Bandkante erzeugt werden koénnen. Daraus
folgt, dass ein Isolator oder ein Halbleiter, also
Materialien bei denen die Fermienergie in eine
Bandliicke féllt, immer eine gerade Anzahl Elek-
tronen in der primitiven Elementarzelle haben
muss. Dies ist aber keine hinreichende Bedin-
gung, da unterschiedliche Bénder nicht immer
durch eine Energieliicke voneinander getrennt
sind.

Leitungsband

Thermische
Anregung

Valenzband

Abbildung 9.84: Thermische Anregung iiber die
Bandliicke.

Halbleiter sind Kristalle mit einer Bandliicke,
d.h. ein Band ist vollstéandig gefillt und das
néchsthohere ist leer. Das untere Band wird als
Valenzband bezeichnet, das obere als Leitungs-
band. Am absoluten Nullpunkt sind Halbleiter
deshalb Isolatoren, d.h. sie leiten keinen Strom.
Wir beschreiben die Halbleiter im Folgenden mit
Hilfe des Modells quasi-freier Elektronen, also
Einelektronenzustdnden, welche in unterschiedli-
che Béander aufgespalten sind (— Kap. . Die-
se sind durch Bandliicken getrennt.

Wie bereits diskutiert, miissen Halbleiter (wie
Isolatoren) immer eine gerade Anzahl Elektronen
pro Elementarzelle besitzen. Diese Bedingung ist
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Abbildung 9.85: Struktur von GaAs.

z.B. bei den Elementen der vierten Gruppe (C,
Si, Ge, ...) erfiillt. Diese sind typische Beispiele
fiir elementare Halbleiter. Ebenso ist die Bedin-
gung erfiillt fiir Verbindungen, welche zu gleichen
Teilen aus Elementen der Gruppen III und V
des Periodensystems bestehen, wie GaAs, AlAs,
GaN, oder InP. Das gleiche gilt fiir Verbindun-
gen der Gruppen II und VI wie ZnS, CdTe. Die
Bindung in diesen Materialien hat einen stark
kovalenten Charakter.

Abbildung 9.86: Tetrazen als organischer Halb-
leiter.

Auch organische Materialien kénnen Halbleite-
reigenschaften aufweisen. Abb. zeigt als
ein Beispiel Tetrazen. Diese Materialien werden
erst seit wenigen Jahren untersucht, haben aber
schon eine erhebliche Bedeutung, z.B. in der
Form von organischen Leuchtdioden (OLEDs),
welche fiir Bildschirme oder Beleuchtungen ver-
wendet werden. Gegeniiber den klassischen Fliis-
sigkristallbildschirmen bieten sie héheren Kon-
trast und geringeren Stromverbrauch.

9.8.2 Ladungstrager-Statistik

Halbleiter haben die gleiche Bandstruktur wie
Isolatoren. Da die Bandliicke aber nur eine endli-

che Breite hat, konnen bei endlichen Temperatu-
ren einzelne Elektronen aus dem Valenzband ins
Leitungsband angeregt werden. Dabei entstehen
bewegliche Ladungstrager, und zwar sowohl im
Leitungsband, wo die Elektronen sich bewegen
konnen, wie auch im Valenzband, wo Zusténde
frei werden, so dass benachbarte Elektronen un-
ter dem Einfluss eines elektrischen Feldes ihren
Impuls &ndern kénnen.

Die Anzahl der Elektronen, welche durch ther-
mische Anregung ins Leitungsband gelangen, ist
gegeben durch die Zustandsdichte D(e) und die
Besetzungswahrscheinlichkeit f(e):

N, = /0  de D) f(2)

o0 1
— /0 de D(e)—e(a_ﬂ)/kBT 1

Ist die thermische Energie klein im Vergleich
mit der Bandliicke, kT < & — u, sind prak-
tisch nur Zusténde im Bereich des Leitungsband-
Minimums besetzt und die Gesamtzahl der La-
dungstrager wird proportional zum Boltzmann-
faktor e~€9/268T  wobei &£, die Bandliicke dar-
stellt und wir angenommen haben, dass das Fer-
miniveau in der Mitte der Bandliicke liegt. Eine
etwas genauere Rechnung beriicksichtig die Ab-
hangigkeit der Zustandsdichte von der Energie
und ergibt einen zusitzlichen Faktor T5/2,

Nc x T3/2€—5g/2k‘BT‘

Die Dichte der Ladungstrager nimmt deshalb
mit zunehmender Temperatur exponentiell zu.
Je kleiner die Bandliicke, desto rascher die Zu-
nahme. Bei Germanium ist die Bandliicke kleiner
als bei Silizium, deshalb ist die Zunahme rascher
und die Leitfdhigkeit bei Raumtemperatur um
rund drei Gréfenordnungen hoher als bei Silizi-
um. Betragt die Bandliicke z.B. 4 €V so ist die
Anregungswahrscheinlichkeit 1073°, d.h. prak-
tisch null. Fiir eine Bandliicke von 0.25 €V hinge-
gen betrigt der Boltzmannfaktor bei Raumtem-
peratur rund 1%, so dass die Ladungstragerdich-
te schon fast den Wert eines Metalls erreichen
kann.
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Abbildung 9.87: Temperaturabhéngige La-
dungstragerdichte fir Si und

Ge.
E, eV E, eV

Kristail Licke OK 300K Kristall Licke 0K 300K

Diamant i 54 HgTe? d -030

Si i 1,17 1,14 PbS d 0,286 034 -0,37

Ge 1 0,744 0,67 PbSe d 0,165 0,27

aSn d 0,00 0,00 PbTe d 0,190 0,30

InSb d 024 0,18 CdS d 2,582 242

InAs d 043 035 CdSe d 1,840 1,74

InP d 142 1,35 CdTe d 1,607 145

GaP i 232 226 Zn0 3436 3.2

GaAs d 1,52 1,43 ZnS 3,91 36

GuSb d 081 087 SnTe d 03 018

AISb i 165 1,52 AgCi 32

SiC (hex) 30 - Agl 2.8

Te 4 033 - Cu,0 2172 -

ZnSb 0,56 056 TiO, 3,03 -
Abbildung 9.88: Bandliicken der wichtigsten

Halbleitermaterialien.

Wie in Abb. gezeigt, liegen die Bandliicken
der wichtigsten Halbleitermaterialien im Bereich
von rund einem eV. Diamant hat eine wesentlich
grofsere Liicke und man findet deshalb erst bei
Temperaturen von mehreren hundert Grad ei-
ne wesentliche Eigenleitfahigkeit. Die Bandliicke
héngt auch von der Temperatur ab, sie nimmt
bei zunehmender Temperatur ab. Dies ist u.a.
eine Folge der Ausdehnung des Kristalls und der
dadurch abnehmenden Bindungsstérke zwischen
den Atomen.

9.8.3 Dotierung

Wihrend bei Metallen die Leitfahigkeit abnimmt
wenn das Material verunreinigt wird, ist bei
Halbleitern das Gegenteil der Fall. Auch kleine

Verunreinigungen konnen die Leitfahigkeit dra-
matisch verdndern. Dabei werden Fremdatome
eingebracht, welche mehr oder weniger Elektro-
nen enthalten als das Wirtsmaterial. Die zusétz-
lichen, respektive fehlenden Elektronen sind re-
lativ gut beweglich und stehen als freie Ladungs-
trager im Leitungs- respektive im Valenzband
zur Verfiigung.

Bei Silizium oder Germanium kann man z.B.
Stickstoff oder Phosphor (5 Elektronen in der du-
feren Schalte) verwenden, um zusétzliche Elek-
tronen einzubringen. Man spricht dann von n-
Dotierung (negative Ladungstriager). Verwendet
man Bor (3 Elektronen), so fehlt ein Elektron.
Dies entspricht einem freien Platz im Valenz-
band. Dieses verhélt sich wie ein Ladungstrager
mit positiver Ladung. Man spricht deshalb von
p-Dotierung.

T ¥ Konz
/ == 1 £ nosem3
109_ v/.’}( o 0] 1 0,53
7 e BN
s . o 5 16
£ A / 2 7 23
S IS S 3,0
S 108p :gév”’{//,/'j/,./; k 180 52
E E, - o - - /’/‘,’3 12 8'5
g [ =4 ,/////ﬂ/./ o] 15 13
E 3- - ///‘/ 17 24
S 103} > = 18 35
R e U T
g 74 . e 21 55
o b —2a, 22 54
& 1008 "::f-r—*—*—’”"T‘ 23 74
24 84
= 25 120
103 . 26 130
0 0.2 0.4 0.6 08 54 §§8
100/T [1/K]

Abbildung 9.89: Einfluss von Dotierung und
Temperatur auf den spezifi-
schen Widerstand.

Abb.[9.89 zeigt die Ladungstriagerdichte von Ger-
manium, das mit Antimon dotiert Wurdﬂ Je
hoher die Konzentration der Verunreinigungen,
desto hoher die Ladungstrigerdichte. Bei einer
Variation der Dichte der Verunreinigungen um
3 Grofenordnungen variiert der Widerstand um
mehr als 10 Grofenordnungen. Diese grofsen Un-
terschiede findet man allerdings nur bei niedrigen

9H. Fritzsche, J. Phys. Chem. Solids, 6, 69 (1958).
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Temperaturen. Fiir hohere Temperaturen steigt
die Leitfahigkeit in allen Fallen auf den gleichen
Grenzwert an - man nennt diesen den “intrinsi-
schen” Wert, also die Leitfahigkeit, die das Ma-
terial ohne Verunreinigungen aufweist.

9.8.4 Absorption von Licht

Ein weiterer interessanter Aspekt ist, dass die
Leitfahigkeit durch einfallendes Licht wesentlich
gesteigert werden kann. Diesen Effekt, den man
als Photo-Leitfdhigkeit bezeichnet, deutet darauf
hin, dass Ladungstriager nicht nur thermisch er-
zeugt werden, sondern auch durch Energiezufuhr
iiber die Absorption von Photonen. Diese miissen
eine Energie aufweisen, die mindestens so grofs
ist wie die Bandliicke. Fiir die Bandliicken der
Halbleiter benotigt man deshalb Photonen mit
einer Wellenldnge im Sichtbaren oder nahen In-
fraroten, also ca. 500 nm bis 2 pm. Bei Silizi-
um z.B. muss die Wellenlange des Lichtes kleiner
als 1.1 pm sein. Diese Eigenschaften, die Photo-
voltaik und die Photoleitfadhigkeit, haben heute
eine grofte technische Bedeutung, indem Halb-
leiter als Solarzellen und Detektoren fiir Licht
zum Einsatz kommen, z.B. als Photodioden und
CCD’s in Kameras. Umgekehrt konnen Halblei-
ter auch Licht erzeugen; dies wird in LED’s und
Laserdioden benutzt.

direkte Halbleiter indirekte Halbleiter

& E E

Leitungsband

& &

Valenzband
k } k

o4
o

Abbildung 9.90: Lichtabsorption bei direkten
und indirekten Halbleitern.

Bei der Anregung vom Valenzband ins Leitungs-
band muss der Impuls des Systems erhalten blei-
ben. Die Wellenldnge von optischem Licht ist
sehr viel grofer als eine typische Gitterkonstante;

der Impuls p, = hk = h/\ eines optischen Pho-
tons ist deshalb klein im Vergleich zu einem typi-
schen Impuls eines Elektrons p. = h/a. Die Ab-
sorption eines Photons éndert deshalb den Im-
puls des Elektrons kaum, er bleibt praktisch kon-
stant. Das Elektron wechselt deshalb bei der Ab-
sorption auf einen Zustand gleicher Wellenzahl,
man nennt dies einen vertikalen Ubergang.

Bei Energien am Rande der Bandliicke ist dies
aber nicht immer moglich. So ist es moglich,
dass das Minimum des Leitungsbandes bei einem
Wert k # 0 auftritt, wie in Abb.[9.90 in der rech-
ten Halfte dargestellt. Photonen mit dieser Ener-
gie konnen somit nur dann absorbiert werden,
wenn die Impulsénderung des Elektrons durch
das System kompensiert werden kann. Dies ge-
schieht normalerweise durch die Erzeugung ei-
nes Phonons, d.h. einer quantisierten Anregung
einer Gitterschwingung. Geméft der Beziehung
von de Broglie besitzen auch diese Wellen eine
Energie Aw und einen Impuls Ak. Somit kann die
Impulserhaltung erfiillt werden durch die Erzeu-
gung eines Phonons mit dem richtigen Impuls,
respektive durch die Vernichtung eines Phon-
ons mit entgegengesetztem Impuls, falls entspre-
chende Phononen auf Grund thermischer Anre-
gung vorhanden sind. Da die Energie der Phono-
nen sehr viel kleiner ist als die Photonenenergie,
braucht sie bei der Emnergieerhaltung nicht be-
riicksichtigt werden.

direkter HL

indirekter HL

Abbildung 9.91: Lichtabsorption und Relaxati-
on bei direkten und indirekten
Halbleitern.

Absorptionsprozesse konnen nicht nur an der
Bandkante stattfinden, sondern auch bei héhe-
ren Photonen-Energien. Dabei wird ein Loch im
Innern des Valenzbandes erzeugt, zusammen mit
einem Elektron im Innern des Leitungsbandes.
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Die auf diese Weise erzeugten Ladungstriger re-
laxieren iiber Stofe rasch zum Energieminimum

ihrer Béander (Abb. 9.91).

direkter HL indirekter HL

_direkter
Ubergan

indirekter
Ubergang

Absorption
transparent
Absorption

hwy

Energie 7w des Photons Energie iw des Photons

Abbildung 9.92: Absorptionswahrscheinlichkeit
bei direkten und indirekten
Halbleitern.

Aus der Wahrscheinlichkeit fiir solche Absorp-
tionsprozesse erhélt man ein Absorptionsspek-
trum. Wie in Abb. [9.92 gezeigt, ist die Absorp-
tionskante bei einem direkten Halbleiter scharfer
als bei einem indirekten.

9.8.5 Lichtemission

Der Umkehrprozess der Absorption ist die Emis-
sion von Licht. Dabei geht ein Elektron aus dem
Leitungsband ins Valenzband iiber und strahlt
die Energiedifferenz in der Form eines Photons
ab. Auch hier muss die Erhaltung von Energie
und Impuls gewihrleistet sein. Bei einem Uber-
gang von Bandkante zu Bandkante wird somit
ein Photon mit Energie fiw = &, frei. Bei der
Emission ist diese Bedingung jedoch schwieri-
ger zu erfiillen als bei der Absorption: Ein Elek-
tron aus dem Leitungsband muss mit einem Loch
im Valenzband rekombinieren, welches den glei-
chen Impuls besitzen. Dies ist bei direkten Halb-
leitern unproblematisch, bei indirekten Halblei-
tern jedoch nicht, da dort die freien Zustande (=
besetzten Lochzustdnde) nicht bei der gleichen
Wellenzahl auftreten. Der Unterschied zwischen
direkten und indirekten Halbleitern spielt des-
halb fiir die optischen Eigenschaften eine zentra-
le Rolle.

Silizium, z.B. ist ein indirekter Halbleiter, wie

in Abb. gezeigt. Das entartete Valenzband

indirekter HL

direkter HL

Energie (eV)
Energie in eV

[000]

[111] [100]

Abbildung 9.93: Bandstruktur von Si und GaAs.

hat sein Maximum im Zentrum der Brillouin-
Zone, wahrend das Leitungsband-Minimum re-
lativ weit vom Zentrum entfernt ist, namlich
ca. 80 % der Brillouin-Zone in Richtung 100.
Aus Symmetriegriinden existieren 6 Adquivalen-
te Richtungen entlang der 6 Koordinatenach-
sen. Unter typischen Bedingungen ist die Dich-
te von Elektronen im Leitungsband in der Néhe
des Leitungsband-Minimums am gréfsten. Bei ei-
nem senkrechten Ubergang ins Valenzband wiir-
den diese Elektronen aber nur besetzte Zustan-
de antreffen. Dadurch ist in Si die Emission von
Licht stark erschwert. Si wird deshalb z.B. nicht
fiir den Bau von Leuchtdioden oder Halbleiter-
lasern verwendet. Ein typischer direkter Halblei-
ter, welcher hauptséachlich fiir optoelektronische
Komponenten wie z.B. Halbleiterlaser verwendet
wird, ist GaAs.

Erst seit kurzem kann man auch eine Modifika-
tion von Si herstellen, welche leuchtet. Wahrend
man sich tiber den Mechanismus noch nicht ganz
einig ist, scheint es dafiir nétig zu sein, dass das
Material auf so kleinen Skalen strukturiert ist,
dass die iibliche Beschreibung des Materials als
unendlich ausgedehnter Kristall, die wir hier ver-
wenden, nicht mehr giiltig sind.
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