8 Grundlagen der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik stellt die Grundlage der
meisten Bereiche der Physik dar. Beispiele sind
die Linienspektren von Atomen oder die unter-
schiedlichen Eigenschaften von Isolatoren, Halb-
leitern, Metallen und Supraleitern. Die theore-
tischen Grundlagen wurden in den ersten Jahr-
zehnten des 20. Jahrhunderts entwickelt, auf der
Basis von experimentellen Fakten aus dem 19.
Jahrhundert.

8.1 Vorgeschichte

8.1.1 Die Physik des 19. Jh

Gegen Ende des 19. Jh. war man allgemein iiber-
zeugt, dass die enormen wissenschaftlichen Fort-
schritte der letzten Jahrzehnte ein fast perfek-
tes Verstandnis der Natur in Reichweite gebracht
hatten. So sagte z.B. Albert Abraham Michelson,
einer der angesehensten Physiker des 19. Jahr-
hunderts, welcher mit der Entdeckung, dass die
Lichtgeschwindigkeit eine Konstante ist, einen
der wichtigsten Widerspriiche der Physik aufge-
deckt hatte, noch 1903

Die wichtigsten Grundgesetze und Grundtat-
sachen der Physik sind alle schon entdeckt;
und diese haben sich bis jetzt so fest bewahrt,
dass die Moglichkeit, sie wegen neuer Ent-
deckungen beiseite zu legen, auferordentlich
fern zu liegen scheint. .... Unsere kiinftigen
Entdeckungen miissen wir in den 6. Dezimal-
stellen suchen.

Im Jahre 1903, als Michelson seine Aussage
machte, waren die Revolutionen jedoch bereits
losgetreten. Die Basis dafiir waren einige Diskre-
panzen zwischen den damaligen Theorien und
den experimentellen Befunden. Die Differenzen

waren auf den ersten Blick relativ gering, doch
sie waren mit den existierenden Erklarungen auf
die eine oder andere Weise nicht in Ubereinstim-

mung zu bringen.

Klassische Mechanik
Newton’s Axiome

Thermodynamik
Hauptsatze

Abbildung 8.1: Teilgebiete der Physik um 1900.

So fehlten auch zwischen einigen Teilgebieten der
Physik die Verbindungen, wie in Abb. ge-
zeigt. Insbesondere war unklar, wie die Optik
und die Thermodynamik in Ubereinstimmung
gebracht werden koénnten.

8.1.2 Schwarze Strahler

Einer der Widerspriiche zwischen klassischer
Theorie und experimentellen Befunden ist die
Abhéngigkeit der Strahlungsenergie eines heis-
sen Korpers von der Wellenldnge, respektive der
Frequenz. Dass die Temperatur einen Einfluss
auf die spektrale Verteilung von Licht hat, kann
man schon mit dem Auge erkennen: ein Objekt
mit einer Temperatur von x Grad strahlt in der
Farbe
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8 Grundlagen der Quantenmechanik

Temperatur ‘ Farbe ‘

600 °C rot
850 °C hellrot
1000 °C gelb
1300 °C weifs

Dies bedeutet, dass das Maximum der abge-
strahlten Leistung sich mit héheren Temperatu-
ren zu kiirzeren Wellenldngen verschiebt.

Diese Art von Strahlungsquelle wird als schwar-
zer Strahler bezeichnet. Ein schwarzer Strahler
ist dadurch definiert dass er alle eintreffende
Strahlung perfekt absorbiert (fiir jede Wellenlén-
ge). KirchhoﬂEl hatte gezeigt, dass das Verhéltnis
zwischen der Absorptivitdt und dem Emissions-
vermogen eines Korpers nur von Temperatur und
Frequenz abhéngt. Somit bedingt eine perfekte
Absorption eine ebenso perfekte Emission.

Abgestrahlte Leistung

Frequenz

Abbildung 8.2: Frequenzspektrum eines idealen
und eines realen Strahlers.

Die Strahlungsleistung pro Frequenzbereich ist
dann nur noch eine Funktion von Temperatur
und Frequenz. Fin realer Korper hat immer ei-
ne kleinere Abstrahlung als ein idealer Strahler,
wie z.B. in Abb. gezeigt. Bei einem idealen
Spiegel wird die gesamte Strahlung reflektiert,
also nicht absorbiert, und damit auch keine eige-
ne Strahlung emittiert.

Ein idealer schwarzer Korper kann gendhert wer-
den durch einen Hohlraum mit schwarzen Wan-
den und einer kleinen Offnung, wie in Abb.
gezeigt. Strahlung, welche durch diese Offnung
eindringt wird mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit

!Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887)

Hohlraum

Raumwinkel dQ Detektor

Temperatur T

Abbildung 8.3: Hohlraumstrahler.

absorbiert. Befindet sich der Korper bei der Tem-
peratur T, emittiert er Strahlung durch die Off-
nung. Die Leistung, welche dabei in einen Raum-
winkel d2 abgestrahlt wird, ist proportional zur
Energiedichte U im Resonator.

Prisma zur

~Heizung

OO0

Hohlraum

7Messung der
" Intensitat

Woirmeisolation

Abbildung 8.4: Spektroskopische Analyse der
Hohlraumstrahlung.

Die Strahlung aus einem Hohlraumstrahler kann,
wie in Abb. gezeigt, spektral aufgelost und
quantitativ erfasst werden.

Aus solchen Messungen hat man bereits im 19.
Jh. eine Reihe von interessanten experimentellen
Befunden zusammengetragen:

e Die gesamte abgestrahlte Energie ist pro-
portional zur vierten Potenz der Tempera-
tur,

P = AocT*

Diese Abhéngigkeit wird als Stefan-
Boltzmann’sches Strahlungsgesetz bezeich-
net. Es wurde 1879 von Stefan heuristisch
auf Grund von Messungen von Tyndall
aufgestellt. Boltzmann leitete es spéter ther-
modynamisch her. Die Stefan-Boltzmann
Konstante o hat den Wert
27r5k4B

W
=B —5670-107%—.
CT e m2KA
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8 Grundlagen der Quantenmechanik

e Die Strahlung enthilt alle Wellenléngen.
Das Maximum verschiebt sich mit zuneh-
mender Temperatur zu kleineren Wellenlén-
gen:

Amazd = const = 0, 2898 cm K.

Diese Abhéngigkeit wird als Wien’sches Ver-
schiebungsgesetz bezeichnet.

e Bei grofien Wellenléingen nimmt die Strah-
lungsintensitdt mit der vierten Potenz der
Wellenldnge ab:

ol
— x4

oA

Diese experimentellen Befunde waren Ende des
19 Jahrhunderts bekannt, aber es gab keine
Theorie, welche sie erkldren konnte.

8.1.3 Strahlungsgesetze E

Die Strahlungsleistung kann man berechnen,
wenn man den Hohlraum als Resonator mit dis-
kreten Moden beschreibt, und die mittlere Ener-
giedichte der Moden (abhéngig von ihrer Fre-
quenz) kennt. Die Energiedichte des Resonators
ist dann

_ # Moden Mittlere Energie  dN
Mode vV

= E).
Volumen 2
Die Zahl der Moden erhélt man leicht fiir einen
rechteckigen Resonator mit Kantenldange L. Die
Bedingung fiir stehende Wellen betragt dann

L:né

=123, ..
2 n ) 4y 9y

in jeder Raumrichtung. Ein allgemeiner Wellen-
vektor hat somit die Form
2

k2—k2+k2+k2—7ﬁ(n2+n2+n2)—w—
- Yy Z*LQ x Yy z) CQ'

Jede Mode wird somit durch einen Vektor

4m?? L
R? ni—i—ni—l—nz: 55

n —

C s

*Mehr dazu findet man unter [I]

charakterisiert und wir konnen die Anzahl Mo-
den abzéhlen, indem wir die Zahl der Moden in
einer Kugel mit Radius R bestimmen. Da das
Volumen (in dieser Kugel) pro Mode gerade eins
ist, entspricht die Zahl der Moden gerade dem
Volumen der Kugel:

3
N=V,=R xL*= %Volumen.
&

Somit ist die Modendichte N/V im Frequenz-
Intervall (v,v + dv)

2
dn o y—du.

3
Die mittlere Energie einer Mode erhéalt man klas-
sisch aus dem Boltzmann-Gesetz als

@%:AMSM&dS
mit

p(€) = e~ €/kBT
Das Integral ergibt

(&) = kpT.
Damit wird die Energiedichte

2
T
U(v,T)dv x %kBTdV o k)\%d)\.

8.1.4 Grenzfalle

Den Grenzfall fiir grofse Wellenldngen erhélt man
relativ einfach wenn man annimmt, dass die
Strahlung in einer Mode immer die Energie kT
besitzen soll. Diese Bedingung ergibt sich aus
dem Ansatz, dass die Strahlung im Gleichge-
wicht mit der sie umgebenden Materie sein soll.
Ein harmonischer Oszillator besitzt aber gerade
die Energie kpT'. Die Zahl der Moden in einem
Hohlraum steigt proportional mit dem Quadrat
der Frequenz. Deshalb betragt die Energiedichte
pro Frequenz-Intervall

1dE

V2
il m—knT.
V dv 8 c3 hi
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Abbildung 8.5: Vergleich  des  Planck’schen
Strahlungsgesetzes mit dem
Gesetz von Rayleigh-Jeans.

Daraus ergibt sich das Rayleigh—Jean Gesetz
(— Abb. B.5), nach dem die Intensitit mit der
vierten Potenz der Wellenlédnge abnimmt:

2c

M(N)dA = 35

kpTdA.

Allerdings kann dieses Gesetz fiir kurze Wellen-
langen, d.h. hohe Frequenzen, nicht giiltig sein.
Da die emittierte Leistung mit dem Quadrat der
Frequenz zunimmt, miisste jeder Korper eine in-
tensive UV-, und eine noch intensivere Rontgen-
quelle sein. Dies ist offenbar nicht der Fall. Au-
Kerdem divergiert das Integral dieses Ausdrucks,
die emittierte Leistung wére also unendlich.

Den Bereich hoher Frequenzen (kurzer Wellen-
langen) konnte man bereits vor Planck durch
das sog. Wien’sche Strahlungsgesetz beschrei-
ben. Dieses kann geschrieben werden als

C 1
(A = N ee/AT
wobei C' und ¢ Konstanten sind. Es stimmt fiir
hohe Frequenzen sehr gut mit den experimen-
tellen Daten iiberein und vermeidet insbesonde-
re die “Ultraviolett-Katastrophe”, d.h. die unbe-
grenzte Zunahme der Strahlungsleistung bei ho-
hen Frequenzen. Im langwelligen Bereich liefert
es aber zu niedrige Werte (oc A™° statt oc A™%).

3John William Strutt, Baron Rayleigh (1842 — 1919)
und Sir James Hopwood Jeans (1877 — 1946)

8.1.5 Planck’s Quantisierung

Planck (— Abb. hat diese beiden Strah-
lungsgesetze, welche jeweils nur fiir einen Teil-
bereich galten, durch eine einheitliche Theorie
ersetzt und damit die theoretischen Probleme ge-
16st.

Abbildung 8.6: Max Planck (1858 — 1947).

Seine Annahme war, dass die Strahlung in dis-
kreten Einheiten abgegeben werden soll, wobei
die Energie dieser einzelnen “Pakete” durch die
Bezichung £ = hv gegeben ist. Die Planck’sche
Konstante besitzt den Wert

h =6,6256 - 1073Js.

Héaufig wird auch die reduzierte Planck’sche Kon-
stante

h
h=—=1,0546 - 103*Js
2

verwendet. Auch Planck rechnet fiir einen Hohl-
raum die Eigenfrequenzen. Hier wird jedoch jede
Mode mit einer Anzahl von Energiepaketen be-
setzt, welche seinem thermischen Gleichgewicht
entspricht. Die mittlere Energie einer Mode er-
gibt sich als Summe iiber alle moglichen Energi-
en &,, gewichtet mit der entsprechenden Beset-
zungswahrscheinlichkeit p(&,):

= hv
<5> = nz:;)gn p(gn) = 7th/kBT 1

Daraus erhélt man die Planck’sche Strahlungs-
formel
v3dy

U(V, T)dl/ = Cm
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8 Grundlagen der Quantenmechanik

Das Stefan-Boltzmann Gesetz erhalt man daraus
durch Integration iiber die Frequenz:

Io</ Uy, T)dv oc T4
0

Ebenso das Verschiebungsgesetz als Ableitung:

dU 1

ﬁ =0 — )\mam X T
Die Frequenz v liegt fiir sichtbares Licht im Be-
reich

¢ 3-10°m/s

X 0,5um

=6-10" He,

also typischerweise etwas unterhalb von 10'° Hz.
Die Energie der einzelnen Pakete liegt somit fiir
sichtbares Licht bei

£=16,6256-10"3*.6-10"T ~4-107J.

Fiir unsere Begriffe ist dies eine relativ kleine
Energie, was erklart, weshalb wir sie meistens
nicht beobachten.

Die emittierte Strahlung is proportional dazu.

NOOO K

2hc® 1

Q) ehe/kaTx _ 1d/\

Leistung

)/

Abbildung 8.7: Leistungsdichte der Strahlung
als Funktion der Wellenldange
flir schwarze Strahler mit unter-
schiedlichen Temperaturen.

Wellenlange A [um]

Der Energieinhalt pro Frequenz-Intervall betragt

2hv3 1
Ldv = 20 S TRBT _ ldy.
Als Funktion der Wellenlédnge erhilt man
B 2hc? 1
T A5 ehe/kBTA —

Dies ist in Abb. dargestellt.

Ld\ dA.

8.1.6 Kosmische
Hintergrundstrahlung

1948 bemerkte Gamow} dass der Kosmos
als ganzes auch Eigenschaften eines schwarzen
Strahlers aufweist. Wahrend der Friihzeit des
Kosmos bestand er aus einem Plasma, welches
fiir elektromagnetische Strahlung undurchsich-
tig war. Nach etwa 380000 Jahren war dieses
Plasma soweit abgekiihlt, dass sich aus Elek-
tronen und Protonen neutraler Wasserstoff bil-
det. Dadurch wurde das Universum fiir Strah-
lung weitgehend transparent. Zu diesem Zeit-
punkt entsprach die Strahlung im Wesentlichen
einem schwarzen Korper mit einer Temperatur
von etwa 4000 K. Durch die weitere Ausdehnung
des Kosmos reduzierte sich diese Temperatur bis
auf den heutigen Wert von 2,73 K.

104
Messungen

8 (Penzias & Wilson; 1965)
T 6
% I Vorhersage
k= 273K £ -270.42°C

2_.

0 1 1 T | L U T T M

12 L 6 8 10 12 % 16 18 2

Frequenz [cm-1]

Abbildung 8.8: Frequenzspektrum der kosmi-
schen Hintergrundstrahlung.

Die erste Messung dieser kosmischen Hinter-
grundstrahlung gelang 1964 Arno Penzias und
Robert Wilson beim Testen einer neuartigen,
hochempfindlichen Antenne. Ihre Messwerte pas-
sten sehr gut auf die theoretischen Voraussagen,
wie in Abb. gezeigt. Seither erfolgten noch
deutlich genauere Messungen, vor allem mit ei-
ner Reihe von Satelliten-Experimenten, welche
ebenfalls mit der Theorie in guter Ubereinstim-
mung sind.
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athode
Licht ok Vakuum
réhre

Abbildung 8.9: Prinzipieller Aufbau zur Mes-
sung des Photoeffekts.

8.1.7 Photoeffekt

Ein weiterer Effekt, der mit der klassischen
Theorie nicht erkldrt werden konnte, war der
Photoeffekt. Abb. zeigt ein entsprechendes
Experiment: hier werden Metalloberflachen, ins-
besondere Alkalimetalle, mit Licht bestrahlt. Da-
durch werden Elektronen freigesetzt, die sich mit
einer bestimmten Geschwindigkeit von der Ober-
fliche weg bewegen, also eine kinetische Energie
besitzen.

Die kinetische Energie kann gemessen werden,
wenn man bestimmt, wie groft eine Spannung
sein kann oder muss, damit die Elektronen gegen
das duflere Potential einen bestimmten Punkt er-
reichen kénnen. Wenn man also die Spannung
erhoht, mit der die Elektronen gebremst werden,
so treffen irgendwann keine mehr auf die Anode
und der gemessene Strom geht gegen Null.

Strom |
hohe Intensitat

niedrige Intensitat

-Uo Spannung U

Abbildung 8.10: Qualitatives Resultat der Mes-
sung des Photoeffekts.

Experimentell findet man, wie in Abb. ge-
zeigt, dass bei geniigend stark negativer Span-
nung der Strom verschwindet. Offenbar errei-
chen die Elektronen die Anode nicht mehr. Die
Spannung Uy ist deshalb ein Mafs fiir die kine-

“George Gamow (1904 — 1968)

tische Energie, mit der die Elektronen das Me-
tall verlassen. Wird das Potential der Anode ho-
her, so erhélt man einen wachsenden Strom, und
ab einer schwach positiven Spannung bleibt der
Strom konstant.

Steigert man die Intensitét des Lichtes, so nimmt
der Strom linear mit der Lichtintensitdt zu. Die
Sperrspannung bleibt hingegen konstant. Dies ist
vorlaufig nicht erklarbar: offenbar ist die Energie
der Elektronen nicht von der optischen Leistung
abhéingig. Dagegen ist die Anzahl der Elektronen
proportional zur optischen Leistung.

8.1.8 Wellenlangenabhingigkeit

Photozelle

B::Jj_‘:::»:«f:]:l:/jﬂiz:/‘ﬂ::}{@

Spektrallampe Prisma

Abbildung 8.11: Aufbau zur wellenléngenabhén-
gigen Messung des Photoef-
fekts.

Andert man die Wellenlinge des Lichts, so &n-
dert zum einen die Spannung Uy, zum andern
die Sattigungsstromstirke. Abb. [8.11 zeigt einen
Messaufbau, der es gestattet, die Abhéngigkeit
der kinetischen Energie von der Wellenldnge des
Lichtes zu messen. Die vorhandene Lichtquelle
erzeugt Licht bei verschiedenen diskreten Wel-
lenldngen, welche man jeweils einzeln auf die
Probe fallen lasst.

Bei zunehmender Wellenldnge wird die Sperr-
spannung geringer, der Sattigungsstrom grofer.
Dies scheint aus zwei Griinden merkwiirdig: Of-
fenbar héngt also die Energie der Elektronen von
der Wellenldnge des Lichtes ab, nicht aber von
der Intensitat des Lichtes. Bei konstanter Inten-
sitdat nimmt jedoch die Zahl der emittierten Elek-
tronen mit zunehmender Frequenz des Lichtes
ab.

In Abb. [8.12] ist die gemessenen Sperrspannun-
gen gegen die Frequenz des einfallenden Lichtes
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Abbildung 8.12: Kinetische Energie der Photo-
elektronen als Funktion der Fre-
quenz des Lichts.

aufgetragen. Die Resultate zeigen, dass fiir Fre-
quenzen unterhalb eines bestimmten Grenzwer-
tes vy keine Elektronen austreten. Oberhalb die-
ses Grenzwertes steigt die Energie der Elektro-
nen linear an. Die kinetische Energie kann somit
geschrieben werden als

Ekin = h(v — ) = hv — A.

Es gibt somit eine Grenzfrequenz vy, unterhalb
derer keine Elektronen mehr emittiert werden.

Man interpretiert dieses Verhalten so, dass die
Energie des Lichtes paketweise absorbiert wird.
Ein einzelnes Paket erhilt den Namen “Photon”.
Jedes Photon kann ein Elektron aus dem Metall
herauslosen. Jedes Elektron besitzt also nur die
Energie hv, die ihm ein einzelnes Photon {iiber-
geben kann.

8.1.9 Austrittsarbeit
Allerdings ist die kinetische Energie der Photo-
elektronen kleiner als huv:
ge,kin = hv — A.
Der Grund dafiir ist, dass ein Teil der Energie

bendtigt wird, um das Elektron aus dem Me-
tall herauszulosen, wie in Abb. dargestellt.

A = Austrittsarbeit
E

Elektronen
energlen

S S S
- O

Frequenz des Llchts v [10M Hz]

Metall

Abbildung 8.13: Ursprung der Austrittarbeit
und Abhéngigkeit der Kkineti-
schen Energie der Photoelektro-
nen von der Frequenz des Lichts
fiir verschiedene Metalle.

Die linke Skizze zeigt schematisch dass diese
Austrittsarbeit A als die Differenz zwischen den
energetisch héchsten Zustdnden im Metall und
der Energie der Elektronen im Vakuum verstan-
den werden kann. Der Rest ergibt die kinetische
Energie & 1in des Elektrons.

Aus der Steigung der Geraden kann man direkt
die Planck’sche Konstante bestimmen. Benutzt
man z.B. den Unterschied zwischen der kineti-
schen Energie bei rotem und violettem Licht,

AE = (1,176 — 0.078)eV = 1.098 eV
1.76 - 10719
dann betrdgt die entsprechende Frequenz-

Differenz

Av = (7,35—4,81)-10" Hz = 2,54 - 10" Hz.

Daraus erhalten wir fiir die Planck’sche Konstan-
te

AE  1,76-1071J

ac L 0TS ey 10734 g
Av 254100, 0 10T

Die Steigung der Geraden ist universell, aber die
Austrittsarbeit variiert von Metall zu Metall, wie
in Abb. rechts gezeigt.

Das Einstein’sche Postulat erklart nicht nur das
Auftreten einer maximalen Wellenldnge, sondern
auch die Abnahme des Photostroms mit zuneh-
mender optischer Frequenz bei konstanter Inten-
sitéat: die gleiche Lichtenergie wird jetzt auf we-
niger Photonen verteilt, so dass weniger Elek-
tronen erzeugt werden konnen, allerdings besitzt
jedes einzelne Elektron eine hohere kinetische
Energie.
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Die Austrittsarbeit A ist eine Materialkonstante
und betragt fir Kalium:

A=4,5-10"Hzh =3,10"J = 1.9¢eV.

Meistens verwendet man hier als Einheit nicht
Joule, sondern Elektronenvolt (eV), wobei

leV=1,6-1071*7J

derjenigen Energie entspricht, die ein Elektron
beim Durchlaufen einer Spannungsdifferenz von
1 V erhélt.

Metall AleV Imax
Na 228 543
Cs 1.94 639
Ca 3.20 387
Sr 274 452
Cu 448 277
Zn 427 290
Cr 445 278
Fe 463 268
Ni 4.91 252
Pt 536 231
Na2KSb 1.46 859

Abbildung 8.14: Austrittsarbeit fiir unterschied-
liche Metalle (links) und Photo-
zelle.

Bei anderen Materialien betrdgt die Austritts-
arbeit einige eV (siehe Abb. [8.14). Der Photo-
effekt wird u.a. im Photomultiplier verwendet,
wo die Photonen zunéchst aus der Oberflache
eines Alkalimetalls Elektronen herausschlagen.
Man wandelt also sozusagen Photonen in Elek-
tronen um.

8.1.10 Photonen

Die Planck’sche Konstante h wurde von Planck
zunéchst als rein rechnerische Hilfsgrofe be-
trachtet. Von anderen, z.B. Einstein, wurde sie
aber als fundamentale physikalische Grofe er-
kannt, welche in sehr vielen Zusammenhéngen
erscheint.

Insbesondere zeigte Einstein, dass man den Pho-
toeffekt verstehen kann, wenn man annimmt,
dass das Licht aus einzelnen Teilchen besteht,

Ephoton = hv

inne @

Photoeffekt: hv = Eekin + A
Photonen sind “Teilchen” mit
Energie: £ = hy
Impuls : p = hk = h/A

Abbildung 8.15: Photon als Lichtteilchen.

den Photonen. Wie in Abb. gezeigt, haben
die Photonen eine Energie £ = hv und einen Im-
puls p = hA. Wahrend sie damals eher als niitz-
liches Konzept betrachtet wurden, kann man sie
heute ohne weiteres direkt beobachten. Man be-
nutzt dazu z.B. einen sog. Photomultiplier oder
Avalanche-Photodioden. In diesen Geréten wer-
den die Photonen in elektronische Impulse um-
gewandelt.

Wenn die Lichtmenge, die pro Zeiteinheit auf
einen Detektor fillt, gering ist, wird es moglich,
einzelne Photonen zu beobachten, welche jeweils
einen Spannungsimpuls erzeugen. Die Photonen
gelangen in unregelméfigen, nicht voraussagba-
ren Abstdnden auf den Detektor. Erst wenn man
die Anzahl der Photonen {iber einen Zeitraum
mittelt, der lang ist im Vergleich zum mittleren
Abstand, erhélt man einen konstanten Wert. Die
mittlere Anzahl Photonen pro Zeiteinheit mul-
tipliziert mit der Energie der Photonen ergibt
die auf den Detektor einfallende Leistung. Wenn
man die Leistung erhéht so nimmt der mittlere
Abstand zwischen zwei Photonen ab, die Zahlra-
te steigt entsprechend.

Die Idee, dass Licht aus einzelnen Photonen be-
steht, wurde nicht sofort akzeptiert. So schrieb
Max Planck anlésslich der Aufnahme Einsteins
in die Preussische Akademie der Wissenschaft
(1913):
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“Dass er in seinen Spekulationen gelegentlich
auch einmal iiber das Ziel hinausgeschossen
haben mag, wie z.B. in seiner Hypothese der
Lichtquanten, wird man ihm nicht allzu sehr
anrechnen diirfen. Denn ohne einmal ein Risi-
ko zu wagen, lasst sich auch in der exaktesten
Wissenschaft eine wirkliche Neuerung einfiih-

8.1.11 Spektrallinien von Atomen

Die Existenz von stabilen Atomen ist eines
der wichtigsten Tatsachen, welche im Rahmen
der klassischen Physik nicht befriedigend erklart
werden kann. Stellt man sich ein Atom als eine
Art Sonnensystem vor, in dem negativ geladene
Elektronen um positiv geladene Kerne kreisen,
dann fiithren sie eine beschleunigte Bewegung
durch. Im Rahmen der klassischen Elektrody-
namik stellen beschleunigte Ladungen die Quel-
le einer elektromagnetischen Welle dar. Durch

strahlen sie keine Energie ab. Werden sie ange-
regt, strahlen sie die Energie wieder ab, aller-
dings nur in Form von spektral klar getrennten,
schmalen Emissionslinien, wie in Abb. [8.16 ge-
zeigt. Dies deutet darauf hin, dass Atome Strah-
lung in der Form von “Energiepaketen” aufneh-
men und abgeben. Diese Photonenenergien ent-
sprechen Differenzen zwischen stationédren Zu-
standen der Energie; Details dazu werden im Ka-
pitel[9.1 behandelt. Die Farbe des Lichtes ist un-
abhéngig von der Temperatur der Atome, im Ge-
gensatz zum schwarzen Strahler.

8.1.12 Das Franck-Hertz Experiment

Ein weiteres wichtiges Experiment, welches als
unabhéngiger Beleg fiir die Existenz von dis-
kreten Energiezustdnden in Atomen angesehen
wird, ist das Franck-Hertz Experiment, welches
erstmals in den Jahren 1911 bis 1914 von Franck?|
und Hert4%| durchgefiihrt wurde. Dieser Befund
stiitzte das Bohr’sche Atommodell (— Kapitel

die Abstrahlung miisste das atomare System an 9.2.5) und trug zur Fortentwicklung der Quan-

Energie verlieren. Dadurch verringert sich der
Abstand, die Rotationsbewegung wird schneller,
die Beschleunigung und damit die Abstrahlung
nehmen zu und das Elektron miisste in kurzer
Zeit in den Kern stiirzen, unter Aussendung ei-
nes kontinuierlichen Spektrums von elektroma-
gnetischer Strahlung.

‘Walframlampe (thermisch, kentinuierlich)

‘Wasserstoff (Balmer-Serie)

Natrium

Rubidium

Abbildung 8.16: Spektren von unterschiedlichen
Atomen.

Tatsachlich sind Atome stabil. Im Grundzustand

tenmechanik bei. Die beiden erhielten dafiir 1925
den Nobelpreis fiir Physik.

Gegenfeld

Hg-Gas K.

Elektronen

Abbildung 8.17: Franck-Hertz Experiment:
Elektronen werden emittiert
und in einem Feld zwischen
Kathode und Anode / Gitter
beschleunigt.

Abb. 8.17 zeigt den Versuchsaufbau. An der

®James Franck (1882 - 1964)
6Gustav Ludwig Hertz (1887 - 1975)
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Glithkathode werden Elektronen erzeugt. Die-
se werden im elektrischen Feld zwischen Katho-
de und Anode / Gitter beschleunigt. Die Rohre
enthéilt ein Gas, welches meist aus Quecksilber
oder Neon besteht. Die beschleunigten Elektro-
nen stofen deshalb mit Atomen zusammen. Ist
die Energie der Elektronen hoch genug, um das
Atom in einen hoher liegenden Zustand anzure-
gen, erfolgt der Stofs sehr viel effizienter und in-
elastisch und das Elektron gibt den grofiten Teil
seiner kinetischen Energie an das Atom ab. Auf
Grund dieses Energieverlustes sind sie danach
nicht mehr in der Lage, die Anode zu erreichen,
so dass der dort gemessene Strom abnimmt.

0

QueckEiIber:

¥

~
3

H

Anodenstrom

8

Gitterspannung

Abbildung 8.18: Franck-Hertz Experiment:
Links ein Bild der Lichtemissi-
on. Rechts der Anodenstrom als
Funktion der Gitterspannung.

8.1.13 Der Comptoneffekt

Rontgenlicht

&

Intensitat

70 75
Wellenldnge / pm

Abbildung 8.19: Compton Effekt.

Streut man Rontgenlicht an freien (d.h. schwach

gebundenen) Elektronen, so stellt man fest, dass
das gestreute Licht neben der Wellenldnge des
einfallenden Lichtes auch Licht einer anderen
Wellenlédnge enthélt. Abb. [8.19 zeigt einige Bei-
spiele. Diese zweite Wellenlénge ist eine Funktion
des Streuwinkels 6:

AN = (A)N)=A(1 —cosh) A =2,4pm.

Am grofiten ist der Wellenldngenunterschied so-
mit in Riickwértsstreuung, also fir & = w. Der
Effekt ist unabhéngig vom verwendeten Pro-
benmaterial. Dieses Experiment wurde erstmals
1923 von Arthur Compton durchgefiihrt.

Dieser Effekt kann im Rahmen der Wellentheo-
rie der Rontgenstrahlung nicht interpretiert wer-
den. Man erhélt diesen Befund jedoch als Re-
sultat einer einfachen Rechnung sofern man dem
Rontgenlicht Teilchencharakter zuschreibt, d.h.
indem man es als einen Strom von Photonen be-
handelt. Da die Art der Atome keinen Einfluss
auf den Streuprozess hat kann man davon aus-
gehen, dass die Photonen an Elektronen gestreut
werden, welche nur schwach gebunden sind.

Elektron

//,,,,‘fpe Energie Ekin
m_
’
Ve ,\gO .
n A
p = 3 N
> gestreutes Photon
‘\—\Eﬁi&
h
y po = y

Abbildung 8.20: Compton Streuung eines Pho-
tons an einem freien Elektron.

Man geht also davon aus, dass jedes Photon ein-
zeln an einem Elektron gestreut wird, wie in
Abb.[8.20 gezeigt. Fiir jeden dieser Streuprozesse
gilt Energieerhaltung:

hv + moc2 = hv + mdc®.

Hier stellt mq die Ruhemasse des Elektrons und
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die relativistische Masse des gestreuten Elek-
trons. Auflerdem gilt ein Erhaltungsgesetz fiir
den Impuls des Gesamtsystems. Der Impuls des
Photons betrigt

hv hv h
= m C= —FC= — = —
PPh Ph 2 h\

und der Gesamtimpuls des Systems in z-
Richtung

%z %cos@—kmvcosqﬁ

und in y-Richtung

0= Ysinﬁ—mvsin(ﬁ.

Die drei Gleichungen kénnen aufgelost werden
nach der Anderung der Wellenlinge

h
AXN=X—-)N = —(1-cosf) = \(1—cos0).
moc
Hier stellt
h —12
A= —— =2,426-10"2m
moc

die Compton-Wellenléinge dar. Sie enthélt nur
Naturkonstanten, d.h. sie hangt nicht vom Mate-
rial oder von der Wellenldnge des Rontgenlichtes
ab. Da sie im Picometer-Bereich liegt, muss man
Licht mit einer vergleichbaren Wellenlénge, also
Rontgenlicht, verwenden, um den Effekt beob-
achten zu konnen.

8.2 Wellencharakter der Materie

8.2.1 Wellen und Teilchen

Licht besitzt sowohl Teilchen- wie auch Wellen-
charakter, wie in Abb. [8.21 zusammengefasst.
Bei der Diskussion des Strahlungsgesetzes hat-
ten wir gesehen, dass es einen Teilchencharak-
ter aufweist, ebenso beim Photoeffekt. Allgemein
tritt der Teilchencharakter bei der Wechselwir-
kung mit Materie in den Vordergrund. Anderer-
seits hatten wir im Zusammenhang mit der Aus-
breitung, insbesondere bei Interferenz und Beu-
gung sowie bei der Polarisation deutliche Zeichen

P
Licht = &

NN \&

S Materie ?
% JéaJ ) TS \J
S = e
Q*W\/W\/*

‘(0\

Teilchen Teilchen Welle
Photoeffekt Beugung definierter Ort  delokalisiert
Impuls Interferenz  definierte Beugung

Nullpunktsenergie Geschwindigkeit Interferenz

Abbildung 8.21: “Typische” Eigenschaften von
Licht und Materie.

des Wellencharakters kennen gelernt. Die Bezie-
hung zwischen den Wellen- und den Teilchenei-
genschaften wird durch die Beziehungen

h
E=hv=hv und p:hk:X
hergestellt, welche die Energie £ und den Im-
puls p eines Teilchens in Beziehung setzen zu den

Welleneigenschaften Frequenz v und Wellenlén-
ge A, resp. Wellenzahl k.

Genauso wie fiir Licht findet man auch bei Mate-
rie beide Aspekte. Mit Materie sind hierbei Teil-
chen gemeint, die eine nicht verschwindende Ru-
hemasse aufweisen, wie z.B. Elektronen, Neutro-
nen, Atome, Golfbélle, Planeten, .... . Dafiir ver-
wendet man tiblicherweise den Begriff “Teilchen”.
Gewdhnliche Materie besitzt aber nicht nur einen
Teilchencharakter, sondern ebenso Welleneigen-
schaften. Allerdings treten die Welleneigenschaf-
ten nur unter bestimmten Bedingungen in den
Vordergrund, dhnlich wie in der Optik.

Abbildung 8.22: Louis Victor de Broglie, 1892—
1987.
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Die Moglichkeit, dass auch Materie Welleneigen-
schaften aufweisen konnte, wurde erstmals von
Louis de Broglie (— Abb. 1923 gedulert.
Ausgangspunkt seiner Uberlegungen waren das
Fermat’sche Prinzips der Optik und des Hamil-
ton’schen Prinzips der Mechanik, welche beide
besagen, dass das Licht, resp. ein Korper, unter
den moglichen Wegen denjenigen “wahlen”, wel-
cher am wenigsten Zeit benotigt.

Er spekulierte, dass flir Materie die gleichen Be-
ziehungen zwischen Energie und Frequenz, re-
sp. Impuls und Wellenldnge gelten kénnten wie
fiir Licht. Dann miisste jedes Teilchen durch eine
Welle

U — Aei(wt—k-?)

mit Wellenldnge, resp. Wellenzahl

und Frequenz

£

=2 od _<
w oaer v h,

h

beschrieben werden.

8.2.2 Ausbreitung und Dispersion

Allerdings ist eine ebene Welle nicht die optima-
le Darstellung fiir ein Teilchen, da es damit {iber
den gesamten Raum delokalisiert wére. Eine bes-
sere Darstellung ist statt dessen eine Wellengrup-
pe, welche in der Nihe der klassischen Position
des Teilchens lokalisiert ist. Diese Postulate wur-
den 1927 experimentell belegt und 1929 erhielt
de Broglie dafiir den Nobelpreis.

Wenn diese Annahme sinnvoll ist wiirde man er-
warten, dass die Wellengruppe in der Néhe des
Teilchens lokalisiert bleibt, wenn sich dieses be-
wegt. Wir betrachten somit ein bewegtes Teil-
chen mit Masse m und Geschwindigkeit v. Seine
kinetische Energie ist dann

m
2

E=—v%

Damit wird die Kreisfrequenz

E  mv?
w = — =

h 2h

und der Betrag des Wellenvektors

L_ P _mv

= (8.1)

Wir 1ésen auf nach der Geschwindigkeit v =
hk/m und eliminieren diese aus dem Ausdruck
fiir

B hk?
C2m’
Die Geschwindigkeit der Wellengruppe sollte nun
gegeben sein als
dw  hk
v = — = — =7
“Tdk T m
Somit ist sichergestellt, dass sich die Wellengrup-
pe mit der gleichen Geschwindigkeit bewegt wie
das klassische Teilchen.

8.2.3 Beispiel: Elektronenwellen

Die Wellenldnge der Materiewelle sollte damit in-
vers proportional zum Impuls des Teilchens sein,
seine Frequenz proportional zur Energie. Auf-
grund der Kleinheit der Planck’schen Konstan-
te folgt, dass fiir massive Korper die Frequenz
sehr groff wird und die Wellenldnge sehr klein.
Um sie iiberhaupt beobachten zu konnen, sollte
man deshalb moglichst leichte Teilchen verwen-
den. Das leichteste stabile Teilchen ist das Elek-
tron, welches auch leicht zu erzeugen ist.

Fiir die Berechnung der Wellenldnge wird zu-
néchst die Geschwindigkeit bendtigt. Wir be-
trachten Elektronen mit einer kinetischen Ener-
gie, wie sie z.B. in Kathodenstrahlen verwendet
werden, also z.B.

Epin = 100eV = 1.6 - 10717 J.

Ihre Geschwindigkeit ist damit

2Ekin 3,2-101"m 6 I
=/ — 2 261002,
v Me 9.10731 s 6-10 S
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Sie ist damit noch weit unterhalb der Lichtge-
schwindigkeit und rechtfertigt die nichtrelativi-
stische Rechnung. Die Wellenldnge ist damit

h h 61034
)\:7:

= ~ 10710
p mev  9-10-31.6.106 m’

also etwa 1 Angstrom. Diese Wellenldnge ist sehr
klein im Vergleich zu makroskopischen Distan-
zen, aber sie ist vergleichbar mit atomaren Di-
stanzen.

Eine Bestatigung der Wellenhypothese kann so-
mit erreicht werden, wenn man zeigen kann,
dass periodische Anordnungen von Atomen Beu-
gungseffekte erzeugen. Diese Moglichkeit wurde
1925 von Elsasser vorgeschlagen. Eine Vorausset-
zung dafiir ist, dass Elektronen elastisch gestreut
werden, so dass die reflektierte Welle eine feste
Wellenlénge aufweist.

Elektronen-
quelle

Vergleich der
Beugungsmuster von
Réntgen und
Elektronenstrahlen

Elektrone

Abbildung 8.23: Beugung von Elektronen an ei-
nem Kristall. Unten rechts: Ver-
gleich der Beugungsmuster von
Rontgen- und Elektronenstrah-
len gleicher Wellenldnge bei
Transmission durch ein Pulver.

Die erste experimentelle Bestétigung fiir de Bro-
glie’s Vermutung wurde 1927 von Davisson und
Germer publiziert. Sie benutzten Streuung von
Elektronen an einer Kristalloberfldche. Davisson
hat dafiir 1937 den Nobelpreis erhalten. Seine
Rede anlasslich der Preisverleihung ist u.a. des-
halb interessant weil sie zeigt, wie Forschung
wirklich abléuft, d.h. nicht immer so geradlinig

wie es beim Studium von Lehrbiichern teilwei-
se erscheint, sondern u.a. durch eher zuféllige
Begegnungen, Diskussionen und experimentelle
oder technische Randbedingungen diktiert. Aus-
zugsweise ist diese Rede auch im “Berkeley Phy-
sics Course, Band 4 (QM), Kapitel 5.12 wieder-
gegeben”.

Es stellt sich natiirlich die Frage, weshalb solche
Beugungseffekte im Alltag nicht beobachtet wer-
den. Dafiir kann man z.B. die Wellenlidnge eines
Staubkorns ausrechnen, welches einen Durch-
messer von 1 pm, eine Masse von m = 1071 kg
und eine Geschwindigkeit von 1 mm/s besitzt:

h h
A=—=—=6,6-10""m.
P mu

So kurze Wellenldngen, weniger als der Durch-
messer eines Atomkerns, sind sehr schwierig zu
beobachten.

8.2.4 Interferenz und Beugung

Unabhéingig davon fand G.P. Thomson das glei-
che Resultat mittels Transmission eines Elektro-
nenstrahls durch einen diinnen Kristall. Das Ex-
periment wie auch das Resultat ist sehr &hn-
lich wie bei der Rontgenbeugung: Man verwendet
einen Elektronenstrahl anstelle eines Rontgen-
strahls und misst die Intensitdt der gestreuten
Elektronen als Funktion der Orientierung, wie in
Abb. [8.23 gezeigt. Genau wie bei Rontgenstrah-
len erhélt man ein Beugungsmaximum wenn die
Bragg - Bedingung

asinGznA:n—h

mit n =1,2,3, ... erfiillt ist.

Genau wie bei Lichtwellen kann man bei Mate-
riewellen Interferenzeffekte beobachten. Im Bei-
spiel von Abb. [8.24 wurde eine Elektronenwelle
durch einen Doppelspalt geschickt. Die Interfe-
renz zwischen den beiden Pfaden erzeugt eine
Modulation der Intensitat auf dem Schirm, wel-
che mit zunehmender gesamter Teilchenzahl be-
obachtet wird. Das interessante an diesem Ex-
periment ist, dass es die Teilchen- und Wel-
lenaspekte im gleichen Experiment aufzeigt. So
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Abbildung 8.24: Interferenzmuster von Elektro-
nen, welche durch einen Dop-
pelspalt geflogen sind.

messen wir die Ankunft jedes Teilchens auf dem
Schirm z.B. mit einem Zahler, der fiir jedes Teil-
chen einen Ort und eine Zeit des Auftreffens lie-
fert. Dieser Teil entspricht somit dem Teilchen-
charakter. Andererseits kénnen wir von den ein-
zelnen Teilchen nicht sagen, ob sie durch den un-
teren oder oberen Spalt durchgetreten sind. Die-
se Information wire bei einem klassischen Teil-
chen verfiigbar, wiirde aber das Interferenzmu-
ster zerstoren.

Elektronen- j
quelle ~ l
Objekt .
agnetische
H Linsen
——
Bildschirm

Abbildung 8.25: Schematische Darstellung eines
Elektronenmikroskops.

Elektronenwellen konnen auch durch Linsen ge-
beugt und damit fiir die Mikroskopie verwendet
werden. Abb. zeigt schematisch den Auf-
bau eines Elektronenmikroskops. Die Elektronen

werden durch ein System von elektrischen und
magnetischen Linsen fokussiert und auf einen
Bildschirm projiziert.

Abbildung 8.26: Stehende Elektronenwellen in
einem Ring aus Eisenatomen.

13l

Heute kénnen Welleneigenschaften u.a. auch mit
einem Tunnelmikroskop nachgewiesen werden.
Abb. zeigt ein Experiment, bei dem 48 Ei-
senatome auf einer Kupferoberfliche in einem
Ring angeordnet wurden. Die Elektronenwellen
werden an diesen Fremdatomen reflektiert und
bilden stehende Oberflichenwellen, welche mit
einem Rastertunnelmikroskop abgebildet wurde

13].

8.2.5 Neutronen

Ein anderes wichtiges Beispiel sind Neutronen,
welche ebenfalls fiir Sruktur-Untersuchungen
verwendet werden. Insbesondere werden soge-
nannte thermische Neutronen verwendet, d.h.
Neutronen, deren kinetische Energie der mitt-
leren thermischen Energie bei Raumtemperatur
entspricht

p2

- 2mp

:%k‘BT fir T =300K.

In Elektronenvolt entspricht diese Energie etwa
26 meV.

Aus der Energie kann man den Impuls von ther-
mischen Neutronen berechnen:

=V SkBTmN
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und ihre Wellenlénge

\ h h
N p_\/3kBTmN
610734
— m
V/3-1,4-10-23.300-1,7-10-27
~ 10_10m,

also wiederum etwa ein Angstrom, wie bei
den 100 eV Elektronen aus Kapitel [8.2.3. Die
hier diskutierten Neutronen haben jedoch ei-
ne kinetische FEnergie, die um einen Faktor
100/0,026=3846 niedriger ist. Dieser wird kom-
pensiert durch das Massenverhéltnis

my

~ 1836.

Me

Bei gleicher Energie ist der Impuls p = v/2m&pin
von Neutronen um den Faktor

N~ V1836 ~ 43

Me

grofer als bei den Elektronen und die Wellenlan-
ge deshalb um den gleichen Faktor kiirzer.

8.2.6 Schwerere und
zusammengesetzte Teilchen

Welleneigenschaften kann man nicht nur Ele-
mentarteilchen zuordnen, sondern auch zusam-
mengesetzten Teilchen wie Neutronen, Atome
oder Molekiile. Geméf Gleichung wird je-
doch mit zunehmender Masse die de Broglie
Wellenlénge kiirzer. Erste Versuche dazu wur-
den 1930 von Estermann und Stern’] mit Helium
durchgefiihrt.

Ein Heliumatom hat eine Masse von 6,7 - 10727
kg, also ahnlich wie ein Neutron (4 mal), und da-
mit bei thermischen Geschwindigkeiten die hal-
be Wellenldnge. Estermann und Stern haben die
Beugungsmaxima bei der Reflexion an NaCl Kri-
stallen gemessen. Wenn die Bragg-Bedingung er-
fiillt ist, findet man eine erhchte Reflektivitét,

I. Estermann and O. Stern, Z. Phys. 61 (1930) 95.

/1, ; 50K
Wi.—/‘\/ Grenamg o° |

v e ; 100°K z
Dreturng 0°
7
v o e: 600°K |3
Dretung 0°
7
w

) ey 300K |57
Dretung 45°

~ N

—

He; s00°K |57

z
./\A/\”ifii
2
7

Lzb'—fr"—rb’—ff" VAR LA /LA L

Abbildung 8.27: Beugung von He und Hs an
NaCl.

!

wie in Abb. gezeigt. Da es sich um ther-
mische Strahlen handelt, besitzen die Teilchen
eine relativ breite Verteilung von Geschwindig-
keiten und Wellenldngen und die Reflexionsma-
xima sind relativ breit. Es ist aber moglich, die
mittlere Wellenldnge der Strahlen zu &ndern, in-
dem man die Temperatur und / oder die Art des
Atoms / Molekiils dndert. Dadurch werden die
Positionen der Beugungsmaxima verschoben.

Der néchste Schritt ist von Atomen zu Molekii-
len. Auch dieser Schritt wurde bereits von Ester-
mann und Stern durchgefiihrt, welche neben He
auch die Beugung von molekularem Wasserstoff,
Ho, untersuchten. An groferen Molekiilen wur-
den erst vor wenigen Jahren Beugungseffekte
nachgewiesen.

Dafiir wurde ein Strahl von Cgg Molekiilen zu-
néchst kollimiert und dann auf ein Beugungsgit-
ter geschickt, wie in Abb. @gezeigt [2]. In einer
Distanz von ca. 1 m wurden dann die Beugungs-
maxima gemessen.

Werden aber die Massen grofer, so werden die
Wellenléngen extrem kurz. Bei einer Kegelkugel,
z.B., der wir der Einfachheit halber eine Masse
von 1 kg und eine Geschwindigkeit von 1 m/s
zuordnen, wird der Impuls p=1 mkg/s und die
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100 nm diffraction
grating

Scanning photo-
ionization stage

Oven . / /1// .’] /
C( 0[) rjl/ | ] ia 9}
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10 pm 10 ym : 7/ 4N Sﬁlx[echcn 2

Collimation slits

mit

Abbildung 8.28: Doppelspaltexperiment
Cgo-Molekiilen. [2]

de Broglie Wellenlange

A= 6. 107%m,
p

Bei der Diskussion der Optik hatten wir gefun-
den, dass wir die Welleneigenschaften eines Teil-
chens nicht beobachten konnen, wenn die Dimen-
sionen des Apparates grofs sind im Vergleich mit
der Wellenlédnge. Diese Voraussetzung ist offen-
sichtlich fiir eine Kegelbahn erfiillt. In diesem
Bereich kann die Ausbreitung mit Hilfe der geo-
metrischen Optik, respektive der klassischen Me-
chanik diskutiert werden.

Man kann noch weitergehen und z.B. die Wellen-
lange der Erde bestimmen. Deren Masse betréagt
6 - 10%* kg. Auf der Bahn um die Sonne hat sie
eine Geschwindigkeit von ca. 30 km/sec und da-
mit eine Wellenléinge von 4-107%3 m. Deshalb ist
die klassische Mechanik, welche die Welleneigen-
schaften der Materie vollstdndig vernachléssigt,
eine ausgezeichnete Néaherung fiir die Beschrei-
bung von astronomischen Objekten.

8.3 Formalismus und
Interpretation

8.3.1 Historische Vorbemerkungen

Die oben dargestellten experimentellen Hinweise
wurden im Laufe der ersten Jahrzehnte des 20.

Rydber, Rifz
Spektrum vy

lenarc
Thomson  Rutherford
Aforn

Heisenberg

Planck

schwarze Strahlung "~ ~' P Sommerfeld
N

Quontenmerhanik

de Broglie

Licht- / Schrodinger

MO‘““"'O" S/

wien Einstein

Quantenfeldtheorie

Abbildung 8.29: Schematische Darstellung der
Entwicklung der Quantenme-
chanik.

Jahrhunderts durch die neu entwickelte Theorie
der Quantenmechanik iiberwunden. Abb.
fasst die konzeptionelle Entwicklung zusammen.

Einstein  Langerin
e Kamertingh Onnes

Abbildung 8.30: Teilnehmer der 1. Solvay-Kon-
ferenz.

Im Vergleich zu heute war es eine relativ kleine
Zahl von Physikern, welche diese Theorie ent-
wickelten. Abb. zeigt einige von ihnen an-
lasslich der 1. Solvay Konferenz.

8.3.2 Grundlagen

Der Formalismus der Quantenmechanik verwen-
det

e Die Zustandsfunktionen W: sie enthéalt alle
Informationen iiber den Zustand des rele-
vanten Systems.

e Operatoren A, welche auf die Zustandsfunk-
tion wirken. Diese beschreiben physikalische
Griiflen wie Ort, Impuls oder Energie.

Die Zustandsfunktion fasst das vorhandene Wis-
sen iiber den Zustand des Systems zusammen.
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Sie beschreibt eine Welle, welche im einfachsten
Fall (ebene Welle) dargestellt werden kann als
\I/(.I',t) _ aei(kl«x*wt) — CLei(pggaﬁfft)//‘z’

wobei die Beziehungen £ = hw, p = hk verwen-
det wurden.

Zu den charakteristischen Eigenschaften der
Quantenmechanik gehort, dass sie linear ist. Die
bedeutet, dass wenn 2 Zustidnde ¥ und ¥, er-
laubte Zustinde sind, dass immer auch die Uber-
lagerung

U =cV; + ¥y C%—G—C%:l

ein erlaubter Zustand ist.

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen, das durch
diese Wellenfunktion beschrieben wird, am Ort
x zu finden, ist

Hier wurde vorausgesetzt, dass die Funktion nor-
miert ist, d.h.

/OO [(2)dz =1

—0o0

flir ein Teilchen. Die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen in einem bestimmten Volumenelement
zu finden, ist entsprechend gegeben durch das
Integral {iber das betreffende Volumenelement.

Es existieren verschieden Darstellungen dieser
Funktionen und Operatoren. Eine beliebte ist die
Darstellung der Funktionen als Vektoren und der
Operatoren als Matrizen.

8.3.3 Quantenmechanische
Messungen; Erwartungswerte

Aus den Anfingen der Quantenmechanik hat
man einen Formalismus fiir die Beschreibung von
Messungen entwickelt. Misst man eine Grofse, die
einem Operator A entspricht, so ist der Erwar-
tungswert fiir die Messung

(W]A|D)

=Ty

Hier stellt (a|b) das Skalarprodukt dar.

Ist der Zustand ¥; ein Eigenzustand von A, gilt
also

fiir einen Eigenwert a;, so ist offenbar

N
) T

Meist wéahlt man die Zustandsfunktionen ¥; nor-
miert, (¥;|¥;) = 1. Die Eigenwerte von A sind
die moglichen Resultate von dispersionsfreien
Messungen. Ist das System vor der Messung
nicht in einem Eigenzustand, so wird es durch
die Messung in einen Eigenzustand gebracht. Fi-
ne Messung im Sinne des quantenmechanischen
Messprozesses ist somit nicht ein einfaches “Hin-
schauen und Ablesen des Resultates”, es beein-
flusst im Allgemeinen den Zustand des Systems.
Die Ausnahme ist nur der Fall wo sich das Sy-
stem bereits in einem Eigenzustand der Observa-
blen (d.h. des Operators, welcher gerade gemes-
sen wird) befindet.

Ein allgemeiner Anfangszustand kann als Linear-
kombination der Eigenzusténde geschrieben wer-
den,

U=> al(ft) Y la’=1,
7

)

da diese eine vollstéindige Basis darstellen. Bei
einer Messung geht der Zustand dann mit Wahr-
scheinlichkeit |¢;|? in den Zustand ¥; iiber, und
das Resultat der Messung ist durch a; gegeben,
also den Eigenwert des Operators, der zum ent-
sprechenden Endzustand gehort. Mehrere Mes-
sungen an einem Superpositionszustand ergeben
deshalb unterschiedliche Resultate. Die Breite
der Verteilung der Messresultate héngt von der
Art des Superpositionszustands ab.

Beispiel: Ein Teilchen sei in einem Zustand, wel-
cher als Superpositionszustand einer Verteilung
von ebenen Wellen beschrieben werden kann,

ko '
U= / c(k)et.
—ko
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Hier stellt kg die Breite der Verteilung dar. Of-
fenbar hat dieses Teilchen (im Gegensatz zu ei-
nem Teilchen, das als ebene Welle beschrieben
werden kann), keinen scharfen Impuls.

Fiihrt man an diesem Teilchen eine (ideale) Mes-
sung des Impulses durch, so kann man als Re-
sultat nur eine Eigenfunktion des Impulses, d.h.
eine ebene Welle erhalten. Nach der Messung be-
findet sich das Teilchen somit im Zustand e?**.
Wird an diesem Zustand nochmals der Impuls
gemessen, so ist das Resultat immer Ak, und der

Zustand andert sich nicht mehr.

8.3.4 Die wichtigsten Operatoren

Die wichtigsten Operatoren der Quantenmecha-
nik sind Ort i", Impuls ;3’ und Energie #. Der
Ortsoperator entspricht in der Ortsdarstellung
einer Multiplikation mit &, d.h.

TV =2V,

Beim Photon hatten wir bereits gesehen, dass
der Impuls einer harmonischen Welle als

p=hk

geschrieben werden kann. Dies kann verallge-
meinert werden. Im eindimensionalen Fall erhélt
man die Wellenzahl k als

Damit wird der Impulsoperator in 3 Dimensio-
nen

0
- 5 Y
p=—itV = —ili | £
gi

Der Energieoperator wird iiblicherweise als H
(Hamiltonoperator) geschriebenf®] Man erhilt
ihn aus dem klassischen Ausdruck fiir die Energie
eines Systems, indem man Ort und Impuls durch
die entsprechenden Operatoren ersetzt. So ist der

8Das -Zeichen markiert Operatoren. Wenn keine Ver-
wechslungsgefahr besteht wird es meist weggelassen

Hamiltonoperator eines freien Teilchens gegeben
durch die kinetische Energie:

2
_r
gkm - om
und somit
N\ 2
- Z;i B (—ihV) B _h2V2
2m 2m - 2m

8.3.5 Schrodingergleichung

Die zeitliche Entwicklung des Systems, d.h. die
Zeitentwicklung von W(z,t) ist gegeben durch
die Schrodingergleichung

0
HY, (7, t) = ih— V(7 t).
ot
‘H bezeichnet den Hamiltonoperator des Sy-
stems. Dieser Operator entspricht dem quanten-

mechanischen Ausdruck fiir die Energie.

Besonders wichtig sind diejenigen Losungen der
zeitabhingigen Schrédingergleichung, die Eigen-
funktionen W¥; des Hamilton-Operators darstel-
len, d.h.

’H\I/z(ﬁ t) = EZ\I/Z(’F, t). (8.2)
Hier entspricht &;, der Eigenwert, der Energie des
entsprechenden Zustandes. Aus Eigenzustinden
erhélt man Losungen der Schrédingergleichung,
indem man sie als Produkt eines rdumlichen An-
teils W;(7) mit einem zeitabhéngigen Phasenfak-
tor e~*it/M gchreibt:

\I/»L(’I?, t) = \I/,‘<T7)€_igit/h.

Die Phase ist somit linear in der Zeit und in der
Energie &; des Zustandes. Setzt man diese Funk-
tion in die urspriingliche Gleichung ein, so
erhalt man

H\I/i(ﬁe—i&t/h = ihW;(7) %e—i&-t/h

= &Y, (T_")eiigit/h.
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Division durch den
e—igit/ﬁ

zeitabhangigen Faktor
ergibt die “stationdre” oder zeitunabhén-
gige Schrodingergleichung

HY,(7) = &, (7).

Hier handelt es sich um eine Eigenwertgleichung,
die nicht mehr von der Zeit abhéngt.

Q4

2

(0]

c

L

——

&3 ——— ]
Es — U,
51 \Ill

Abbildung 8.31: Energie-Eigenwerte und Eigen-
zustande.

Die Losungen dieser Gleichung stellen die statio-
néren Zustinde des Systems dar (— Abb. [8.31).
Sie bilden die natiirliche Basis fiir die Beschrei-
bung eines quantenmechanischen Systems. Diese
Zustande werden oft einfach als “die Zustdnde
des Systems” bezeichnet, auch wenn nur die zei-
tunabhéngigen (bis auf den Phasenfaktor) Zu-
stdnde gemeint sind. Die zeitunabhéngige Schro-
dingergleichung beschreibt somit nur die statio-
néren Zustande.

Die zeitabhingige Schrédingergleichung gilt fiir
alle quantenmechanischen Zustdnde und be-
schreibt die zeitliche Entwicklung eines Systems,
welches sich in einem beliebigen Zustand befin-
det.

8.3.6 Heisenberg’s Unschirfenrelation

In Kap.|8.3.3|wurde gezeigt, dass nach einer idea-
len quantenmechanischen Messung des Impulses
das Teilchen in eine ebene Welle kollabiert. Der
Ort des entsprechenden Teilchens ist nicht scharf
definiert, das Teilchen ist gleichméfig iiber den
gesamten Raum verteilt. Bei einem Zustand mit

scharem Impuls ist somit der Ort vollstiandig
unbestimmt. Dies ist ein spezielles Beispiel fiir
einen sehr allgemeinen Befund: Es gibt Grofsen,
die nicht gleichzeitig genau bestimmt sind. Dies
wird als Heisenberg’sche Unschérferelation oder
Unbestimmtheitsrelation bezeichnet. Sie wurde
1927 von Werner Heisenberg formuliert.

Fiir einen allgemeinen Zustand sind weder Ort
noch Impuls exakt bestimmt sind. Ist z.B.

b 2 2
” :/ ¢~ (h—ko)2/AK? ika
—00

d.h. die Verteilung im Impulsraum ist eine Gauf-
Funktion, so ist auch die Verteilung im Ortsraum
eine Gauf-Funktion.

Fiithrt man zwei Messungen A und B hinterein-
ander durch, so hingt das Ergebnis offensichtlich
von der Reihenfolge der Messungen ab: das Sy-
stem ist am Schluss in einem FEigenzustand des
zuletzt gemessenen Operators. Beide Messungen
nacheinander ergeben das Resultat

v — ABU.
Fiir eine andere Reihenfolge der Messungen ist
der Endzustand i.A. unterschiedlich, sofern

AB— BA—[A B £0.

Dann ist es nicht moglich, beide Gréfsen mit be-
liebiger Genauigkeit zu messen. Der Operator
[A, E] wird als Kommutator (Vertauschungsope-
rator) bezeichnet.

Den Einfluss einer Messung auf das Resultat ei-
ner spateren Messung eines konjugierten Opera-
tors (z.B. Ort / Impuls) kann man gut anhand ei-
ner Welle beschreiben. Wie im Beispiel von Abb.
[R.32 lisst man die Welle durch einen schmalen
Spalt laufen. Damit kann man ihren Ort (senk-
recht zur Ausbreitungsrichtung) mit beliebiger
Genauigkeit (der Breite des Spaltes) bestimmt.
Die Beugungseffekte fithren jedoch dazu, dass die
Wellenlange (d.h. der Impuls) in die entsprechen-
de Richtung nicht mehr gut definiert ist.

Fiir Ort- und Impuls gilt

[a,pa] = —ih [CV?pﬁ} =0 Ck,ﬁ =T,Y,z.
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d > A: Ort unscharf

]

d < A: Ort scharf

[

|

Impuls unscharf

Abbildung 8.32: Unschérfe
Wellen.

bei

Beugung von

Fir das mittlere Schwankungsquadrat der
Messresultate gilt:

(Aa)? = (a—a)? Ap,Aa >

| St

Dies wird als Heisenberg’sche Unschérfenrelati-
on oder Unbestimmtheitsrelation bezeichnet. Sie
wurde 1927 von Werner Heisenberg formuliert.

8.3.7 Interpretationen

Eines der wichtigsten Resultate des quantenme-
chanischen Formalismus ist die Aussage, dass
einzelne Ereignisse nicht mit Sicherheit vorher-
sagbar sind, sondern lediglich Wahrscheinlichkei-
ten fiir ihr Eintreffen. Die war auch (oder vor al-
lem) fiir einige der Pioniere der Quantenmecha-
nik nur schwer zu akzeptieren. Einstein formu-
lierte seie tiefe Abneigung dagegen in der Aus-
sage “Gott wiirfelt nicht”. Zusammen mit zwei
weiteren Autoren publizierte er einen berithm-
ten “Beweis”, dass dies lediglich darauf zuriickzu-
fiihren sei, dass die Quantenmechanik noch nicht
vollstdndig sei. Sie vermuteten, dass sie ergdnzt
werden konnte, indem man weitere, bisher unbe-
kannte Variablen beriicksichtigt, welche den Aus-
gang der Ereignisse definitiv bestimmen kénnten.

1964 konnte dann John Bell] zeigen, dass aus
dieser Annahme bestimmte Ungleichungen fol-
gen, welche von Kombinationen von Messungen

9John Stewart Bell (1928 - 1990)

erfiillt sein miissen. Es ist jedoch leicht zu zeigen,
dass die Quantenmechanik diese Ungleichungen
teilweise verletzt. Dies erdffnete eine Moglich-
keit, experimentell zu testen, ob die Quantenme-
chanik vollstdndig ist, oder ob doch verborgene
Variablen exisiteren koénnten. Die Experimente
wurden inzwischen durchgefithrt und sie stim-
men mit den Voraussagen der Quantenmechanik
iiberein und verletzen die Bell’schen Ungleichun-
gen klar.

Hugh Everett llI
(1930 - 1982)

Abbildung 8.33: Die “Many-Worlds” Interpreta-
tion der Quantenmechanik.

Es gibt weiterhin Bemiihungen, eine Losung fiir
das fundamentale Zufallsprinzip der Quanten-
mechanik zu finden. Eine davon ist die “Many-
Worlds” Interpretation von Hugh Everett (—
Abb. , welche annimmt, dass bei jeder Mes-
sung das Universum sich nicht auf eine der bei-
den moglichen Resultate festlegt, sondern alle
prinzipiellen Moglichkeiten realisiert, indem es
sich aufspaltet. Allerdings nehmen wir davon
nichts wahr, da wir uns nur in einem der mogli-
chen Realisierungen befinden - allerdings befin-
det sich ein Zwilling in der anderen Realisierung.

8.4 Eindimensionale Probleme

Wiéhrend realistische Quantensysteme nur nu-
merisch behandelt werden kénnen, gibt es eine
Reihe von einfachen Modellen, welche analytisch
behandelt werden kénnen und trotzdem relevan-
te Resultate iiber reale Systeme liefern. In vielen
Féllen reicht es, diese in einer Dimension zu be-
handeln.
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8.4.1 Der harmonische Oszillator

Ein wichtiges Beispiel fiir ein quantenmechani-
sches System in einer Dimension ist der harmo-
nische Oszillator. Er beschreibt zum Beispiel die
Schwingung von Atomen in Molekiilen und Fest-
korpern, aber auch alle anderen schwingungsfé-
higen Systeme in der Nahe ihres Potenzialmini-
muins.

Wie in der klassischen Physik ist der harmoni-
sche Oszillator gegeben durch ein quadratisches
Potenzial

V(z) = az®.

Unter Beriicksichtigung der kinetischen Energie
erhdlt man den Hamiltonoperator

Setzt man dieses Potenzial in die Schrodinger-
gleichung ein, so findet man, dass die Energien
durch den Ausdruck

1
En=(Mn+ §)h1/

gegeben sind, d.h. sie sind dquidistant und der
Zustand niedrigster Energie liegt um ein halb-
es Quant tiber dem Minimum der Potenzialkur-
ve. Die Energiedifferenz hv hingt ab von der
Krimmung des Potenzials und von der Masse
des bewegten Teilchens. Dies ist einer der wich-
tigsten Unterschiede zwischen der klassischen
und der Quantenmechanik. Die Frequenz v ist
die Schwingungsfrequenz des entsprechenden Sy-
stems, z.B. die Frequenz einer Molekiilschwin-

gung.

Abbildung [8.34 zeigt eine graphische Darstel-
lung der Eigenzustdnde des harmonischen Oszil-
lators. Im Grundzustand ist das Maximum der
Zustandsfunktion in der Mitte des Potenzials.
Der erste angeregte Zustand weist einen Null-
durchgang auf, der zweite zwei etc.

I
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Abbildung 8.34: Energien und Eigenzustinde
(Realteile) des harmonischen
Oszillators.

8.4.2 Teilchen im Potenzialtopf

Ein weiteres einfaches Beispiel ist gegeben durch
das Potenzial
Ulx) = 0 fir0<z<L

oo sonst.

Die potenzielle Energie verschwindet somit im
Bereich des “Kastens” [0, L] und ist unendlich
auferhalb. Man bezeichnet es deshalb als Teil-
chen im Potenzialtopf (particle in a box). Dies
ist ein wichtiges, wenn auch idealisiertes System,
das eine gute Nidherung fiir viele reale Systeme
darstellt. So werden in der Halbleiterphysik hau-
fig Elektronen in sogenannte Potentialtopfe ge-
bracht, u.a. um damit Halbleiterlaser herzustel-
len. Auf dhnliche Weise wird Licht in Glasfasern
gefiihrt, z.B. bei der Datentibertragung. Dies ist
auch ein gutes Modell fiir die Bindung von ge-
wissen Elementarteilchen in Atomkernen.

Der Hamiltonoperator fiir dieses System enthélt
wie beim freien Teilchen kinetische Energie, so-
wie zusatzlich den Beitrag der potentiellen Ener-

gie

2 2
_r _ 20" 1
H= Y +U(z) =—h 522 3 +U(z).
Da das Potential auBerhalb der Mulde unend-
lich grof ist, wiirde eine Komponente der Wel-
lenfunktion in diesem Bereich zu einer unendlich

hohen Energie fithren. Wir interessieren uns aber
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nur fiir Zustdnde mit endlicher Energie, so dass
wir fordern miissen, dass die Zustandsfunktion
aufserhalb der Mulde verschwindet. Da die Zu-
standsfunktion stetig sein muss, gilt auch

(8.3)

Damit kénnen wir unsere Betrachtungen auf den
Bereich der Potentialmulde 0 < x < L be-
schrinken und die Gegenwart des Potentials iiber
die Randbedingungen berticksichtigen. Das
Teilchen ist somit gebunden, es muss sich mit
Wabhrscheinlichkeit 1 innerhalb des Potential-
topfs aufhalten:

L
/ dz|¥(z))* = 1.
0

Innerhalb des Potentialtopfs verhélt sich das Sy-
stem wie ein freies Teilchen, welches durch eine
ebene Welle beschrieben wird. Mit der Randbe-

dingung (8.3) erhélt man folgende Funktionen
als Losung der Schrodingergleichung:

nnr

U, (z,t) =Ch sin(T)e*iw”t n=12....

Der Wellenvektor ist somit & = nw/L und die
Energie ist gleich der kinetischen Energie

h2k? n2m2h? n2h?
g ey — = = .
M= om T 2mL?  SmL2
E
3
||?
0 L Ort x

Abbildung 8.35: Die 3 niedrigsten Zusténde fiir
ein Teilchen in einem Potenzi-
altopf.

Die Energie steigt somit quadratisch mit dem In-
dex n. Die Zustandsfunktionen weisen mit zu-
nehmender Energie eine grofer werdende Zahl

von Nulldurchgéngen, so genannten Knoten auf.
In Abb. .35 sind jeweils die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten dargestellt. Mit zunehmender
Energie werden die Wellenlédngen kiirzer, was ei-
nem zunehmenden Impuls und damit zunehmen-
der kinetischen Energie entspricht. Interessant
ist auch, dass damit die Zustandsfunktion des
Teilchens in Bereiche aufgeteilt wird, zwischen
denen die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu
finden, verschwindet. Solche Zusténde, in denen
das Elektron sich nicht mehr frei bewegen kann,
sondern auf einen lokalen Bereich beschrankt ist,
werden als lokalisierte Zustdnde bezeichnet.

8.4.3 Anwendung;:
Halbleiter-Quantenstrukturen

Abbildung 8.36: GaAs Quantenfilm.

Obwohl das Teilchen im Potentialtopf zun&chst
nur ein mathematisch angenehmes Modellsy-
stem ist, kann man solche Systeme heute in
guter Naherung verwirklichen. Zu den wichtig-
sten Beispielen gehoren Elektronen in Halbleiter-
Schichtstrukturen. Abb. [8.36 zeigt eine entspre-
chendes Beispiel,

Indem man die Zusammensetzung auf atoma-
rer Skala kontrolliert, kann man ein effektives
Potenzial fiir die Elektronen erzeugen, welches
sie z.B. in einen sog. “Quantentopf” einschliefst.
Solche Strukturen sind inzwischen bei der Her-
stellung von Lasern sehr wichtig geworden. Na-
tirlich stimmt das Modell nicht exakt, aber es
stellt eine erste Naherung dar. Die wichtigste Ab-
weichung ist, dass das Potenzial auferhalb des
‘Topfs’ endlich ist.

Vergleicht man Quantentépfe mit unterschiedli-
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Dicke des
Quantentopfs 8 10 12 15 19nm
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Abbildung 8.37: Photolumineszenz einer Probe
mit 5 unterschiedlich dicken
Quantentopfen.

cher Dicke, so erwartet man, dass die Energie der
Elektronen etwa proportional zu 1/L? ansteigt.
Dies wird durch experimentelle Daten bestéatigt.
In der Industrie wird dieser Effekt benutzt, um
die Wellenlénge von Halbleiterlasern anzupassen.
Abb. [8.37 zeigt entsprechende Messdaten. Ge-
messen wird hier die Energiedifferenz zwischen
Elektronen im Leitungsband und dem oberen
Rand des Valenzbandes. Dabei wird die Elektro-
nenenergie um die Energie des Grundzustands
erhoht. Man kann die Grundzustandsenergie fiir
einen bestimmten Quantenfilm bestimmen, in-
dem man die Frequenz der emittierten Photonen
vergleicht mit Frequenz der Photonen, die vom
Volumen-Material emittiert werden (Linie ganz
rechts in Abb. . Das Volumenmaterial ent-
spricht dem Grenzfall L — oo.
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