2 Mechanik

2.1 Kinematik

2.1.1 Grundbegriffe

Die Mechanik ist der “klassischste” Teil der Physik,
sie umfasst diejenigen Aspekte die schon am lidng-
sten untersucht wurden.

Abbildung 2.1: Galileo Galilei (1564-1642)

Zu den wichtigsten Begriindern gehort Galileo Ga-
lilei (— Abb. [2.1)), der wichtige Beitridge zur expe-
rimentellen Untersuchung von Naturgesetzen (Me-
chanik, Astronomie) lieferte und vor allem sehr ge-
schickt war, deren Bedeutung und seine Beitrige
dazu offentlichkeitswirksam zu verbreiten. Zu den
wichtigsten Beispielen gehoren seine Fallversuche,
mit denen er zeigte, dass die Fallgeschwindigkeit fiir
alle Korper gleich ist.

Fiir die Verbreitung seiner Ideen verwendete er vor
allem seine “Dialoge” (— Abb.[2.2), in denen fiktive
Personen seine theoretischen Konzepte mit &lteren
Vorstellungen vergleichen.

Die eigentliche Formalisierung der Mechanik ist vor
allem Isaac Newton (— Abb. zu verdanken,
welcher mit Hilfe weniger Grundprinzipien (“New-
tons Gesetzen”) den grof3ten Teil des damaligen phy-
sikalischen und astronomischen Wissens herleiten
konnte. Sein Hauptwerk sind die ‘“Philosophiae na-
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Abbildung 2.2: Titelseiten von Galileos Dialog iiber
die Weltsysteme.

turalis principia mathematica”, also die mathemati-
schen Grundlagen der Naturwissenschaft.

Die Mechanik kann aufgeteilt werden in die Gebiete

Statik: Zusammensetzung und Gleichgewicht von
Kriften.

Kinematik: Die Kinematik beschreibt Bewegungs-
prozesse quantitativ. Dabei wird die Ursache
der Bewegung nicht untersucht.

Dynamik: Effekt von Kriften auf die Bewegungs-
prozesse.

AuBerdem unterscheidet man Teilgebiete danach,
welche Objekte beschrieben werden. Im Folgenden
werden die meisten Konzepte mit Hilfe eines stark
idealisierten Modells diskutiert, dem Massenpunkt.
Weitere Klassen von Objekten sind starre und defor-
mierbare Korper.

2.1.2 Eindimensionale Kinematik

Wir beginnen mit eindimensionaler Kinematik, d.h.
mit einer Bewegung, welche mit einer einzigen Orts-
koordinate beschrieben werden kann, welche die Po-
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2 Mechanik

Abbildung 2.3: Isaac Newton (1642-1727).

sition des Korpers auf einer vorgegebenen Bahn be-
schreibt. Ein typisches Beispiel ist eine Eisenbahn
auf einem einzelnen Gleis: dieses kann gebogen
sein, aber die Position der Eisenbahn ist exakt be-
stimmt wenn man die Position beziiglich einem Ko-
ordinatennullpunkt angibt.

Ein Massenpunkt ist ein Modell fiir einen Korper,
dessen Ausdehnung fiir die behandelte Fragestellung
keine Rolle spielt. Die Bewegung des Massenpunk-
tes ist vollstdndig beschrieben, wenn man die Positi-
on s als Funktion der Zeit ¢ angibt. Dies erfolgt ma-
thematisch durch eine Funktion s(¢) oder graphisch
durch ein Weg-Zeit Diagramm.
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Abbildung 2.4: Weg-Zeit Diagramm.

Die Geschwindigkeit v des Massenpunktes kann aus

dem Weg-Zeit Diagramm (— durch Ableitung
bestimmt werden:

A Ta M
Graphisch ist die Geschwindigkeit durch die Stei-
gung der Kurve im Weg-Zeit Diagramm bestimmt.

Anstelle der instantanen Geschwindigkeit v(z) inter-
essiert manchmal auch die mittlere Geschwindigkeit

_ As
v=—.
At

Im Weg-Zeit Diagramm ist dies die Steigung der di-
rekten Verbindung zwischen zwei Punkten.

Anstelle des Weges kann man auch die Ge-
schwindigkeit als Funktion der Zeit auftragen. Im
Geschwindigkeit-Zeit Diagramm ist die zuriickge-
legte Wegstrecke als Integral (=Flidche unter der Kur-
ve) gegeben:

s(t) = 5(0) + / V(') dr' .
0

Analog zur Definition der Geschwindigkeit als An-
derung des Ortes pro Zeiteinheit wird die Beschleu-
nigung als Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit-
einheit definiert:

_dv H_m
a_dt a—sz.

Im Geschwindigkeit-Zeit Diagramm erscheint die
Beschleunigung als Steigung der Kurve, im Ort-
Zeit Diagramm als Kriimmung: Positive Kriilmmung
(nach oben) bedeutet positive Beschleunigung, ne-
gative Kriimmung Verzogerung (d.h. Abbremsung).
Die Geschwindigkeit ist durch das Integral der Be-
schleunigung gegeben:

v(t) = v(0) + / a(f')dr' .
0

Der Weg ist dementsprechend

s(t) = 5(0) +v(0)t + gtz.
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2 Mechanik

2.1.3 Konstante Beschleunigung

Ein wichtiger Spezialfall ist die konstante Beschleu-
nigung, a(t) = a. Dazu gehort u. a. der freie Fall. Fiir
einen Korper, der sich zunéchst in Ruhe (vg = 0) am
Punkt s(0) = 0 befindet nimmt die Geschwindigkeit
bei konstanter Beschleunigung proportional zur Zeit
zu, v(t) = at. Der zuriickgelegte Weg ist deshalb

2.1)

Auf der Erdoberflache wirkt auf alle K&per eine kon-
stanten Beschleunigung nach unten mita = —g = -
9,81 ms 2 fiir ein Koordinatensystem, das senkrecht
nach oben zeigt.

Wir erwarten somit, dass der zuriickgelegte Weg
quadratisch mit der Zeit ansteigt. Im Ausdruck
ist die Masse nicht enthalten, es fallen also alle Ob-
jekte mit der gleichen Beschleunigung und mit der
gleichen (zeitabhingigen) Geschwindigkeit.

I

Ku‘geln Kugeln
i Lo
jeweils
gleichem im
Abstand Abstand
1:2:3:4 ——r 12:22:32:42

S4

83
In welchen Zeit-
intervallen treffen
die Kugeln jeweils
am Boden auf ?

Abbildung 2.5: Experiment zum freien Fall: Es sind
jeweils Gewichte in unterschiedli-
cher Hohe montiert. Sie werden
gleichzeitig fallen gelassen.

Wir verifizieren die Vorhersage (2.1) anhand eines
Experimentes. Jeweils vier Gewichte werden in un-
terschiedlicher Hohe liber dem Boden aufgehidngt
und gleichzeitig losgelassen (— Abb. [2.5). An der
ersten Schnur sind die Gewichte im Abstand 0:1:2:3
(d.h. linear) angebracht : #;=(0; 1,6; 3,2; 4,8) m. Wer-
den diese gleichzeitig fallen gelassen, so erreichen

sie den Boden nach einer Zeit

2h;
ti= ’/? =[0,0,57;0,81;0,99],

also mit abnehmenden Abstinden.

An der zweiten Schnur sind die Gewichte im Ab-
stand 1:4:9:16 (also quadratisch. Konkret betragen
die Hohen h;=(0,3; 1,2; 2,7; 4,8) m. Die Zeit bis sie
auf dem Boden auftreffen, sollte deshalb zu den Zei-
ten

2h;
- \f ~[0,25:0,49:0,74:0,99]
8

auf dem Boden auftreffen. Der Abstand zwischen
2 aufeinanderfolgenden Ereignissen ist somit ¢ —
t; = 0,25 s, fiir alle 3 Abstinde. Dies ldsst sich aku-
stisch tiberpriifen: im zweiten Fall treffen die Ge-
wichte etwa mit gleichen Abstidnden auf dem Boden
(d.h. der Metallplatte) auf.

Im Normalfall unterscheidet sich die Fallgeschwin-
digkeit unterschiedlicher Objekte: eine Feder und
ein Stein fallen nicht gleich schnell. Das liegt daran,
dass in der Beschreibung der Luftwiderstand nicht
beriicksichtigt wurde. Im Vakuum fallen die Objekte
aber wirklich mit gleicher Geschwindigkeit.

2.1.4 Senkrechter Wurf nach oben

Beschleunigung

[s(t) = 5(0) + v(0)t + 3;2]
/ 1 2

Anfangsort
Anfangsgeschwindigkeit

Abbildung 2.6: Das  Superpositionsprinzip:  An-
fangsort, Anfangsgeschwindigkeit
und Beschleunigung liefern unab-
hingige Beitrige.

Befindet sich der Korper zu Beginn nicht in Ru-
he, so wird die Bewegung aufgrund der Anfangsge-
schwindigkeit der Bewegung aufgrund der (gleich-
formigen) Beschleunigung iiberlagert. Man bezeich-
net dies als Superpositionsprinzip (— Abb. [2.6): der
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2 Mechanik

Anfangsort, die gleichformige Bewegung und die
gleichformige Beschleunigung konnen unabhingig
berechnet und die Resultate addiert werden.

Als Beispiel betrachten wir einen Korper, der von
einem Turm (Hohe Ay = 10 m) mit einer Anfangs-
geschwindigkeit v(0) = 5 m/s senkrecht nach oben
geworfen wird. Die Schwerkraft erzeugt eine zeit-
lich konstante Beschleunigung von a = —g = -9.81
m/s? nach unten.

Die Geschwindigkeit wird somit

v(t)=vo+at=(5-9.81t)m/s [t]=s

Der erste Term beschreibt die Anfangsgeschwindig-
keit und ist unabhéngig von der Zeit; dazu wird das
Produkt aus Beschleunigung und Zeit addiert.

Fiir den Ort (d.h. die Hohe h) erhalten wir

h(t) ho+vot +a /21> =

(1045 —4.9t))m. [f] =s.

Hier stellt der erste Term den Ausgangspunkt dar - er
ist zeitunabhédngig. Der zweite Term beschreibt den
Effekt der Anfangsgeschwindigkeit, und der dritte
Term ist auf die konstante Beschleunigung zuriick-
zufiihren.

Die maximale Hohe wird erreicht fiir v(¢) = 0:
5-9,81t, =0 — 1, =0,51s,
zum Zeitpunkt 7,,,. Sie betridgt dann

h(0,51s) = (1042.55—1.27)m = 11,28m.

Die Kugel trifft auf den Boden (4 = 0) auf wenn

h(t)) = 0=hg+vot+ gtz =
= 10451 —4.94,
d.h. bei
o vt /Vi+2¢ho 54251196
o = g - 9,81 -
54 14,87

9,81

t t2

& Héhg X[mMN\=

Zeit t[s]

Abbildung 2.7: Hohe als Funktion der Zeit.

Wie in Abb. gezeigt, hat diese Gleichung zwei
Losungen:

t1 =2,03 und 1 =-1,01.

Wir miissen jetzt tiberpriifen weshalb wir zwei Lo-
sungen erhalten. Die erste (¢; > 0) ist diejenige die
wir suchen. Die zweite (, < 0) entspricht ebenfalls
einer Durchquerung des Bodens durch den Koérper
- allerdings bevor er vom Turm nach oben gewor-
fen wurde. Der Korper wiirde bei dieser Losung bei
t = 0 an der Spitze des Turmes eintreffen und an-
schlieBend die gleiche Kurve verfolgen wie der Kor-
per, der bei ¢t = 0 geworfen wurde. Man erhélt hiufig
mathematisch mehr Resultate als physikalisch sinn-
voll sind, wenn man die Randbedingungen nicht be-
riicksichtigt: in diesem Fall betrachten wir nur Zeiten
t>0.

2.1.5 Kinematik in zwei und drei
Dimensionen

In vielen Fillen findet Bewegung in mehr als einer
Dimension statt. Physikalische Groflen, die durch
Betrag und Richtung beschrieben werden, nennt man
Vektoren. In diesen Fillen wird die Position durch
zwei oder mehr Koordinaten beschrieben, also z.B.
x(t), y(t), z(¢). Dafiir muss ein Bezugssystem festge-
legt werden. Dieses besteht aus einem Bezugspunkts
O und gerichteten Orientierungslinien im Raum. Be-
ziiglich dieses Koordinatensystems ist eine Position
dann definiert durch einen Vektor 7 vom Ursprung
zum entsprechenden Punkt (— Abb. [2.8).

Grundsitzlich ist man frei in der Wahl der Koordi-
naten, doch sind hiufig kartesische Koordinatensy-
steme einfach zu handhaben. Dabei handelt es sich
um rechtwinklige Koordinatensysteme mit gleichem
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2 Mechanik

1l

Abbildung 2.8: Vektor und Koordinatensystem.

Mafstab in allen Richtungen. Die Bewegung eines
Massenpunktes in drei Dimensionen wird dann be-
schrieben durch einen Vektor

(1) (1)
d ) | ={ w
(1) (1)

Geschwindigkeitsvektor
= Tangente

@é
N
&

Abbildung 2.9: Bahnkurve in 3D.

Tragt man den Weg als Kurve auf, so ist die Ge-
schwindigkeit ¥(z) an einem beliebigen Punkt 7(¢)
entlang der Tangente gerichtet, wie in Abb. [2.9] ge-
zeigt.

Ist die Beschleunigung eines Massenpunktes gege-
ben, so konnen Geschwindigkeit und Ort als Funk-
tion der Zeit fiir die Komponenten einzeln bestimmt
werden:

V(i) =

50) + / ae\dt' =

Somit sind die drei Komponenten unabhiéngig von-
einander.

Fiir den Fall konstanter Beschleunigung erhalten wir
wiederum

7(t) = 7(0) + ¥(0)r + gﬂ.

2.1.6 Wurfparabel

Abbildung 2.10: Schiefer Wurf.

Wir illustrieren dieses Verhalten anhand einer zwei-
dimensionalen Bewegung im Schwerefeld der Er-
de, d.h. mit konstanter Beschleunigung nach unten.




2 Mechanik

Abb. [2.10 zeigt ein Beispiel eines solchen Wurfs.
Wir wihlen ein Koordinatensystem mit x in horizon-
taler und z in vertikaler Richtung (nach oben). Der
Korper sei zum Zeitpunkt ¢t = 0 bei

Die Anfangsgeschwindigkeit betréigt
< cos >
Vo ) .
sin o
und die Beschleunigung

a:<_0g>

ist zeitlich konstant. Somit ist die Bewegung

; cos ¢ n ﬁ 0
Yo sin & 2\ —¢

Vot cos &,
= . . g 2
vot sina — 5t

Hr) =

Wir kénnen diese Kurve auch als Gleichung schrei-
ben. Die beiden Koordinaten ergeben 2 Gleichun-
gen:

2

X = Vot Ccos &, z:votsinoc—ga.

Wir 16sen die erste Gleichung nach der Zeit ¢ auf:

X

=
Vo COS

und setzen diesen Ausdruck in die zweite Gleichung
ein:

2 8

z=xtano — x> —2>——.
2v3cos? o

Kurven der Form z = ax + bx? stellen Parabeln dar.
In diesem speziellen Fall spricht man von der “Wurf-
parabel”. Abb.|2.11 zeigt ein Beispiel.

v,0) />a

e

Abbildung 2.11: Bahnkurve des schiefen Wurfs.
An einigen Punkten sind auch
die Geschwindigkeitskomponenten
dargestellt.

Man kann sie z.B. durch einen Wasserstrahl sichtbar
machen, wie in Abb.[2.12/gezeigt. Wir betrachten zu-
nichst den einfachsten Fall dass das Wasser horizon-
tal austritt, d.h. o = 0. Die Gleichung reduziert sich
dann zu

S
= 55
2v;

d.h. eine nach unten offene Parabel. Im Experiment
tritt der Wasserstrahl horizontal aus der Diise aus und
fallt unter dem Einfluss der Gravitationsbeschleuni-

gung. Die roten Kreise markieren eine Parabel durch
die Werte (x/y) = (1/1), (2/4), (3/9), (4/16), (5/25) ...

Wird der Wasserstrahl gekippt, so wird o # 0 und
das Wasser erhilt eine Anfangsgeschwindigkeit in
vertikaler Richtung. Der Scheitelpunkt der Parabel
verschiebt sich dadurch nach rechts oben.

2.1.7 Unabhingigkeitsprinzip

Nicht nur die Anfangswerte von Beschleunigung,
Geschwindigkeit und Position gehen linear in die
Gleichung ein; wir haben auch gesehen, dass die ein-
zelnen Koordinaten voneinander unabhingig sind.
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Q

wird fallengelassen

wird horizontal
geworfen

Abbildung 2.13: Unabhéngigkeitsprinzip.

Die bedeutet z.B., dass eine Kugel, welche aus 1
m Hohe fallengelassen wird, den Boden nach ¢ =
\/2s/a = 0.45s erreicht, unabhingig davon ob sie
sich zu Beginn in Ruhe befindet oder eine horizonta-
le Anfangsgeschwindigkeit aufweist. Abb.[2.13]zeigt
dies durch Vergleich der Trajektorien von 2 Kugeln.

Wir iiberpriifen dies, indem wir zwei Kugeln am
gleichen Hebel befestigen (— Abb. 2.14). Wird mit
dem Hammer darauf geschlagen, so fillt die eine
senkrecht hinunter, die andere in einer Parabel. Dass
beide gleichzeitig auf dem Boden auftreffen lasst
sich leicht akustisch verifizieren. Dies wird auch aus

Abbildung 2.14: Unabhingigkeitsprinzip: Eine Ku-
gel wird fallen gelassen, die ande-
re gleichzeitig horizontal geworfen.
Beide treffen gleichzeitig am Bo-
den auf.

der Vektorschreibweise der Bewegungsgleichung er-

(” )= )

2(1)

es handelt sich um zwei unabhéngige Gleichungen,
ohne Kopplungsterm. Das Unabhingigkeitsprinzip
besagt, dass sich die beiden Koordinaten unabhéngig
voneinander entwickeln. Dies gilt immer fiir gleich-
formig beschleunigte Bewegungen.

X0+ veot + S1°
20+ vaot + G1*

X, Z

Xx(t)

Zeit t

z(t)

Abbildung 2.15: Unabhéngige Zeitentwicklung fiir
2 Koordinaten im Schwerefeld.

Die x-Komponente der Geschwindigkeit ist kon-
stant, die x Koordinate wichst deshalb linear (in bei-
den Fillen; fiir die rote Kugel ist v, = 0).

Ein weiteres Experiment dazu ist der “Affenschuss”:
Wie in Abb. [2.16 gezeigt, schiefit ein Jiger auf einen
Affen. Dieser lisst sich fallen, wenn er den Miin-
dungsblitz des Gewehrs sieht. Wohin muss der Jager
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y=voyt —%gtz=h —%gfz

Abbildung 2.16: Der ”Affenschuss”.

zielen um den Affen (Hohe A, Distanz xg) zu treffen?
Was ist der Einfluss der Anfangsgeschwindigkeit vo?
VernachlaBigt man zunéchst die Erdbeschleunigung,
so muss der Jager offenbar auf den Affen zielen um
ihn zu treffen, d.h. tana = h/xy. Die Flugzeit der
Kugel ist

X0

o = .
Vo cos O

Der zusitzliche Einfluss der Erdbeschleunigung ist
identisch fiir den Affen und die Kugel: Beide fal-
len um eine Strecke z = —gr3 /2. Die Kugel trifft so-
mit unabhiingig von der Miindungsgeschwindigkeit
wenn der Jiger richtig zielt und der Affe sich sofort
fallen ldsst.

/—\‘i’/dt/—\

Ort Geschwindigkeit Beschleunigung
nt) v(t) at)

W N
[ dt’

Abbildung 2.17: Zusammenfassung der Kinematik.

Im Sinne einer kurzen Zusammenfassung soll Abb.
217 nochmals daran erinnern, was das Thema der
Kinematik ist: Es geht um die Beziehung zwischen
Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung, welche
aus einander durch Differenzieren, resp. Integrieren
hergeleitet werden konnen. In vielen Fillen gilt dies

fiir die verschiedenen Raumdimensionen unabhin-
gig voneinander.

2.2 Dynamik von Massenpunkten

Die Dynamik befasst sich mit der Bewegung, welche
von Kriften erzeugt und geéndert wird.

2.2.1 Definitionen

Die wichtigsten Grundbegriffe der Dynamik sind die
Masse, der Impuls und die Kraft.

Masse ein Mal fiir den Widerstand eines Korpers
gegen Bewegungsidnderungen. Sie ist unabhén-
gig vom Ort und vom Bewegungszustand. Da-
mit ist sie auch ein geeignetes Mal} fiir die
Stoffmenge. Das iibliche Symbol ist iz und die
SI-Einheit ist kg. Man unterscheidet manchmal
zwischen der trigen Masse (siehe oben) und
der schweren Masse, welche ein Maf fiir die
Schwerkraft ist. Experimentell findet man kei-
nen Unterschied zwischen schwerer und triager
Masse und die Relativitétstheorie zeigt, dass sie
sich nicht unterscheiden.

Impuls pist ein MaB fiir die Bewegung. In der klas-
sischen Mechanik ist er gegeben durch das Pro-
dukt aus Geschwindigkeit und Masse, p = mv.
Er ist somit eine vektorielle Gro3e parallel zur

Geschwindigkeit. Seine Einheit ist m-kg-s~'.

Kraft F ist ein MaB fiir die Fihigkeit, eine Bewe-
gungsinderung zu erzeugen. SI-Einheit: N =
m-kg-s~2.

Zwei Experimente sollen das Konzept der Masse
veranschaulichen. Im ersten Experiment ist an ei-
ner Masse oben und unten jeweils eine gleich starke
Schnur befestigt. Zieht man an der unteren Schnur
langsam, so reisst die obere Schnur, da hier die Ge-
wichtskraft des Masse zusétzlich zur Zugkraft wirkt.
Zieht man schnell, so reisst die untere Schnur, da die
Tragheit der Masse verhindert, dass die Zugkraft auf
die obere Schnur iibertragen wird.

Die Trégheit der Masse kann auch dazu fiihren, dass
ein Gegenstand in Ruhe bleibt, wenn die Kraft dar-
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auf nur fiir eine kurze Zeit wirk. In diesem Expe-
riment wird ein Besenstiel auf 2 Trinkgldsern gela-
gert. Schldgt man langsam auf den Stiel, so wird der
Stof auf die Glédser iibertragen und sie zerspringen.
Schldgt man jedoch schnell genug darauf, so zer-
bricht der Besenstiel, da er nicht genug Zeit hat, den
Stof auf die Glaser an den Enden zu iibertragen.

2.2.2 Newton’sche Axiome

Die Grundlage fiir die hier behandelte Mechanik
wurde im Wesentlichen von Newto gelegt. Sei-
ne Publikation der mathematischen Grundlagen der
Physik markierte den Ubergang von der peripateti-
schen Dynamik, welche auf die griechischen Phi-
losophen zuriickgeht, zur Newton’schen Dynamik,
welche heute als klassische Mechanik bezeichnet
wird. Thr Grundlage sind die drei Newton’schen
Axiome:

Tragheitsgesetz: Ein Korper, auf den keine dufe-
ren Krifte wirken, behilt seine Geschwindig-
keit nach Richtung und Betrag bei. Mathema-
tisch:ﬁzO%%‘?zO.

Abbildung 2.18: Experimentelle Verifikation von
Newton’s Axiomen: Bewegung auf
einer Luftkissenschiene.

Die Bedingung, die in diesem Axiom enthalten ist,
ist in der Praxis natiirlich nur sehr schwer zu rea-
lisieren. Man kann sie in einem Demonstrationsex-
periment ndherungsweise verwirklichen, indem man

saac Newton, 1642 — 1727

einen Korper auf einem Luftkissen laufen ldsst und
so Reibungskrifte sehr gering hilt. An zwei Stel-
len dieser Schiene wird jeweils gemessen wie lan-
ge der Korper die Fotozelle verdunkelt, wie lange er
also braucht um eine Strecke zuriickzulegen, die sei-
ner eigenen Linge entspricht. Wir erwarten eine Zeit
t ={/v, wobei / die Linge des Korpers darstellt. Die
gemessene Zeit ist somit indirekt proportional zur
Geschwindigkeit, eine Anderung der Geschwindig-
keit erscheint als eine Anderung der Zeit. Das Ex-
periment zeigt, dass die gemessenen Zeiten in etwa
konstant sind.

Das zweite Newton’sche Axiom ist das

Aktionsgesetz = Grundgesetz der Mechanik: Die
zeitliche Anderung des Impulses p = mv ist
gleich der resultierenden Kraft F':

dp - dav .

b= mE = mad.
Dieses Axiom kann auch als Definition einer
Kraft betrachtet werden.

Im Experiment von Abb. 2.18 wirkt die Kraft die
Korper am Umkehrpunkt; dies geschieht durch zwei
Federn, welche am Wagen, resp. an der Schiene be-
festigt sind.

Das dritte Newton’sche Axiom ist das

Wechselwirkungsgesetz (actio = reactio): Wirkt
ein Korper 1 auf einen Korper 2 mit der Kraft
F15 so wirkt der Korper 2 auf den Korper 1 mit
der Kraft

1 =—Fp,

d.h. mit gleichen Betrag und umgekehrter Richtung.
Krifte treten somit immer paarweise auf.

Dieses Prinzip kann in einem einfachen Experiment
verifiziert werden. Dabei werden nicht direkt die
Krifte gemessen, sondern das Integral der Krifte.
Aus

dp
F=-—"=
dt
folgt

[5)
/Fdz =Ap=p(t)—p),
n
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d.h. die gesamte Wirkung der zeitabhingigen Kraft
F ist eine Impulsidnderung Ap. Sind die beiden Kréf-
te zu jedem Zeitpunkt entgegengesetzt so sind auch
die Impulsidnderungen entgegengesetzt.

Dies kann sehr schén an Wagen auf einer Luftkissen-
schiene gezeigt werden, z. B. indem man die beiden
Wagen zunichst in Ruhe starten, wobei eine Feder
zwischen ihnen komprimiert ist, die eine abstoBen-
de Kraft erzeugt. Dadurch werden sie in entgegen-
gesetzte Richtungen beschleunigt. Sind beide gleich
schwer so erhalten sie auch die gleiche (entgegen-
gerichtete) Geschwindigkeit, wie die Messung durch
die beiden Lichtschranken ergibt. Wird die Masse
des einen Wagens verdoppelt, so bewegt sich die-
ser langsamer; seine Geschwindigkeit ist nur halb so
grof} wie diejenige des leichteren Wagens, und damit
haben beide den gleichen Impuls,

Vi
mypvy = 2m15 =mvy.

2.2.3 Kraft und Beschleunigung

Abbildung 2.19: Newton’s 3. Axiom: der Apfel er-
fihrt die gleiche Kraft wie die Erde.

Gemal dem 3. Newton’schen Axiom ist die Kraft,
welche ein Apfel auf die Erde ausiibt, gleich grof3
wie die Kraft, welche die Erde auf den Apfel ausiibt
(— Abb. [2.19). Wenn der Apfel zur Erde fillt muss
demnach auch die Erde in Richtung auf den Apfel
fallen. Weil gemall dem zweiten Axiom die Kraft ei-
ne Impulsidnderung erzeugt,

dp  dv

F="=m—
dt mdt’

ist jedoch bei gegebener Kraft die Geschwindigkeits-
dnderung indirekt proportional zur Masse,

-

@ _F
dt  m’

Wegen der Grofle der Erdmasse ist deshalb die Be-
schleunigung sehr gering.

Ein analoges Beispiel ist das eines Liufers, der zu ei-
nem Spurt startet. Dafiir beschleunigt er mit a = 0,5
m/s?. Seine Masse sei m=100 kg. Er bendtigt somit
eine Kraft von F = am =50 mkgs 2= 50N. Die glei-
che Kraft wirkt in entgegengesetzter Richtung auf
die Erde. Diese wird deshalb ebenfalls beschleunigt,
in entgegengesetzter Richtung, mit

50N 50N

m
= =8.3-1074=.
MErde 6- 1024kg ’ 2

S

AErde =

Auf Grund der hohen Masse ist somit die Beschleu-
nigung der Erde sehr gering.

2.2.4 Zusammenfassung und Giiltigkeit

O Tragheitsgesetz : v = const.
ohne auRere Kraft

O Aktionsgesetz : dp/dt = F

@ Actio = Reactio : Fi. = -F

Voraussetzungen:

Isaac Newton,
1642 — 1727

@ Inertialsystem (d.h. nicht beschleunigt)

@ Kleine Geschwindigkeiten, v « ¢

Abbildung 2.20: Newton und seine Axiome.

Diese drei Grundgesetze, zusammengefasst in Abb.
2.20, sind die wichtigsten Grundlagen fiir die Dyna-
mik. Thre Einfithrung fiihrte zu einer radikalen Ver-
einfachung der Physik und Astronomie.

Die Giiltigkeit der Newton’schen Axiome definiert
den Bereich der klassischen Mechanik:
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e Die Zeit ist absolut und unverinderlich und
hingt nicht von der Bewegung und dem Ort
ab.

* Es gibt einen “absoluten Raum”, d.h. ein ab-
solut ruhendes System, in dem alle Bewe-
gungsabliufe stattfinden.

* Die Eigenschaft “Masse” eines Korpers geht
nie verloren oder entsteht aus dem Nichts.
“Masse” ist unabhingig vom Bewegungszu-
stand und bleibt erhalten.

Der experimentelle Befund ist, dass diese drei Axio-
me gelten, sofern folgende Bedingungen erfiillt sind:

* Das Bezugssystem ist nicht beschleunigt; Be-
zugssysteme, in denen die drei Axiome gelten,
werden als Inertialsysteme bezeichnet.

* Die (relativen) Geschwindigkeiten der Korper
sind klein im Vergleich zur Lichtgeschwindig-
keit (Relativititstheorie).

2.2.5 Masse

Das 2. Newton’sche Axiom kann auch als Definiti-
on der Masse betrachtet werden: Die trige Masse my,
stellt den Widerstand eines Korpers gegen eine Be-
wegungsinderung dar:

o d7T

F = m,ﬁ.

Die heute noch giiltige Einheit der Masse ist gege-
ben durch das Ur-Kilogramm, einen Platin-Iridium
Zylinder, welcher in Paris aufbewahrt wird. Kopien
davon existieren in verschiedenen Lindern, unter an-
derem bei der PTB in Braunschweig.

Eines der Probleme mit dieser Definition des Kilo-
gramms liegt darin, dass es nicht perfekt stabil ist.
ADbb.[2.21 zeigt, wie sich die Masse von unterschied-
lichen Kopien des Urkilogramms als Funktion der
Zeit dndert. Es ist davon auszugehen, dass das Urki-
logramm selber #hnlichen Anderungen unterliegt.

Um solche Probleme zu vermeiden, hat man inzwi-
schen die meisten Grundeinheiten so definiert, dass
sie Funktionen von Naturkonstanten sind, welche

(oo
Official copies

60 =K1 —137)

-7

40 == 8(41) 47 i

Mass change (micrograms)

—40 v [reee e e P e frees ISR REPIPS [ e e [ REPPR ¢
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Abbildung 2.21: Variation der gemessenen Masse
von unterschiedlichen Kopien des
Ur-Kilogramm:s.

iberall gemessen werden konnen. In nichster Zeit
soll dies auch bei der Masseneinheit (dem kg) ge-
schehen. Die vorgeschlagene Neudefinition der SI-
Einheit lautet

Ein Kilogramm ist die Planck’sche Konstante, di-
vidiert durch 6,626070015 - 10~3* m/s2.

Mit dieser Definition kann iiberall ein Vergleich
durchgefiihrt werden. Das dafiir notwendige Instru-
ment wird als Watt-Waage bezeichnet.

Die Masse spielt nicht nur beim 2. Newton’schen
Axiom eine wichtige Rolle, sie ist auch die relevante
GroBe bei der Schwerkraft. Die Anziehung zwischen
zwei Massen M und m; betragt

- M
F=-G r’;“*, (2.2)
mit der Gravitationskonstante
N 2 3
G=6,67-10""1 2 =6.67-107" .
kg kgs

Wegen der geringen Stérke der Gravitationswechsel-
wirkung ist eine entsprechende Messung sehr auf-
windig und bedarf guter Planung um Fehler zu ver-
meiden. Die Masse m; in Gleichung wird als
schwere Masse bezeichnet.

2.2.6 Schwere und trige Masse

In der klassischen Physik sind die schwere und
die trige Masse zunichst voneinander unabhingige
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Experimentator Jahr Methode
(10" N - m¥/kg?)

Cavendish 1798 Torsionswaage, Ablenkung 6,754
Poynting 1891 Gewdohnliche Waage 6,698
Boys 1895 Torsionswaage, Ablenkung 6,658
von Edtvds 1896  Torsionswaage, Ablenkung 6,65
Heyl 1930 Torsionswaage, Periode

Gold 6,678

Platin 6,664

Glas 6,674
Zahradnilek 1933 Torsionswaage, Resonanz 6,659
Hey! und Chrzanowski 1942 Torsionswaage, Periode 6,673
Luther und Towler 1982 Torsionswaage, Periode 6.6726

Abbildung 2.22: Gemessene Werte der Gravitations-
konstanten G.

GroBen. Fillt ein Korper im Schwerefeld der Erde,
so lautet die Bewegungsgleichung

o
Ydt”

dp

Fe =msg = dr

Somit taucht die schwere Masse m; wie auch die tra-
ge Masse m; in der Gleichung auf. Berechnet man
die Beschleunigung

dv my

a=—= —,
dt gm[

(2.3)
so ist diese proportional zum Verhiltnis von schwe-
rer zu trager Masse. In den meisten Fillen gibt es
keinen Grund, zwischen schwerer und triger Masse
zu unterscheiden, man setzt deshalb m; = m; = m.

Abbildung 2.23: Atwood’sche Fallmaschine.

Es gibt aber auch Prozesse, bei denen die schwe-
re und die trige Masse unabhiingig veridndert wer-
den konnen. Ein Beispiel dafiir ist die Atwood’sche
Fallmaschine, welche 1784 von George Atwood ent-
wickelt wurde, um die Gesetze der gleichmaBig
beschleunigten Bewegung zu untersuchen. Mit ihr
kann man mit einfachen Mitteln statt der Fallbe-
schleunigung eine beliebig verringerte Beschleuni-

gung erhalten. In der Version von Abb. 2.23 be-
steht sie aus einer Masse M, welche horizontal be-
wegt wird. Eine weitere Masse m wird vertikal be-
wegt. Diese hidngt im Schwerefeld der Erde und un-
terliegt somit der Gravitation. Beschleunigt man das
System, so muss die Gesamtmasse M + m beschleu-
nigt werden; zur Gewichtskraft trigt jedoch nur die
Masse m bei. Die Bewegungsgleichung ist deshalb

F = (M+m)a:(M+m)d—2x:mg.
dt?
d*x _ m
arr M—i—mg'

Die Beschleunigung ist somit um das Verhiltnis aus
schwerer zu triger Masse skaliert.

Integration liefert fiir x(0) = 0, dx/dt(0) =0

dr M+mg

1 m 2
t = ——U091".
X(t) 2M+m

Im Experiment wird die Zeit gemessen, welche der
Schlitten benétigt, um eine Distanz von x = 2 m zu-
riickzulegen. Theoretisch sollte dies

. /2x_ 2xM+m
Voa g m

M/g | m/g | (M+m) | a/ms? t/s t/s
g berechnet | berechnet | gemessen

218 | 20 238 0,824 2,203 2,24
40 258 1,521 1,622 1,63

436 | 40 476 0,824 2,203 2,21
50 516 1,521 1,622 1,62

Tabelle 2.1: Resultate eines Experiments mit der At-
wood’schen Fallmaschine.

Tabelle [2.1|zeigt die Resultate eines entsprechenden
Experiments.

In diesem Experiment tragen zwei Korper zur trigen
Masse m, bei, aber nur einer zur schweren Masse
my. Betrachtet man jedoch einzelne Korper, so fin-
det man experimentell, dass seine schwere und trige
Masse immer proportional zueinander sind, m; o< m;.
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Es ist deshalb praktisch, die beiden Massen gleich
zu setzen, my; = m; = m. In Gleichung kann die
Masse deshalb eliminiert werden. Dieses sogenannte
Agquivalenzprinzip wird im Rahmen der allgemeinen
Relativitétstheorie zu einem Axiom.

2.3 Krifte in der Dynamik

2.3.1 Krifte und Felder

Krifte sind aus der Statik bekannt, welche im We-
sentlichen auf dem Gleichgewicht der Krifte be-
ruht. In der Dynamik sind die Kréfte die Ursache fiir
Bewegungsidnderungen. Gemill dem Newton’schen
Axiom konnen Krifte iiber die von ihnen erzeugte
Impulsénderung beschrieben werden:

dp

F=--.
dt

Damit ist die entsprechende Einheit

k
[F] = mizg = N = Newton.
S
Die Schwerkraft, die z.B. im Schwerefeld der Erde
auf einen Korper wirkt, ist gemif (2.2) proportional
zur Masse des Korpers. Die resultierende Beschleu-

nigung ist

v 1dp 1
=—— = —mg=g.

_):—_ = ﬁ:
“ dt  mdt

1
m
Hier ist g die Erdbeschleunigung

o GmEgqe

2
TErde

Damit ist die induzierte Impulséinderung proportio-
nal zur Masse, wéhrend die Beschleunigung unab-
hingig von der Masse ist. Dieser Effekt wird im
Allgemeinen davon iiberdeckt, dass unterschiedliche
Luftreibung vorliegt, kann aber im Vakuum gezeigt
werden. In Abb. [2.24 werden ein Apfel und eine Fe-
der im Vakuum fallen gelassen. Die einzelnen Auf-
nahmen zu unterschiedlichen Zeiten zeigen, dass sie
gleich schnell fallen.

Abbildung 2.24: Freier Fall eines Apfels und einer
Feder im Vakuum.

In der Gravitation wirkt offenbar eine Kraft zwi-
schen zwei rdumlich getrennten Objekten. Dies wur-
de lange als unplausibel betrachtet, so z.B. Newton
in einem Brief an Bentley 1692. Man versuchte dies
durch das Konzept des Feldes zu iiberbriicken. Die-
ses Feld wird von einer Quelle erzeugt und wirkt auf
alle Korper, welche eine bestimmte Eigenschaft be-
sitzen und sich in dem Feld aufhalten. Beispiele sind
elektrische Felder, welche von elektrischen Ladun-
gen erzeugt werden und auf elektrische Ladungen
wirken, oder Gravitationsfelder, welche von Masse-
behafteten Korpern erzeugt werden und auf massive
Korper wirken. Beispiel: Die Gleichung kann
man so interpretieren, dass die Masse M ein Gravi-
tationsfeld

M
—T

Ec=-G
G 3

erzeugt. Das Feld ist somit unabhéngig von der Mas-
se, auf die es wirkt und stellt eine Verallgemeinerung
der Kraft dar. Bringt man die Masse m in dieses Feld,
so wirkt darauf eine Kraft

o . Mm
FG = EGm = —GTT;
I
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2.3.2 Elementare und phinomenologische
Kriifte

Man unterscheidet zwischen elementaren Kriften,
welche durch eine kleine Zahl von physikalischen
Grundgesetzen beschrieben werden, und phédnome-
nologischen Kriften, welche zu Vereinfachung von
komplizierten Zusammenhingen eingefiihrt werden.

Wechselwirkung Tragerteilchen  Beispiel
%>
elektromagnetische Photon Ui g
b
4
starke Gluon @
schwache W, Z
Gravitation Graviton

Abbildung 2.25: Die vier fundamentalen Wechsel-
wirkungen.

In der Natur kommen 4 elementare Wechselwirkun-
gen vor: die elektromagnetische (wobei im Rahmen
dieser Vorlesung hier elektrische und magnetische
Krifte meist getrennt behandelt werden), die star-
ke, die schwache Kernkraft und die Gravitations-
Wechselwirkung (— Abb. 2.25). Fiir den Alltag sind
nur die elektrischen und magnetischen Krifte, sowie
die Schwerkraft relevant. Elektrizitit und Magnetis-
mus werden im Kapitel 4 behandelt.

Bild 15: Schema der Vereinigung aller Kréfte in

UCHTOPTIK "
der Natur aus heutiger Sicht

(ECevFea]

stmu:m'n | l mmm I

o«mnmm& e I
mnrrumnu

|
|
|
)

FELOTHEORIE DER.
SCHWACHEN KRAFT
w'w

(QUANTEN -

Li.(l‘mvuwll ]
o
VEREINHE I TLICHTE
SCHWACHE ELEKTROMAGNETISCHE KRAFT
hﬂlm;ﬂ‘i‘,ﬁ!' B

— ENAEITLICHE
ﬂUANTEHEIEHluDIMkﬂHIL
[ EINHEITLICHE URKRAFT 2

Abbildung 2.26: Vereinheitlichte  Beschreibungen
der fundamentalen Wechselwir-
kungen.

Zu den groBten Erfolgen der physikalischen For-
schung des letzten Jahrhunderts gehort die erfolg-
reiche Vereinheitlichung der Beschreibung dieser
Wechselwirkungen. Abb. [2.26 fasst die entsprechen-
den Stufen zusammen.

Dehnung eines Drahtes Gemessene Abhangigkeit

Draht

Y
°

AXE
F

Abbildung 2.27: Phinomenologische Kraft einer Fe-
der.

=

Dehnung Ax

| -Gewicht

Kraft F

Dariiber hinaus verwendet man jedoch auch soge-
nannte phdnomenologische Wechselwirkungen, wie
z.B. die Kraft einer Feder, welche grundsitzlich
auf die fundamentalen Wechselwirkungen zuriickge-
fiihrt werden kann. Héufig ist diese Riickfiithrung je-
doch sehr kompliziert und aufwindig, so dass man
sich mit einer phdnomenologischen Beschreibung
begniigt. Dazu gehoren z.B. elastische Krifte, wie
bei einer Feder. Wie in Abb.[2.27 gezeigt, findet man
iber einen gewissen Bereich oft eine lineare Bezie-
hung,
ot
D

mit der Feder- oder Dehnungskonstanten D.

2.3.3 Reibungskriifte

Eine weitere Gruppe von phinomenologischen Krif-
ten sind Reibungskrifte. Diese findet man immer
dann, wenn Korper sich beriithren und sich relativ
zueinander parallel zur Kontaktfliche bewegen. Die
Krifte wirken entgegen der Bewegungsrichtung, d-
h. sie hemmen die Bewegung. Reibung kann auf un-
terschiedliche Weise reduziert werden, z.B. durch
die Verwendung einer Luftkissenschiene.

Man unterscheidet zwischen Gleitreibung und Haft-
reibung. Haftreibung fithrt dazu, dass ein Korper
sich nicht bewegt, wenn die daran angreifende Kraft
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geringer ist als die Haftreibung. Gleitreibung ent-
steht, wenn ein Korper sich gegeniiber einer Unter-
lage oder einem Medium bewegt. Sie ist der Bewe-
gungsrichtung entgegengesetzt und hiingt von der re-
lativen Geschwindigkeit zwischen Korper und Um-
gebung ab. Man unterscheidet

AuRere Reibung/Festkdrperreibung. Bei Fest-
korpern, dies sich auf einer festen Unterlage
bewegen. Hier ist die Reibungskraft Fr (in ge-
wisser Ndherung) proportional zur Normalkraft
Fy, mit der der Korper auf die Unterlage driickt:

Fr = [JFN.

Die Proportionalititskonstante ¢ wird als Reibungs-
zahl bezeichnet; sie ist unabhingig von der (makro-
skopischen) Kontaktfliche und von der Geometrie.
Typische Reibungskoeffizienten liegen im Bereich
von 0.1 bis 0.5, wobei Extremwerte deutlich kleiner,
aber auch grofer als 1 werden konnen.

des
standes mit Hilfe eines Federkraft-
messers.

Abbildung 2.28: Messung Reibungswider-

Abb. [2.28 zeigt ein Experiment, bei dem man die
Stirke der Reibung iiber eine Federwaage misst.
Man findet, dass die Haftreibung groBer ist als die
Gleitreibung und dass die Gleitreibung mit dem Ge-
wicht des Korpers zunimmit.

Die Haftreibung kann man messen, indem man einen
Korper auf eine geeignete Unterlage stellt, deren
Neigung variiert werden kann (— Abb. 2.29). Bei
der Neigung o, bei der der Korper zu rutschen be-
ginnt, halten sich die Reibungskraft Fg = tsN mit
dem Reibungskoeffizienten (g und der Normalkraft
N = mgcos o die Waage. Somit ist

Fr mgsina

= = =tan«.
Hs N  mgcosa

m gsina.
S

Abbildung 2.29: Haftreibung auf einer schiefen Ebe-
ne.

Somit kann der Reibungskoeffizient als Tangens des
Neigungswinkels bestimmt werden.

Gleitreibung  Haftreibung

Flichen 1P Hs
Glas auf Glas 0.4 09-1
Glas auf Metall 0.2-0.3 0.5-0.7
Metall auf Metall 03-1
Stahl auf Stahl 0.6 0.7
Stahl auf Stahl
Mit 1 dazwischen 0.03-0.11 | 0.05-0.13
Teflon auf Metall 0.04 0.04
Gelenk mit Gelenk- 0.003
flissigkeit sehr klein !
Gummi auf Beton 0.25 03
|(naB)
Gummi auf Beton 0.8 1- 4
(trocken) z.B. Reifen

Tabelle 2.2: Heft- und Gleitreibungskoeffizienten
fiir unterschiedliche Materialien.

Tabelle [2.2] zeigt Haft- und Gleitreibungskoeffizien-
ten fiir unterschiedliche Paare von Materialien.

2.3.4 Dynamik mit Reibung

Gleitet ein Korper auf einer schiefen Ebene mit Nei-
gung o (— Abb. [2.31), so hat die Schwerkraft eine
Komponente

F =mgsina

entlang der Bewegungsrichtung, welche den Korper
beschleunigt. Ohne Beriicksichtigung der Reibung
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bewegt sich ein zundchst ruhender Korper mit der

Geschwindigkeit
v=at =gsinozt. 2.4)

Den zuriickgelegten Weg erhilt man durch Integrati-
on:

! sin ott?
§= = .
28

Beriicksichtigt man auch die Reibung, so wirkt zu-
siatzlich eine bremsende Kraft F,, welche in be-
stimmten Féllen ndherungsweise proportional zur
Geschwindigkeit ist,

F.=—bv.
Setzt man dies in die Bewegungsgleichung ein,
) b
a=gsino——vy
m

und integriert, dann erhilt man fiir die Geschwindig-

keit
(1 _ e*bt/m) .

Fiir kurze Zeiten, t < m/b, entspricht das dem rei-
bungsfreien Fall (2.4). Fiir lange Zeiten nadhert sich
die Geschwindigkeit dem Grenzwert

__ mgsino
b

v(t)

mgsin o
b

lim ve,
t—>o0

Dieser Grenzwert hingt offenbar von der Masse des
Korpers ab.

Neben dieser duBleren Reibung ist auch die “innere
Reibung” in Fliissigkeiten und Gasen wichtig. Diese
wird in Kap. [2.14.6] diskutiert.

2.3.5 Krifte als Vektoren

Krifte sind Vektoren und konnen vektoriell addiert
werden:

=

F, ges — ﬁ 1+ ﬁ 2
oder allgemein

ﬁges - Zﬁl
i

Abbildung 2.30: Vektorielle Addition von Kriften.

Im Gleichgewicht verschwindet die resultierende
Kraft, Fg.s = 0.

Im Beispiel von Abb. [2.30 rechts sind die Krifte,
welche am Knoten in der Mitte angreifen, in Kom-

ponentenschreibweise
Fi=F ) B=F :
1 1 ( sina ) 2=1I < )
0

E:g(l)

Im Fall von Abb.[2.30 rechts kénnen aus der Gleich-
gewichtsbedingung die beiden Winkel o und 3 be-
rechnet werden. Fiir die horizontale und die vertika-
le Komponente muss jeweils die Summe der Krifte
verschwinden:

cosf

sin 3

—Ccos

Ficoso
F3

F>cos 3
Fisino+ Fasin .

Aus diesen 2 Gleichungen konnen « und 3 bestimmt
werden.

mgsino

Abbildung 2.31: Gleiten eines Korpers auf einer
schiefen Ebene.

Umgekehrt konnen Krifte in Komponenten zerlegt
werden. Fiir den Fall eines Wagens auf einer schie-
fen Ebene (—Abb. 2.31) kann die Gewichtskraft
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ﬁg = mg zerlegt werden in die Normalkraft F“], wel-
che den Wagen auf die Fahrbahn driickt, und die
Hang-Abtriebskraft F}, welche die Dynamik be-
wirkt. Thre Betrédge sind

-

mgcos

mgsin .

Abbildung 2.32: Rakete beim Start.

Raketen (— Abb. [2.32) bewegen sich im Weltraum
und konnen beschleunigen, ohne dass dufiere Krif-
te auf sie wirken. Wie ist dies mit dem Impulssatz
vereinbar?

Systemgrenze

Abbildung 2.33: Modell einer Rakete.

Raketen erzeugen Schub indem sie einen Treibstoff
mit moglichst hoher Geschwindigkeit nach hinten
ausstoflen. Die Impulserhaltung gilt fiir das Gesamt-
system Rakete plus Treibstoff (Vorrat in der Rakete
plus ausgestoBener Teil). Der Treibstoff wird nach
hinten beschleunigt, mit einer Kraft, welche gemif
dem dritten Newton’schen Axiom gleich stark die
Rakete nach vorn beschleunigt. Dadurch @ndert sich
sowohl die Masse wie auch die Geschwindigkeit der

Rakete: im Zeitintervall dt dndert sich die Masse m
der Rakete um dm (mit dm<0) und die Geschwin-
digkeit v um dv (>0).

Man betrachtet ein Gesamtsystems, bestehend aus
Rakete plus ausgestoBener Treibstoff (— Abb.[2.33)
und vernachlidBigt zunidchst die Gravitation. Dann
gilt fiir dieses System Impulserhaltung:

-

dp =

Pt +dt) = p(1)

Hier stellt vy die Geschwindigkeit des Treibstof-
fes dar. Man definiert die Geschwindigkeit v,.; des
Treibstoffs relativ zur Rakete als

Vyer = V1 — (V+dV)
und erhalten damit die Raketengleichung

dp =mdV—dmv,,; =0.

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet fiir
Anfangsgeschwindigkeit vy, konstante Austrittsge-
schwindigkeit des Treibstoffes und konstante Rate
des Treibstoffausstofles

— — — my
Vend = V0 + Vrel In )
end

wobei mg die Anfangsmasse bezeichnet und m,,; die
verbleibende Masse bei Brennschluss.

61

Vend/Vrel

. Lo mo
Uend = Vo + Uper In
end

———t—r—r— ;
0.6 0.8 1.0
Nutzlast / Gesamtmasse

i
0 0.2

Abbildung 2.34: Endgeschwindigkeit der Rakete als
Funktion der Nutzlast.
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Man kann somit beliebig hohe Geschwindigkeiten
erreichen: Allerdings nimmt das verbleibende Ge-
wicht (d.h. die Nutzlast) exponentiell mit der Ge-
schwindigkeit ab, wie in Abb.[2.34 gezeigt.

In der theoretischen Analyse wurde die Schwerkraft
nicht beriicksichtigt. Startet die Rakete von der Erde,
so muss noch die Schwerebeschleunigung abgezo-
gen werden. Damit wird die resultierende Beschleu-
nigung und Geschwindigkeit deutlich niedriger.

2.3.7 Beispiele

Als Beispiel betrachten wir die erste Stufe der Sa-
turn V Rakete des Apollo Programms. Ihre AusstoB3-
geschwindigkeit v,,; betrug 2220 m/s, die Startmasse
mo = 2,95-10° kg, die Nutzlast 27% davon, und die
Brenndauer 130 s. Bei konstantem Massestrom be-
trug dieser

0,73
130s

dm kg

= 16565 —=
dr

Dies entspricht einem Schub

d k
= 16565-2.2220 2 — 36, 8 MN.
dt S S

Damit war die Anfangsbeschleunigung am Boden

dv
dr

ydm el 66 .
myg S

Am Ende der Brenndauer ist die Beschleunigung

dv dm, Ve m
= =36,4 .
dt | Mend s?
Die Endgeschwindigkeit betrigt
Vend = —8lp+ Vet In > = 127542906
end S

1,635
S

Ein einfaches Modell einer Rakete, wie in Abb.[2.35,
zeigt bereits die wichtigsten Merkmale. Diese Mo-
dellrakete kann mit Luft oder Wasser als Treibstoff
verwendet werden, wobei die Relativgeschwindig-
keit in beiden Fillen durch Aufpumpen mit Druck-
luft erzeugt wird. Nach Offnen des Ventils wird der

Abbildung 2.35: Modellrakete.

Treibstoff mit der Geschwindigkeit vy aus der Rake-
te gepresst, was den gewiinschten Riickstof3 erzeugt.
Wihrend die Endgeschwindigkeit bei Luft als Treib-
stoff relativ bescheiden ist, findet man bei Wasser als
Treibstoff eine wesentlich hthere Endgeschwindig-
keit. Die relative Austrittsgeschwindigkeit ist im Fal-
le von Luft hoher, das Massenverhiltnis mig /m,,  ist
jedoch bei Wasser als Treibstoff erheblich giinstiger.

2.4 Arbeit, Leistung und Energie

2.4.1 Motivation und Definition

Prinzipiell kann man mit den Newton’schen Axio-
men die Bewegung von Massenpunkten wie auch
Systemen von Massenpunkten beschreiben. In vie-
len Fillen ist es aber sehr aufwendig, die Bewe-
gungsgleichungen exakt zu 16sen. Es ist dann niitz-
lich, andere Methoden zur Verfiigung zu haben, um
relevante Aussagen machen zu konnen. Ein wich-
tiges und sehr leistungsfihiges Hilfsmittel ist das
Konzept der Energie.

Als Beispiel betrachten wir eine Eisenbahn, die mit
einer Geschwindigkeit von 250 km/h auf ebener
Strecke fihrt (— Abb. [2.36). Die Zugkraft der Loko-
motive reicht genau um die Reibungskraft zu iiber-
winden. Sie fihrt auf einen Hiigelkamm zu, der 200
m liber der Ebene liegt. Gelingt es der Eisenbahn,
diesen Hiigel mit konstanter Zugkraft zu iiberque-
ren? Die Frage kann mit Hilfe der Newton’schen
Axiome diskutiert werden, aber nur wenn der ge-
samte Streckenverlauf (genauer: die Steigung als
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Abbildung 2.36: Ein fahrender Zug besitzt kineti-
sche Energie.

Funktion des Ortes) bekannt ist. Am Ende des Ka-
pitels werden wir zeigen, dass dies nicht notig ist.
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Abbildung 2.37: Das Hemmpendel.

Ein zweites Beispiel kann etwas einfacher im Expe-
riment gezeigt werden: Wir betrachten ein schwin-
gendes Pendel, bei dem wir jeweils einmal pro halbe
Periode eine Umlenkung einfiihrten, so dass die Pen-
delldnge verkiirzt wird (siche Abb.[2.37). Frage: wie
sieht die Bahn des Pendels jetzt aus?

2.4.2 Arbeit

Wir beginnen mit der Definition der Arbeit. Die Ar-
beit, die an einem System geleistet wird, ist definiert
als das Integral der Kraft F, welche von auBlen auf
das System ausgeiibt wird (—Abb. [2.38), iiber den

Abbildung 2.38: Definition der Arbeit.
Weg,

5
AW = F-d5 — Wn:/ﬁ-di.

51

Die Einheit der Arbeit betrigt demnach

2

k
[W] =Nm =1J = Joule = 2.
S

Wie aus der Definition hervorgeht, trigt nur diejeni-
ge Komponente der Kraft zur Arbeit bei, welche par-
allel zum zuriickgelegten Weg wirkt, resp. nur dieje-
nige Komponente des Weges, die parallel zur ange-
legten Kraft zuriickgelegt wird.

Die Kraft, welche hier eingesetzt werden muss, ist
die von auflen angelegte Kraft. Somit ist die Ar-
beit positiv definiert wenn gegen den Widerstand
des Systems Arbeit verrichtet wird, z.B. wenn ein
Korper angehoben wird. Im Falle eines Motors, wo
der explodierende Treibstoff eine Kraft erzeugt, wird
dem Motor Arbeit entzogen, d.h. die am Motor ge-
leistete Arbeit ist negativ. Dies kann man natiirlich
auch so betrachten, dass der Motor an seiner Umwelt
Arbeit leistet.

Ist die Kraft unabhingig vom Ort, so muss ledig-
lich die Projektion des Weges auf die Kraft integriert
werden. Beispiele dafiir sind die Schwerkraft (in der
Nihe der Erdoberfliche), die Beschleunigungskraft
fiir eine konstante Masse, oder die Arbeit gegen eine
Reibungskraft.

Ein typischer Fall ist die Hebung eines Korpers ge-
gen die Gewichtskraft, wie in Abb. 2.39 gezeigt.

2James Prescott Joule (1818 - 1889).
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F h2
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Abbildung 2.39: Hebung eines Korpers gegen die
Schwerkraft Fg.

Hier ist die erforderliche Kraft F = —Fg = m g, un-
abhiéngig vom Ort. Da Kraft und Wegelement paral-
lel sind, reduziert sich das Integral auf

hy hy
W:/ﬁ-di':mg/ds:mg(hz—hl).
hy hy

Mit der Notation & = hy — h; fiir die Hohendifferenz
erhilt man somit fiir die zu leistende Arbeit

W = mgh. 2.5)
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Abbildung 2.40: Unterschiedliche Flaschenziige.

Die insgesamt geleistete Arbeit hdngt somit nur von
der Hohendifferenz 4 ab. Es ist jedoch moglich, die
notwendige Kraft oder den zuriickgelegten Weg zu
reduzieren, jeweils auf Kosten des anderen Faktors.
Abb. [2.40 zeigt unterschiedliche Flaschenziige, wel-
che jeweils ein Gewicht um 10 cm anheben. Je nach
Flaschenzug sind die nétigen Zugkréfte 100, 50 oder
25 N, die zuriickgelegten Wege 10, 20 oder 40 cm.
Die Arbeit betrdgt somit in allen Fillen 10 J.

2.4.3 Beispiele mit konstanter Kraft

Ein einfaches Beispiel ist ein Korper, der auf einer
schiefen Ebene mit Steigung o reibungsfrei nach

Frx

Abbildung 2.41: Schiefe Ebene.

oben geschoben wird (siche Abb. 2.41). Die Hang-
abtriebskraft betrigt Fy = —mg sin . Somit ist ei-
ne gleich starke Kraft in Bewegungsrichtung not-
wendig, um den Korper zu transportieren. Fiir eine
gesamte Hohendifferenz h betrigt die zuriickgelegte
Wegstrecke i/ sin . Somit ist insgesamt eine Arbeit
W = mgh notwendig. Offenbar ist dies unabhingig
von der Neigung der Ebene.

Fr

A7)

Fn

A\
Abbildung 2.42: Verschiebung in der Ebene.

Als nichsten Fall betrachten wir die Arbeit, die be-
notigt wird, um einen Korper auf einer horizonta-
len Fldche gegen die Reibungskraft zu bewegen (—
Abb. [2.42). Die Reibungskraft betrigt

Fr = pWFy = ugm.

Um den Korper iiber eine Distanz s zu transportie-
ren betrigt die Arbeit somit W = ugms, sofern der
Reibungskoeffizient u konstant ist.

Ft F

Abbildung 2.43: Reibungsfreie Bewegung.

Das nichste Beispiel, dargestellt in Abb. [2.43, ist ein
Korper, der sich reibungsfrei auf ebener Strecke be-
wegt. Eine dulere Kraft (die gegen die Tréigheits-
kraft wirkt) bewirkt in diesem Fall eine Beschleuni-
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gung. Die Kraft ist F = ma. Betragt die Geschwin-
digkeit des Korpers zu Beginn vy und wird er gleich-
maiBig beschleunigt, so legt er wihrend einer Zeit At
eine Distanz

5 = VAL + gAtz (2.6)

zuriick, wobei die Geschwindigkeit auf
Vv = vy +alAt

erhoht wird. Diese Gleichung kann aufgelost werden
nach der Zeit

VvV —V
At = 0

a

Einsetzen in (2.6) ergibt fiir den Weg

_ _ 2
s = VoAr—+ gAt2 = Yo(v o) + (v—vo) =
2 a 2a
2w — ZV% +v2+ v% — 2wy V2 — v%
N 2a N 2a

Die Arbeit, welche dafiir geleistet werden muss, be-
trigt somit

W:Fs:mas:%( 2 3). (2.7)

Die entspricht gerade der Anderung der kinetischen
Energie des Korpers:

W = Ein — Skin,0-

Diese betrigt zu Beginn

und am Ende
m

2v2.

(gakin =

2.4.4 Variable Kraft

Die Kraft kann auch mit dem Weg variieren; in die-
sem Fall muss die Integration explizit durchgefiihrt
werden. Der einfachste Fall ist wohl das Federgesetz

Abbildung 2.44: Federkraft.

(— Abb. 2.44), wo die Kraft proportional zur Aus-
lenkung x ist, Fy = —cx. Dies wird als Hooke’sches
Gesetz bezeichnet. Die Kraft, welche von auf3en an-
gelegt werden muss, ist deshalb F = cx und die Ar-
beit betrigt

b
c
/xdx—2

b
Wab:/Fdx:c —(b* —d?).

In diesem Fall wird die an der Feder geleistete Ar-
beit in potenzielle Energie der Feder tiberfiihrt. Die
potenzielle Energie einer Feder ist deshalb
)

EX.

In dieser Form wird z.B. in einer mechanischen Uhr
Energie gespeichert.

Epor,F = (2.8)

Abbildung 2.45: Arbeit als Wegintegral.

In mehreren Dimensionen sind die Kraft wie auch
der Weg vektorielle GroBen, wie z.B. in Abb. [2.45.
In diesem Fall muss iiber das Skalarprodukt inte-
griert werden:

b
Wah:/ﬁ-df
a

Dies bedeutet, dass nur diejenige Komponente der
Kraft F', welche in Bewegungsrichtung d7 wirkt, zur
Arbeit beitrigt. Typische Beispiele sind in Abb.[2.42
und [2.43 gezeigt: nur die Zugkraft tréigt bei zur Ar-
beit, nicht die Gewichtskraft, welche senkrecht dazu
wirkt.
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2.4.5 Energie

In den meisten hier diskutierten Féllen ist die Ar-
beit, die am Korper geleistet wurde, unabhéngig vom
Weg, den man vom Anfangs- zum Endpunkt genom-
men hat, also z.B. von der Geschwindigkeit 0 zur
Geschwindigkeit v. Durch die Arbeit, die am Kor-
per geleistet wurde, ist er in eine hohere Lage oder
zu einer hoheren Geschwindigkeit gebracht worden.
Dadurch ist er selbst in die Lage gebracht worden, an
anderen Korpern Arbeit zu leisten. Die GroBe, wel-
che diese Féahigkeit quantifiziert, ist die mechanische
Energie (potenzielle oder kinetische):

Die Energie des Korpers (oder Systems) bezeich-
net sein Potenzial, Arbeit zu leisten.

Somit ist auch die Einheit der Energie die gleiche
wie die der Arbeit, also J. Sie ist eine Grofle, die rein
durch den Zustand bestimmt ist, unabhidngig vom
Weg, auf dem der Zustand erreicht wurde.

In der Mechanik unterscheidet man zwei Arten von
Energie, die kinetische und die potenzielle Energie:

gmech = gkin + @([)pot .

Die kinetische Energie ist eine Funktion von Ge-
schwindigkeit oder Impuls und Masse des Korpers,
die potenzielle Energie ist abhingig vom Ort und
von den Kriften, die auf das System wirken. Es kon-
nen sowohl duBlere Krifte wie auch innere Krifte
beitragen.

Die kinetische Energie entspricht der Arbeit, wel-
che geleistet werden muss, um einen Korper von der
Geschwindigkeit 0 auf die Geschwindigkeit v zu be-
schleunigen. Diese betrégt nach Gl.

Die potenzielle Energie ist z.B. durch die Lage im
Gravitationsfeld gegeben. Nach Gl. (2.5)) betriigt die-
se

Epot,g = mgh. 2.9

Fiir andere Kraftfelder, wie z.B. das elektrische Feld,
existieren entsprechende potenzielle Energien, wie
z.B. das elektrische Potenzial.

Die Anderung der mechanischen Energie eines Sy-
stems ist gleich der am System geleisteten Arbeit,

AE = & — & = Whs.

Wenn wir noch einen Nullpunkt fiir die Energie defi-
nieren, konnen wir somit direkt die Ausdriicke iiber-
nehmen, die wir fiir die Arbeit hergeleitet haben.
Die Wahl dieses Nullpunkts ist grundsitzlich will-
kiirlich, aber in vielen Fillen existiert eine “natiirli-
che” Wahl, wie z.B. bei der kinetischen Energie.

Nicht jede Art von Arbeit fiihrt zu einer Anderung
der mechanischen Energie des Systems. Das Bei-
spiel aus Abb.[2.42 der Arbeit gegen eine Reibungs-
kraft ist ein typisches Beispiel wo die mechanische
Energie nicht gedndert wird: der Korper ist immer
auf der gleichen Hohe, bei der gleichen Geschwin-
digkeit. Die aufgewendete Arbeit wird stattdessen in
Reibungswirme umgewandelt. Ob eine Kraft, gegen
die Arbeit geleistet wird, zu einer entsprechenden
Anderung der Energie des Systems fiihrt, wird in Ka-

pitel diskutiert.

2.4.6 Leistung

Eng verwandt mit der Energie ist die Leistung, wel-
che sich durch Differenzierung nach der Zeit ergibt,

d&
pP=—.
dt
Die Einheit ist benannt nach James Watt (1736-
1819). Handelt es sich um eine mechanische Lei-
stung (Arbeit pro Zeit) und ist die Kraft konstant,
so kann die Leistung auch als Kraft mal Geschwin-
digkeit definiert werden:
d5)

dw d /5

dr dt dt
Umgekehrt erhélt man die geleistete Arbeit aus der
Leistung durch Integration iiber die Zeit:

J
[P] = - =W = Watt.
S

ds

=F F .7

[5)
W= /P(t)dt.
h

Typische Leistungen von Menschen liegen bei l4n-
ger andauernden Belastungen im Bereich von 100
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Abbildung 2.46: Leistung als Funktion der Dauer
der Beanspruchung.

W, bei trainierten Sportlern bei etwa 300 W. Uber
kiirzere Zeiten konnen auch Leistungen bis etwa 1
kW abgerufen werden (— Abb. [8.6). Die Einheit
“Pferdestédrke” (PS) ist als die Dauerleistung eines
Pferdes definiert; sie liegt bei 735 W.

2.4.7 Potenzielle Energie

Potenzielle Energie ist immer mit einer konserva-
tiven Kraft verbunden. Nach GI ist die Ar-
beit, welche geleistet werden musste, um eine Fe-
der zu spannen, proportional zum Quadrat der Aus-
lenkung. Eine andere Form von potenzieller Energie
ist die Lageenergie im Schwerefeld. Nach GI.
ist die entsprechende potenzielle Energie proportio-
nal zur Hohe, &, = mgh. Bei potenzieller Energie,
die mit einer distanzabhéngigen Kraft verbunden ist,
wie z.B. der Gravitationsenergie oder der Coulomb-
Energie, wihlt man den Nullpunkt der Energieskala
meist fiir unendlich getrennte Korper, wo die Kraft
verschwindet. Die Kraft ist in beiden Féllen pro-
portional zu rl—z und die potenzielle Energie, welche
durch das Integral iiber die Kraft gegeben ist, pro-
portional zu —% .

Ein Molekiil als eine deformierbare Ansammlung
von Atomen besitzt es eine potenzielle Energie als
Funktion der Geometrie. In allen Fillen hingt die
Energie von rdumlichen Koordinaten ab. Trigt man
die potenzielle Energie als Funktion des Ortes auf so
erhilt man eine Kurve, aus der man leicht qualita-
tive (und auch quantitative) Aussagen machen kann

He>

= riA
<] 1 2 3 4
s 0 : :
2T ;
= He>
H i He
-5001~
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Abbildung 2.47: Potenzielle Energie einfacher 2-
atomiger Molekiile als Funktion
des atomaren Abstandes.

iber die Bewegung, welche das System durchfiih-
ren wird. Abb. [2.47 zeigt als Beispiel die potenziel-
le Energie von zweiatomigen Molekiilen als Funkti-
on des Abstandes zwischen den Atomen. In einem
eindimensionalen System bewegt sich das System
(falls es zu Beginn in Ruhe ist) auf der Potenzial-
kurve nach unten, wobei potenzielle Energie in ki-
netische Energie umgewandelt wird, d.h. das System
beschleunigt. Indem die dadurch erzeugte kinetische
Energie wieder in potenzielle Energie umgewandelt
wird, kann das System sich auch auf der Potenzial-
kurve aufwirts bewegen. Das Minimum der Kurve
entspricht dem Gleichgewichtsabstand: Hier wirken
keine Krifte auf die Atome.

Wichtig ist bei solchen Betrachtungen, dass man die
gesamte Energie des Systems beriicksichtigt. Dies
soll anhand eines scheinbar paradoxen Experiments
gezeigt werden.

Abbildung 2.48: Bahn fiir Hohlzylinder und Dop-
pelkegel.

Legt man einen Hohlzylinder auf die in Abb. [2.48
gezeigten Schienen, so rollt er von der hoheren zur
niedrigeren Seite (1 — 2). Legt man dagegen einen
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Doppelkegel auf die Schienen, so rollt er in entge-
gengesetzter Richtung, scheinbar also aufwirts. Dies
liegt an der Anordnung der beiden Schienen: Sie
laufen auseinander. Dadurch sinkt der Doppelkegel,
sein Schwerpunkt sinkt und das System kann Ener-
gie gewinnen.

2.4.8 Konservative Krifte

Die potenzielle Energie wird dem System zugefiihrt,
indem daran Arbeit verrichtet wird. Daraus ldsst
sich umgekehrt ableiten wie grof} die Kraft ist, wel-
che iberwunden werden muss, um dem System die
entsprechende potenzielle Energie zuzufiihren. Die
Kraft, welche von auflen aufgebracht werden muss
betrigt in einer Dimension

F = diw — dSpor
ds ds

Diese ist im Gleichgewicht entgegengesetzt gleich
der Kraft, welche das System auf seine Umgebung
ausiibt. Wird keine duflere Kraft auf das System an-
gewendet, so bewegt es sich nur unter dem Einfluss
der potenziellen Energie. Es wird dann beschleunigt
durch eine entgegen-gerichtete Kraft

_ 4

F
P ds

Die Kraft, welche auf einen Korper wirkt, kann so-
mit aus der Ortsabhéngigkeit der potenziellen Ener-
gie bestimmt werden. In drei Dimensionen gilt ent-
sprechend

d
L. a5
Fp= _V@@pot = - dy gpoh
4
dz

d.h. die resultierende Kraft zeigt in Richtung des
steilsten Abfalls.

Abb. [2.49 zeigt als Beispiel eine Karte mit Hohen-
kurven und darauf fiir einige Orte die Richtung des
steilsten Gefilles, also die Richtung der resultieren-
den Kraft. Ein typisches Beispiel fiir eine konserva-
tive Kraft ist die Gravitationskraft

Abbildung 2.49: Richtung des steilsten Abfalls auf
einer Landkarte.

fiir eine Masse m im Potenzial eines punktférmigen
Korpers der Masse M. 7 ist der Ortsvektor von m re-
lativ zu M. Die entsprechende potenzielle Energie ist

Abbildung 2.50: Zwei unterschiedliche Wege in ei-
nem Kraftfeld.

Krifte, die von einem Potenzial abgeleitet werden
konnen, werden als konservative Krifte bezeichnet.
Sie haben die Eigenschaft, dass die Arbeit, welche
geleistet werden muss, um von einem Ausgangs-
punkt 7} zu einem Ziel 7, zu gelangen, nicht davon
abhingt, welcher Weg dabei benutzt wird (— Abb.

[2.50). Es gilt somit

7

m:/ﬂ

71,B

7
m:/ﬁmﬁ
71,A

) dF.
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Somit gilt auch, dass die Arbeit fiir geschlossene
Wege verschwindet,

w :%F(?)d?:o.

Diese Beziehung bietet auch die Moglichkeit aus der
Struktur eines Kraftfelds F(7) zu erkennen, ob die-
ses konservativ ist: Man bestimmt die Rotation des
Krafifeldes, V x F(7). Verschwindet diese iiberall,
so ist das Kraftfeld konservativ.

Abbildung 2.51: Kraftfeld mit Wirbel.

Ein typisches Beispiel ist eine Bergtour: kommt man
am Ende des Tages an den Ausgangspunkt zuriick,
so ist die potenzielle Energie die gleiche wie zu Be-
ginn. Die geleistete Arbeit ist demnach nicht in po-
tenzielle Energie umgewandelt worden, sondern in
Wiirme. Abb.[2.5T zeigt ein Kraftfeld mit einem Wir-
bel. Eine Fahrradtour (roter Kreis) kann hier in einer
Richtung meist Riickenwind nutzen, in der entge-
gengesetzte Richtung muss man deutlich mehr Kraft
einsetzen, um den Luftwiderstand zu tiberwinden.

2.4.9 Gleichgewicht

o stabil instabil indifferent
<)

Ort Ort Ort
Abbildung 2.52: Unterschiedliche =~ Arten  von

Gleichgewicht.

Offenbar gibt es auch Situationen, in denen keine
Kraft auf den Korper wirkt. Abb. [2.52] zeigt drei un-

terschiedliche Fille, bei denen der Gleichgewichts-
ort einem Minimum, einem Maximum oder einem
ebenen Teil der Potenzialkurve entspricht. Man be-
zeichnet diese Punkte als stabiles, instabiles oder
neutrales (indifferentes) Gleichgewicht. Bei einem
instabilen Gleichgewicht fiihrt eine geringe Auslen-
kung dazu, dass eine Kraft wirkt und das System im-
mer stirker beschleunigt. Ein Beispiel dafiir ist ein
Bleistift, der auf seiner Spitze steht. Im Fall des sta-
bilen Gleichgewichts fiihrt eine Auslenkung zu ei-
ner Kraft, welche das System zuriick zum Gleichge-
wicht treibt (z.B. Pendel), wihrend in einem neutra-
len Gleichgewicht verschiedene Positionen mit iden-
tischer Energie vorhanden sind und eine Auslenkung
keine Kraft erzeugt. Typische Beispiele dafiir sind
Gegenstinde auf einem Tisch.

2.4.10 Austausch von Energie

Unterschiedliche Energieformen konnen ineinander
umgewandelt werden. Dies geschieht z.B. wenn man
einen Korper fallen ldsst: dabei wird potenzielle
Energie in kinetische Energie umgewandelt.

L

[N—
Auslenkung ¢(t)

®

Ruheposition
Abbildung 2.53: Fadenpendel.

In einem Pendel wird ebenfalls Energie von poten-
zieller in kinetische umgewandelt (und umgekehrt).
ADb. [2.53] zeigt als Beispiel ein Fadenpendel, wel-
ches fiir kleine Auslenkungen einem mathemati-
schen Pendel entspricht. Wie in Kapitel gezeigt
wird, verhilt sich die Auslenkung eines mathemati-
schen Pendels als Funktion der Zeit ist wie

w=/%

o(t) = Asinor 7
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wobei ¢ den Winkel der Auslenkung darstellt, ¢ die
Linge des Pendels und A die Amplitude der Schwin-
gung. Die potenzielle Energie ist gegeben durch die
Hohe,

{4
m§ (Asinwr)?,

q)z
Epor = mgh = mgl 5=
wobei - wie immer beim mathematischen Pendel -

die Niiherung sin ¢ ~ ¢, cos ¢ ~ 1 — @? /2 verwendet
wurde. Die kinetische Energie ist

m

2

1
mf (Acos wr)?.

Ekin V= %ﬁz P> = %62(02(14 cos a)t)2

Die Summe aus potenzieller und kinetischer Energie
ist somit

¢ ¢
&= ngAz(cos2 ot + sin® ot) = mgiAz’

also zeitunabhingig. Es findet lediglich ein Aus-
tausch zwischen den beiden Energieformen statt.

Abbildung 2.54: Kugel springt auf einem Amboss.

Die Umwandlung von potenzieller in kinetische
Energie kann man auch beim Fallenlassen eines Kor-
pers beobachten, wie im Beispiel von Abb. [2.54,
Beim Auftreffen auf dem Boden wird die kinetische
Energie kurzfristig in elastische Energie umgewan-
delt, dann wieder in kinetische und schlief3lich wie-
der in potenzielle. Die Umwandlungsprozesse sind
nie 100% effizient, sondern ein Teil der Energie wird
jeweils in Wiarme umgewandelt. Deshalb erreicht die
Kugel nicht mehr ganz die Ausgangshohe.

Fiir kriftefreie Systeme ist die kinetische Energie
auch eine Erhaltungsgrofie; dies ergibt sich aus den
Newton’schen Axiomen: Fiir m =const. kann das
erste Newton’sche Axiom mit der Geschwindigkeit
multipliziert werden:

mi = 0
oo Lod o5
mix = 2mdt()c) =0

2.4.11 Energieerhaltung

Die obigen Beispiele illustrieren ein allgemeines
Prinzip: Energie ist eine Erhaltungsgrofe; sie kann
weder erzeugt noch vernichtet werden.

In einem abgeschlossenen System bleibt die Ge-
samtenergie & erhalten, d.h. die Summe aller be-
teiligten Energieformen ist eine Konstante.

Wird die Energie eines Systems erhoht, indem daran
Arbeit geleistet wird, so muss dazu die Energie eines
anderen Systems erniedrigt werden. Sie kann aus ei-
ner Form in eine andere liberfiihrt werden oder von
einem Ort zu einem anderen Ort transportiert wer-
den, die gesamte Energie eines abgeschlossenen Sy-
stems bleibt jedoch konstant. Im Rahmen der Me-
chanik ist die Energie auf potenzielle und kinetische
Energie beschrinkt, so dass gilt

Emech = Ekin + Epor = konst.

Nicht in allen Fillen wird die Arbeit, die am System
geleistet wurde, auch in mechanische Energie um-
gewandelt. Erfolgt die Arbeit gegen eine Reibungs-
kraft, wie z.B. beim Transport eines Korpers auf ei-
ner horizontalen Ebene mit konstanter Geschwindig-
keit, so bleibt die mechanische Energie des Korpers
konstant. In diesem Fall wird die geleistete Arbeit in
Wirme umgewandelt.

Es ist nicht moglich, zu “beweisen”, dass die Energie
eines beliebigen Systems konstant ist. Der Energie-
Erhaltungssatz ist jedoch mit allen bisher gemach-
ten Erfahrungen vereinbar. Er kann auflerdem be-
wiesen werden fiir den Fall, dass die Naturgesetze
zeitlich invariant sind. Dies ist wiederum ein nicht
beweisbarer Glaubenssatz, welcher mit allen bisher

64



2 Mechanik

gemachten Erfahrungen iibereinstimmt. Im Falle der
oben erwihnten nichtkonservativen Krifte (z.B. Rei-
bung), bei denen die gesamte Arbeit {iber einen ge-
schlossenen Pfad nicht verschwindet, wird die ge-
leistete Arbeit in Wirmeenergie umgewandelt. Au-
Berdem sind Energie und Materie dquivalent, d.h. sie
konnen ineinander umgewandelt werden.

- e -
Die Losung des Energieproblems -
eine transdisziplinare Herausforderung

DIEZ&ZEIT | LEBEN

Energieproblem gelost

URS WILLMANN FUR ZEIT_ONLINE

Abbildung 2.55: Gibt es ein *“Energieproblem™?

Wenn in den Medien von einem “Energieproblem”
die Rede ist (siehe z.B. Abb. [2.55), oder sogar von
einem “Energiemangel” so kann sich dies offenbar
nicht auf die gesamte zur Verfiigung stehende Ener-
gie beziehen, sondern offenbar nur auf bestimmte
Formen von Energie. Da es nicht moglich ist, Ener-
gie zu erzeugen, kann das “Energieproblem” auch
nicht “gelost” werden, indem man mehr Energie er-
zeugt.

Es gibt jedoch unter den unterschiedlichen Formen
der Energie solche die niitzlicher sind als andere.
So konnen die mechanischen Formen der Energie
theoretisch zu 100% in andere Energieformen um-
gewandelt werden. Bewegt man sich von A (z. B.
Uni Dortmund) nach B (z. B. nach Hause) und wie-
der nach A, so ist offenbar die mechanische Energie
des Korpers, welcher dabei bewegt wurde, konstant
geblieben. Die Energie, welche dabei “verbraucht”
wurde, wurde somit nicht in mechanische Energie
des transportierten Korpers umgesetzt, sondern typi-
scherweise in Warme umgewandelt. Die minimal fiir
einen solchen Transport notwendige Energie ist da-
mit Null. Ein Verkehrssystem kann als umso intelli-
genter bezeichnet werden, je niher es diesem Grenz-
wert kommt.

2.4.12 Anwendungen

Die Verwendung des Prinzips der Energieerhaltung
kann Rechnungen héufig stark vereinfachen. Als
Beispiel berechnen wir die Geschwindigkeit eines
Pendels am tiefsten Punkt. Man verwendet dazu die
Tatsache, dass die kinetische Energie am niedrig-
sten Punkt gerade gleich der potenziellen Energie am
hochsten Punkt ist,

o

gkin((P = O) = éapot((Pmax) = = mgh.

Somit ist die Geschwindigkeit am niedrigsten Punkt

v=1/2gh,

d.h. gleich grof} wie wenn ein Korper fallengelassen
wird, auBBer, dass in diesem Fall die Geschwindigkeit
horizontal ist. Der Faden iibt zwar eine Kraft aus auf
die Pendelmasse, da die Lange konstant ist, ist diese
Kraft senkrecht zur Bewegung und er leistet keine
Arbeit.

D

Abbildung 2.56: Bahn des Hemmpendels.

h

T

(\

Damit kénnen wir auch die Frage beantworten was
fiir eine Bahn das Hemmpendels (— Abb. [2.56) be-
schreibt: auf der gestreckten Seite wird die gesamte
potenzielle Energie in kinetische Energie umgewan-
delt. Auf der gehemmten Seite wird die kinetische
Energie wieder in potenzielle Energie umgewandelt,
d.h. der Pendelkorper erreicht die gleiche Hohe wie
auf der gestreckten Seite.

Hier die Losung der Eisenbahnfrage aus Abschnitt
Da die Lokomotive die Reibungskraft kom-
pensiert, ist das System dquivalent zu einem rei-
bungsfreien Zug ohne Lokomotive. Er kann den Hii-
gel iiberqueren, wenn die kinetische Energie in der
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Ebene hoher ist als die potenzielle Energie auf dem
Hiigel. Die beiden Energien betragen, jeweils durch
die Masse dividiert

. 1 2
Ghin Lo o™ g L
m 2 s2 kg
&, 2 J
Pl gh = 196275 = 1962
m S kg

Die Energie reicht somit aus. Es bleiben sogar 449
m?/s? iibrig, d.h. die Eisenbahn hat noch eine Ge-
schwindigkeit von 21 m/s = 76 km/h.

Eine sportliche Anwendung der Energieerhaltung ist
der Stabhochsprung. Hierbei wird im Wesentlichen
kinetische Energie (Sprint vor dem Absprung) in po-
tenzielle Energie (Hohe der Messlatte) umgewan-
delt. Die maximale Sprintgeschwindigkeit betridgt
etwa 40 km/h = 11 m/s. Daraus ergibt sich eine Hohe

v 121

2¢ 20

mgh:%v2 = h= —m~6,05m,

was in der Nihe des aktuellen Weltrekords von 6,16
m liegt (Renaud Lavillenie 2014).

2.5 StoBprozesse

2.5.1 Definition und Motivation

vorher nachher
StoR vi’
" V2
&V, unbekannte v2'
Wechselwirkung

zeitlich und raumlich

keine Wechselwirkung begrenzt

Abbildung 2.57: StoBprozess.

Unter einem Sto (—Abb. [2.57) versteht man eine
zeitlich begrenzte Wechselwirkung zwischen zwei
oder mehr Systemen, wobei man sich fiir die Einzel-
heiten der Wechselwirkung entweder nicht interes-
siert oder keine Moglichkeit hat, sie zu untersuchen
oder zu beeinflussen. Man betrachtet einerseits die

Korper bevor die Wechselwirkung stattfindet und an-
dererseits dann, wenn die Wechselwirkung praktisch
nicht mehr vorhanden ist. Dazwischen liegt die ei-
gentliche Wechselwirkungszone. Interessant ist eine
solche Betrachtung vor allem dann, wenn die Wech-
selwirkung mit dem Abstand zwischen den beiden
Korpern rasch abnimmt, so dass die beteiligten Kor-
per sich meist frei und unabhiingig bewegen.

Fiir den gesamten Prozess geht man davon aus, dass
keine duBleren Krifte auf das System wirken, ﬁext =
0. Aus dem 2. Newton’schen Axiom folgt somit,
dass der Gesamtimpuls P,.s des Systems, also die
Summe der Einzelimpulse p; konstant bleibt:

Dges = Zﬁi = konst.
i

Es existieren jedoch Krifte zwischen den Partnern.
Gemal dem dritten Axiom treten diese jedoch im-
mer paarweise auf, F;-k = —ﬁki und somit sind auch
die dadurch erzeugten Impulsinderungen gegen-
gleich,

dpi _dpk

dt dr’

so dass diese sich in der Summe aufheben,

=

= Fii = —Fig

=

Abbildung 2.58: StoBprozess eines a-Teilchens mit
einem Stickstoffatom.

Ein typischer Fall sind Kollisionen in der Kern-
und Elementarteilchenphysik (— Abb. 2.58), wo
die Wechselwirkungen hiufig gar nicht analytisch
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beschrieben werden konnen. In der Molekiilphysik
oder bei chemischen Reaktionen zwischen Molekii-
len ist die Situation sehr dhnlich: man kennt die De-
tails der Wechselwirkung nicht, man kann hochstens
die Ausgangszustiande bestimmen und die Produkte
analysieren.

In vielen Fillen kann man einen Teil oder sogar
die gesamte Kinematik nach dem Stof3 (d.h. ab dem
Zeitpunkt, wo die Wechselwirkungen vernachlissig-
bar klein geworden sind) vorhersagen ohne die De-
tails der Wechselwirkung zu kennen. Wir werden
fiir geeignete Beispiele die Geschwindigkeiten nach
dem Stof3 berechnen ohne die Art der Wechselwir-
kung iiberhaupt zu diskutieren. Dies bedeutet, dass
die folgenden Uberlegungen fiir die Gravitations-
wechselwirkung zwischen Galaxien genau so zutrifft
wie fiir Billardkugeln oder sub-atomare Teilchen in
einem Beschleuniger.

StoBprozesse zwischen Atomen und Molekiilen in
Gasen spielen eine wichtige Rolle. Kollisionen zwi-
schen Atomen und Molekiilen sind die Grundlage
fiir die kinetische Gastheorie.

2.5.2 Klassifikation von StoBBprozessen

Man unterscheidet verschiedene Arten von StoBpro-
zessen. Zum einen kdnnen wir sie anhand der Zahl
der StoBpartner klassifizieren. Im Rahmen dieser
Vorlesung beschrinken wir uns auf zwei StoBpart-
ner.

Bezeichnung

elastisch O O—»
inelastisch ~—O O—»
unelastisch CD—»

Abbildung 2.59: Klassifizierung von StoBprozessen
zwischen 2 Korpern.

Eigenschaften

Die Summe der kinetischen
Energien vor und nach dem Sto3
ist gleich

Die Summe der kinetischen
Energien vor und nach dem Stol3
ist verschieden

Die Kérper bewegen sich
nachher mit der gleichen,
gemeinsamen
Endgeschwindigkeit weiter

Ein weiteres wichtiges Kriterium ist, ob beim Stof3

kinetische Energie der Korper in Deformations-
Energie umgewandelt wird. Je nachdem wird der
StoB als elastisch, inelastisch, oder unelastisch be-
zeichnet, wie in Abb. 2.59 zusammengefasst.

Da keine dufleren Krifte auf das System wirken
ist die gesamte Energie des Systems immer kon-
stant. Bei elastischen StoBen ist auch die mechani-
sche Energie konstant, bei inelastischen und unela-
stischen StoBen wird ein Teil in Wirme umgewan-
delt.

Abbildung 2.60: Beispiel fiir einen unelastischen
Stof3: Meteorkrater in Arizona.

Ein typisches Beispiel eines unelastischen Stofles ist
der Aufprall eines Meteoriten auf die Erde (— Abb.
[2.60): hier wurde in guter Niherung die gesamte ki-
netische Energie des Meteoriten in Wirme umge-
wandelt.

Ein weiteres typisches Beispiel fiir inelastische oder
unelastische Stofle sind ZusammenstoBBe zwischen
Automobilen oder Autos mit stationdren Objekten
(— ADb. [2.61). Die Deformations-Energie wird hier
sehr leicht sichtbar.

2.5.3 Kraftsto3

In vielen Fillen ist es auch niitzlich, die Anderung
des Impulses eines Teilchens wihrend einer begrenz-
ten Zeit zu betrachten.

Wie in Abb. gezeigt, kann das eine zeitliche be-
grenzte konstante Kraft sein (links) oder eine kon-
tinuierlich als Funktion der Zeit variable Kraft. Die
relevante Grofe ist die gesamte Impulsdnderung des
Korpers, auf den diese Kraft wirkt. Gemad dem
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Abbildung 2.61: Unelastischer Sto} eines Automo-
bils.

Kraft F
m
Kraft F

At Zeit t Zeit t

Abbildung 2.62: Zeitlich begrenzte Kraft.

zweiten Newton’schen Axiom ist die Impulsidnde-
rung

15)
AP = /F“(t)dt.
h

Diese wird als Kraftstof3 bezeichnet. Die Einheit des
KraftstoBes ist [Ap]=mkg/s = Ns. Im einfachen Fall
(Abb. [2.61] links) ist er gegeben durch das Produkt
aus Kraft und Dauer, Ap = FAt. Damit lassen sich
also z.B. die Krifte abschitzen, die bei einem Me-
teoriteneinschlag wirken.

2.5.4 Elastischer 2-Korperstof3

Wir betrachten zwei Korper mit Massen m; und my.
Wir diskutieren hier nur den Fall wo die Schwer-
punkte der beiden Korper sich zu jeder Zeit auf
der gleichen Linie bewegen - man spricht dann von

= Zeitlicher Verlauf

harte Kugeln
z.B. Stahl

Kraft F

weiche Kugeln
z.B. Gummi

Zeit t

Abbildung 2.63: Zentraler elastischer Stof3.

einem zentralen StoB (— Abb. [2.63). In diesem
Fall spielt der Vektor-Charakter der Geschwindig-
keit keine Rolle, die Geschwindigkeiten konnen als
Skalare beschrieben werden. Die Geschwindigkeiten
vor dem Stof seien v ». Man wiirde erwarten, dass je
nach der Art der Wechselwirkung wihrend des Sto-
Bes die beiden Korper sich nach dem StoB sehr un-
terschiedlich verhalten.

Um die Geschwindigkeiten v’L2 nach dem Stof} zu
berechnen benétigen wir lediglich die Erhaltungssét-
ze fiir Energie und Impuls. Der Impuls bleibt nach
den allgemeinen Voraussetzungen fiir StoBprozesse
immer erhalten, die mechanische Energie fiir den
Fall elastischer St6Be. Die Erhaltungssitze lauten

/ / / /
p1+p2=mvi+mpvy = py+p, =mvy+myv),

/ /
28in = mivi +movi = mpv'3 +mav'3 .

Die beiden Erhaltungssitze konnen als Bestim-
mungsgleichungen fiir die beiden Endgeschwindig-

keiten verwendet werden. Auflésung nach v, er-
gibt:

S 2myvy +vi(my —my)

! mi +mo
. 2myvy +va(my —my) (2.10)
2 my +my ' '

Hier sind offenbar die absoluten Massen nicht re-
levant, sondern allein das Massenverhiltnis o =
my /my. Als Funktion dieser GroRe erhilt man

S 20vy +vi(1 — o)
! 1+a
2v; —l—Vz(OC— 1)
! _ 2.11
"2 1+a 21D
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Abbildung 2.64: Elastischer Sto} auf Schiene.

Wir betrachten zunichst als einfachen Spezialfall
die Situation wo beide Massen identisch sind, m; =
my = m, oo = 1. Dann vereinfachen sich die Aus-
driicke zu
v’l =V, V/2 =V,

d.h. die beiden Korper tauschen Geschwindigkeit
(und damit Impuls). Damit verbunden ist auch ein
Ubertrag von Energie vom einen auf den anderen
Korper.

Als nichstes Beispiel betrachten wir den Fall von be-
liebigen Massen, aber v, = 0. Wie viel Energie wird
von m auf my ibertragen? Losung:

4(m1/m2) . Vi¥o4
(I+m/m)? "(1+a)?

!

&

&

Der Energielibertrag wird somit maximal (100 %)
fiir m; = my, oder o = 1 und verschwindet fiir o« — O
und o — oo,

Als dritten Spezialfall betrachten wir o« = 1/2, d.h.
my = my /2,v, = 0. Hier bewegen sich beide Schlit-
ten nach dem Stof} in die gleiche Richtung, mit dem
Geschwindigkeitsverhéltnis 4:1:

;Y1

4V1
Vi —g, —_.

3

vy
Die leichtere Masse bewegt sich somit nach dem
Stof schneller als die schwere vor dem Stof3!

Fiir zwei weitere Spezialfille verwenden wir Schlit-
ten mit einem Massenverhiltnis von 2:1, von denen

der eine jeweils auf den ruhenden zweiten auftriftt.
Ist der massivere Schlitten in Ruhe, d.h. my =2 m;,
a = 2, v,= 0. Einsetzen in die allgemeine Formel
(2.10) ergibt

v
3 9

Vi
?’

Vh =

v =—
d.h. die leichtere Masse bewegt sich nach dem Stof3
rickwirts, die schwerere mit reduzierter Geschwin-
digkeit vorwirts. Im Extremfall von einem grof3en
Massenverhiltnis (m, > m; ) wird die leichtere Mas-
se exakt reflektiert.

2.5.5 Fallende Gummibille

Abbildung 2.65: Zwei Gummibille werden fallen
gelassen.

Man lésst zwei Bille (— Abb. aus einer Hohe
ho auf den Erdboden fallen. Beide Biille erreichen
den Boden mit der Geschwindigkeit v. Der leichtere
Ball steigt auf eine Hohe A, die bis zu 94 betragen
kann.

é @
- &rd. & G

G ‘ninon : aindinten inendans onenbond s

h,

- vi
V2

v

<

Abbildung 2.66: Bezeichnung der relevanten Ge-
schwindigkeiten.

Abb. [2.66 definiert die Geschwindigkeiten der bei-
den Bille, welche bei der Berechnung beriicksichtigt
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werden miissen. Beim Auftreffen auf dem Boden ha-
ben beide Bille eine Geschwindigkeit von

V= \/Zgho.

Die Geschwindigkeit des unteren, schwereren Balls
wird zuerst invertiert. Dadurch treffen die beiden
Bille mit betragsméBig gleichen Geschwindigkeiten
aufeinander. Fiir vi = v und v, = —v folgt aus GI.
[2.11 fiir die Geschwindigkeiten nach dem Stof3

1-3a
=v
1+ o

3—«a
= vV—.
1+a

!

Vi

!

Vo

Fir o« — 0 wird vl1 = vy und v, = 3v. Damit ist die
kinetische Energie des kleineren Balls 3% = 9 mal so
hoch wie die urspriingliche potenzielle Energie und
der Ball steigt bis zu 9 mal so hoch auf. Fiir my =
my /3 wird v, = 2v und er steigt noch vier mal so
hoch.

2.5.6 StoB an Kugelreihe

}.v»\ W=
Abbildung 2.67: Stof an einer Kugelreihe.

Die Ubertragung von Impuls von einem Kérper auf
einen anderen kann auch sehr schon mit Hilfe von
aufgehingten Kugeln gezeigt werden (— Abb.[2.67).
Liasst man eine Kugel in auf eine zweite Kugel fal-
le, welche in Ruhe ist, so realisiert man den oben
diskutierten Fall. Zwar ist die Bewegung der Kugel
nicht auf einer Geraden, aber unmittelbar beim Stof3
ist die Bewegung horizontal; unmittelbar danach be-
ginnt ein Austausch von kinetischer und potenziel-
ler Energie, der aber wihrend des Stofles vernach-
laBigt werden kann. Durch Zufiigen weiterer Ku-
geln erhilt man verschiedene Fille die auch analog
berechnet werden konnen. Dabei beobachtet man,

dass immer gleich viele Kugeln wegfliegen, wie auf
die Reihe auftreffen. Mit der Impulserhaltung wére
auch vereinbar, dass beim Auftreffen einer Kugel mit
Geschwindigkeit v auf der anderen Seite zwei Ku-
geln mit halber Geschwindigkeit wegfliegen. Ubung:
Warum geschieht das nicht?

Wenn alle Kugeln die gleiche Masse haben, sind
nach dem Stofl immer gleich viele Kugeln in Bewe-
gung wie vor dem StoB3. Dies dndert sich, wenn Ku-
geln mit unterschiedlicher Masse stofen - in exakter
Analogie zum Stof} auf der Schiene. So schiebt eine
schwere Kugel eine leichtere vor sich her und gibt
nur einen Teil seines Impulses ab. Trifft jedoch eine
leichte Kugel auf eine schwere, so wird sie reflek-
tiert. wihrend die schwere nur entsprechend langsa-
mer zuriickweicht.

2.5.7 Unelastischer 2-Korperstof3

Von einem unelastischen Sto3 zweier Korper spricht
man dann, wenn sich die beiden Korper nach dem
StoB3 gemeinsam weiterbewegen, also “verschmel-
zen”. In diesem Fall ist die mechanische Ener-
gie des Systems nicht erhalten, da ein Teil davon
in Deformations- und Wirmeenergie umgewandelt
wird. Es gilt jedoch weiterhin die Impulserhaltung:

P14 p2 =mvi +mavy = (my +mp)V,

wobei V' die Geschwindigkeit des kombinierten Kor-
pers nach dem Stof darstellt. Sie betrdgt somit

V/ . mivi +m2v2

2.12
my —+my ( )

entspricht also massengewichtete Mittel der An-
fangsgeschwindigkeiten.

ADb.[2.68 zeigt ein entsprechendes Experiment. Hier
wird ein Korper mit einer Anfangsgeschwindigkeit
v auf einen ruhenden Korper der gleichen Masse
auftrifft, m; = mo = m. Die beiden kleben aneinan-
der und bewegen sich gemeinsam weiter. Fiir die ak-
tuellen Parameter wird aus Gl. (2.12)

mvy Vi
m+m 2

/
1%
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Abbildung 2.68: Unelastischer Sto83.

Somit ist die resultierende Geschwindigkeit gleich
der halben Geschwindigkeit des bewegten Korpers.
Die Geschwindigkeit wird im Experiment gemessen,
indem fiir den ersten Korper zweimal die Verdunke-
lungszeit gemessen wird, fiir den kombinierten, dop-
pelt so langen, nur einmal; die zweite Zeit ist in guter
Néherung doppelt so lang wie die erste.

2.5.8 Elastischer StoB in zwei Dimensionen

Im Allgemeinen finden St6Be nicht in einer Dimensi-
on statt. Wir diskutieren hier den zweidimensionalen
Fall, der in Abb. [2.69 dargestellt ist. Der Erhaltungs-
satz fiir die Energie bleibt unverdndert, wihrend der
Erhaltungssatz fiir den Impuls jetzt fiir beide Dimen-
sionen unabhingig gilt. Wir betrachten einen elasti-
schen StoB zwischen zwei Korpern

Pi+Dr=P+ D5
5’1 —|—éaz :éoll—{—éozl.

Damit hat man drei Gleichungen und (im Allgemei-
nen) vier Geschwindigkeitskomponenten nach dem
StoB3. Es ist somit nicht moglich, die Bewegung der
Korper nach dem Stof} vorauszusagen.

Dass man trotzdem zu niitzlichen Aussagen kommen
kann, zeigt z.B. der Spezialfall, dass die beiden Kor-
per gleiche Masse haben und der eine Korper zu Be-
ginn in Ruhe ist. Dann vereinfachen sich die Erhal-
tungsgleichungen zu

—

2

—f

=V +V;.

Abbildung 2.69: Elastischer Stof in 2 Dimensionen.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kdnnen wir
die Behandlung vereinfachen, indem wir die x-
Achse des Koordinatensystems in Richtung der An-
fangsbewegung v, legen. Dann folgt aus der Impuls-
erhaltung fiir die y-Komponente, dass die beiden y-
Komponenten nach dem Stof3 entgegengesetzt sind,

I
Vly— sz

= y.
Wie bereits erwdhnt, kann man die Bahnen der bei-
den Korper nicht bestimmen; sie hdngen u.a. da-
von ab, wie stark die beiden Korper gegeneinander
versetzt sind. Aus der obigen Beziehung zwischen
einlaufenden und auslaufenden Geschwindigkeiten
erhilt man aber eine Bedingung fiir die auslaufen-
den Geschwindigkeitsvektoren, welche fiir alle Sto-
Be dieser Art erfiillt sein muss, unabhéingig von der
Art der Wechselwirkung: Der Winkel 0; + 6, zwi-
schen den beiden auslaufenden Bahnen ist immer
90°.

2.6 Drehbewegungen

2.6.1 Kreisbewegung

Genau so wie ein Korper sich ohne die Einwirkung
duBerer Krifte geradlinig mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt, so behilt er seine Orientierung ge-
geniiber einem Inertialsystem bei, sofern er sich zu
Beginn in Ruhe befindet, resp. behilt eine vorhande-
ne Drehbewegung bei.

Dies kann man anhand eines Kreisels im Horsaal
zeigen. Es gibt aulerdem eine lange Liste von physi-
kalisch relevanten Phinomenen, bei denen dies eine
Rolle spielt.
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Eigendrehimpuls von
Elementarteilchen

Abbildung 2.70: Eigendrehimpuls findet man bei
Elementarteilchen wie auch bei
Galaxien.

Dies beginnt auf sehr kleinen Skalen mit dem Spin,
d.h. dem Eigendrehimpuls von Elementarteilchen,
und es setzt sich iiber viele GroBenordnungen fort,
z.B. zur Rotation von Planeten, ihrer Bahnbewegung
um die Sonne, oder der Rotationsbewegung von Ga-
laxien.

V()
ft)

fp(l:)\ X

Abbildung 2.71: Ort 7, Geschwindigkeit v und Win-
kelkoordinate ¢ eines Massen-
punkts auf einer Kreisbahn.

Die Basis fiir die folgende Diskussion ist die Be-
wegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn
(—Abb. 2.71). Benutzt man Polarkoordinaten, so
bleibt dabei der Radius r fest, es dndert sich nur der
Winkel ¢. Im Fall der gleichférmigen Kreisbewe-
gung ist ¢ = wypt. Der Ort dndert sich um

dr=rdo
und der Betrag der Geschwindigkeit ist somit
dr do
mar a7

Hier ist @ die Winkelgeschwindigkeit

de
o) = —.
()=
Ist diese zeitabhidngig, so kann man die Winkelbe-
schleunigung o bestimmen:

_do(t) _ (1)

(1) dt dr?

2.6.2 Vektorielle Beschreibung

Die Bahngeschwindigkeit, also die Geschwindigkeit
auf der Bahn, betragt
dr

V= —

dt

Abbildung 2.72: Funken zeigen den Geschwindig-
keitsvektor.

Bei einer Kreisbewegung bildet der Geschwindig-
keitsvektor V iiberall eine Tangente an den Kreis,
wie man z.B. aus der Flugbahn von Funken erken-
nen kann, die an einem Rad erzeugt werden (— Abb.
2.72).

Die Beschleunigung
L dv_ d°F
d=—=—.

dt  dr?

wird sinnvollerweise in eine Komponente a| parallel
zum Geschwindigkeitsvektor v und eine Komponen-
te a, senkrecht dazu aufteilt. Die parallele Kompo-
nente entspricht der Anderung des Betrags der Ge-
schwindigkeit |v(¢)|, wihrend die Komponente senk-
recht dazu die Richtungsinderung beschreibt:

_dv(r)
S dt

a —

(r)

Y
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Hier stellt

den Einheitsvektor entlang der instantanen Bewe-
gungsrichtung dar und €, (t) denjenigen senkrecht
dazu.

Fiir den Fall einer Kreisbewegung mit verschwin-
dender Winkelbeschleunigung, o@ = 0, ist der Be-
trag der Geschwindigkeit || konstant und die Kom-
ponenten der Beschleunigung parallel und senkrecht
dazu sind

|

a

Abbildung 2.73: Definition des Drehimpulses L =
7 X Pp.

Offenbar existiert hier ebenfalls ein Erhaltungssatz.

Die entsprechende GroBe ist der Drehimpuls. Fiir

einen Massenpunkt ist der Drehimpuls definiert als
L=7xp, [L]=m’kgs !=Nms=1Is,

also als Vektorprodukt aus Ort und Impuls. Der

Drehimpuls ist somit immer in Bezug auf ein Koor-

dinatensystem definiert. Im Beispiel von Abb. [2.73

zeigt er nicht in Richtung der Drehachse.

Abb. [2.74] zeigt die relevanten GrofBen fiir den Fall
einer Kreisbewegung. In drei Dimensionen kann die

Abbildung 2.74: Kreisbewegung. Der Ursprung des
Koordinatensystems liegt im Zen-
trum des Kreises.

Geschwindigkeit eines Massenpunktes als Vektor-
produkt aus Winkelgeschwindigkeit @ und Abstand
7 von der Rotationsachse geschrieben werden:

V=D XT.

Der Winkelgeschwindigkeitsvektor steht parallel zur
Rotationsachse und sein Betrag ist die Rotationsfre-
quenz @. Der Drehimpuls wird somit

L=7xp=mix (& xF). (2.13)
Im Fall der Kreisbewegung ist es sinnvoll, ein sym-
metrieangepasstes Koordinatensystem zu wihlen,
dessen Ursprung im Zentrum des Kreises liegt. Dann
sind die Vektoren 7, v und @ jeweils senkrecht zuein-
ander und der Ausdruck (2.13) fiir den Drehimpuls
vereinfacht sich zu

Offenbar ist hier der Drehimpuls proportional zur
Winkelgeschwindigkeit.

2.6.4 Drehimpuls eines Korpers,
Triagheitsmoment

Wie am Beispiel eines Massenpunktes explizit ge-

zeigt, ist der Drehimpuls proportional zur Winkelge-

schwindigkeit. Die Proportionalititskonstante wird

allgemein als Triagheitsmoment / bezeichnet:
L=1®.

Fiir die Kreisbewegung eines Massenpunktes gilt of-

fenbar I = mr?
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X

Abbildung 2.75: Berechnung von Trigheitsmomen-
ten beliebiger Korper durch Inte-
gration.

Fiir einen allgemeinen Korper wird das Trigheits-
moment / berechnet als Integral iiber die Beitrige
einzelner infinitesimaler Massenelemente dm. Wie
in Abb. [2.75 gezeigt, kann es berechnet werden als

1= [[[ram=[[[ Zp@av

wobei das Integral iiber den gesamten Korper lduft,
r | den Abstand von der Rotationsachse darstellt und
p die Dichte des Volumenelements dV. Das Trig-
heitsmoment ist deshalb im Allgemeinen abhén-
gig von der Orientierung der Rotationsachse. Man
spricht deshalb von einem Trigheitstensor. Fiir einen
asymmetrischen Trégheitstensor ist der Drehimpuls
L nicht mehr parallel zur Winkelgeschwindigkeit @.

h®
Rotatlonsachse in der Ebene
I= 7mRZ

dinnwandiger Reif / Hohlzylinder mit
Radius R, beziglich der Symmetrieacl

Rde R2 dm mR?

O

dickwandiger Hohlzylinder,
bezliglich der Symmetrieachse

1
1= m(R} +R3)

Abbildung 2.76: Trigheitsmomente von Hohlzylin-
dern.

ADb.[2.76 und[2.77 zeigen die Trigheitsmomente fiir

&% Vollzylinder, bezuglich der Symmetrieachse

-

1 2
/ I'=gmhR Vollzylinder,
& \ 1 Symmetrieachs a
/ﬁ. L =2 T3 BR*+17) x 7
R g3
| " stab, R«
( "L Symmetrieachse
LI mL?
< I= 12 Quader
m, oo g
¢ Kugel I'= E( + bv )
R _ Z 5 ¥
1= 5mR "

Abbildung 2.77: Weitere Trigheitsmomente.

einige einfach geformte Korper, beziiglich symme-
trieangepasster Achsen.

Auch ein Korper, der sich auf einer Geraden bewegt,
besitzt einen Drehimpuls; dieser wird als Bahndreh-
impuls bezeichnet. Im Gegensatz dazu unterscheidet
man den Eigendrehimpuls, bei dem man sich auf ei-
ne Achse durch den Schwerpunkt bezieht.

Translation | Rotation
Impuls D L Dreh-
impuls
Masse m 1 Tragheits-
moment
Geschwin{ v 0) Winkelge-
digkeit schwindig-
keit

Tabelle 2.3: Analogien zwischen Translations- und
Rotationsbewegung.

Offenbar bestehen eine Reihe von Analogien zwi-
schen Drehimpuls und linearem Impuls. Einige da-
von sind in Tabelle [2.3|zusammengestellt.

In Analogie zum Erhaltungsgesetz fiir den linearen
Impuls gilt ein Erhaltungssatz fiir den Drehimpuls:

So lange keine dufleren Krifte wirken, bleibt der
Drehimpuls eines Systems erhalten.

Die Erhaltung des Drehimpulses spielt eine grofie
Rolle in vielen Teilen der Physik, vom Mikrokos-
mos (z.B. Wechselwirkungen zwischen Elementar-
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teilchen, Absorption von Licht) bis zum Makrokos-
mos (Planetenbewegung, Stabilitit von Galaxien).

2.6.5 Kinetische Energie

i
i
i
i
i
i
i

Abbildung 2.78: Beitrag eines Volumenelements zur
kinetischen Energie.

Mit Hilfe des Trigheitsmoments ldsst sich auch die
kinetische Energie berechnen. Aus dem Ausdruck
fiir die kinetische Energie von Massenpunkten folgt

_7Zmlv = ZV’ Pz

Ist die Rotation durch den Winkelgeschwindigkeits-
vektor @ bestimmt, so gilt

rot
km

—

=®OXF
und

rot
km

2
(O]
—me, 7///r2dm,
mit @ als Betrag der Winkelgeschwindigkeit und r;
resp. r dem Abstand yon der Drehachse. Mit Hilfe
des Trigheitstensors I ldsst sich die Summe, re-
spektive das Integral schreiben als

1 I
gk';?,lt— 2 ?0)250)

Fillt die Rotationsachse mit einer Symmetrieach-
se zusammen, so kann der Tridgheitstensor durch
das Triagheitsmoment beziiglich dieser Achse ersetzt
werden:

‘L

Y

2

1
EN == Sl

2.6.6 Energieerhaltung

Vor dem Start Nach dem Start

Vollzylinder

Hohlzylinder

Abbildung 2.79: Rotationssymmetrische Korper auf
einer schiefen Ebene.

Die unterschiedlichen Tragheitsmomente haben z.B.
einen Einfluss darauf, wie schnell entsprechende
Korper eine schiefe Ebene hinunterrollen (—Abb.
[2.79). Bei diesem Experiment wird potenzielle Ener-
gie &, = mgh in kinetische Energie umgewandelt.
Diese besteht aus zwei Beitridgen, der translatori-
schen und der rotatorischen:

Ekin = %Ico2 + %mvz.

Die beiden Terme sind jedoch iiber v = @R anein-
ander gekoppelt, wobei R den Radius beziiglich der
Rotationsachse darstellt und dieser fiir alle Korper

gleich ist. Daraus folgt auch

da) Za)dv
0w TR a

2v
= ﬁa.

dw?
dt

=N

s

Abbildung 2.80: Rotation iiber schiefe Ebene.

Die Erhaltung der Gesamtenergie kann geschrieben
werden als

d I d
L = v Tmg—0. (214

dt dt
z stellt hier die Hohe dar, v = dx/dt die Geschwin-
digkeit und x die zuriickgelegte Distanz. Mit & als
Starthohe ist

z=h—xsin0

)

d
d—j = —ysin0.
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Einsetzen in (2.14) ergibt
I .
mva + ﬁva —mgvsin0 = 0.

Diese Gleichung kann aufgelost werden nach der
Beschleunigung

Der Vorfaktor gsin 6 beschreibt die Beschleunigung
fiir einen reibungsfreien Massenpunkt, wihrend der
Ausdruck in Klammern die Modifikation durch die
Rotation beriicksichtigt und immer kleiner als 1 ist.
Die Beschleunigung ist somit am grofiten fiir den
Korper mit dem kleinsten Tridgheitsmoment /. Dies
erkldrt, weshalb beim Experiment der Korper mit
dem geringsten Trigheitsmoment zuerst das untere

Ende erreicht.

@

1

2
=gsinf—>— =gsinf (| — ——
R T N A b ( mR?+1

Abbildung 2.81: Maxwell-Rad.

Einen sehr dhnlichen Effekt beobachtet man beim in
Abb. 2.81 gezeigten Maxwell-Rad: auch dieses de-
monstriert den Austausch von Energie zwischen un-
terschiedlichen Formen mechanischer Energie. Das
Rad hingt an zwei Fdden, die um die Achse ge-
wickelt sind. Nach dem Loslassen wickeln sich die
Fidden ab und bringen das Rad in Rotation. Es findet
ein standiger Austausch zwischen potenzieller Ener-
gie, der kinetischen Energie des Schwerpunktes und
der Rotationsenergie des Rades statt. Die Gesamt-
energie ist

m

I 5
) —” +mgzs.

& = Sin + Eror + Cgapot = V% + )

Hier stellt zg die Hohe des Schwerpunkts dar, wel-
cher auf der Achse liegt, und vy = dzg/dt seine
Geschwindigkeit. Die lineare und die Rotationsge-
schwindigkeit sind aneinander gekoppelt, tiber v =
or, mit r dem Radius der Achse. Da die Achse rela-
tiv diinn ist und die Masse des Rades sich relativ weit
von der Achse befindet, wird die potentielle Ener-
gie zum groBten Teil in rotatorische kinetische Ener-
gie umgewandelt und die Translationsgeschwindig-
keit des Rades bleibt relativ gering - es fillt deutlich
langsamer als ein frei fallendes Rad.

2.6.7 Drehmoment

Der Drehimpuls ist eine Erhaltungsgrof3e wenn kei-
ne dullere Kraft angreift. Wie beim linearen Impuls
kann aber eine duflere Kraft den Drehimpuls verin-
dern. Allerdings spielt nicht nur der Betrag der Kraft
eine Rolle, sondern auch die Richtung und der An-
griffspunkt.

Abbildung 2.82: Experimentelle Bestimmung des
Drehmoments.

Abb. [2.82  zeigt ein Experiment, bei dem eine Kraft
in Form der Gewichtskraft eines Massenpunkts tan-
gential an einem Rad angreift, das um seine Achse
rotiert. Eine Anderung des Drehimpulses kann fiir
einen Massenpunkt geschrieben werden als

dr p

dt

dL d
dt  dt

— —

o d
(Fxp)=—Xp+rx =
Die beiden Vektoren des ersten Terms (V und p)
sind parallel, so dass das Vektorprodukt verschwin-
det. Bei einer Drehbewegung ohne duBere Kriifte (@
konstant) ist auBerdem %’3 ||7, so dass auch der zweite

Term verschwindet: der Drehimpuls ist konstant.
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Wenn jedoch eine geeignete Kraft angreift, welche
eine Komponente parallel zu p aufweist, so dndert
sich die Geschwindigkeit der Drehbewegung ent-
sprechend 0517? = Fh und damit auch der Drehimpuls:

dL . .
— =rxF.
dt
Dies ist offenbar das Aquivalent zum zweiten New-
ton’schen Axiom. Man bezeichnet die Grof3e auf der

rechten Seite als Drehmoment

—

M=7#xF [M]=Nm.

Damit kann man das Grundgesetz der Rotation
schreiben als

L = - do

i M=1 T
Das Drehmoment liegt im rechten Winkel zur Kraft
und erzeugt damit einen Drehimpuls senkrecht zur
Kraft. Da das Drehmoment aus dem Vektorprodukt
7 x F besteht, verschwindet es, wenn die Kraft par-
allel zum Ortsvektor (d.h. radial) angreift; in diesem
Fall wiirde eine Anderung des linearen Impulses er-

zeugt, falls keine Gegenkraft wirkt (z.B. durch die
Lager eines Rades).

Im Experiment von Abb. 2.82 wird die Kraft durch
ein Gewicht der Masse m erzeugt, welches an ei-
nem Seil im Schwerefeld der Erde zieht. Indem das
Gewicht tiber eine Hohe 4 fillt, wird eine Energie
A&, = mgh auf das Rad iibertragen und in kineti-
sche Energie der Rotation &, umgewandelt. Diese
betrigt

1
Eror = 51(02 = mgh.

Somit ldsst sich aus diesem Experiment das Trég-
heitsmoment bestimmen:
2mgh

1

indem man die resultierende Rotationsgeschwindig-
keit w des Rades misst.

Die Tatsache, dass sich das Drehmoment auf ein be-
stimmtes Koordinatensystem, respektive eine Dreh-
achse bezieht, lisst sich anhand des in Abb. [2.83 ge-
zeigten Experimentes demonstrieren. Wenn man mit

Abbildung 2.83: Folgsame Rolle.

Hilfe eines Bandes an einer Rolle eine Kraft aus-
iibt, so erzeugt dies ein Drehmoment, welches be-
ziiglich der Symmetrieachse immer in die gleiche
Richtung zeigt. Allerdings steht die Rolle in Kon-
takt mit dem Boden und dadurch erfolgt die Rotati-
on um den Auflagepunkt, nicht um die Achse. Be-
ziiglich dieses Punkts kann das Drehmoment positiv
oder negativ sein. Dementsprechend ist es moglich,
die Rolle in Richtung auf den Experimentator oder
von ihm weg zu bewegen.

2.6.8 Kriiftegleichgewicht

Drehmomente spielen vor allem bei ausgedehnten
Korpern eine Rolle. Dies werden meist als starre
Korper behandelt, man vernachlissigt also Deforma-
tionen.

sl

F,

Abbildung 2.84: Gleichgewicht eines starren Kor-
pers.

Abb. [2.84 zeigt einen einfachen starren Korper, be-
stehend aus 2 Massenpunkten, welche starr mitein-
ander verbunden sind. Damit dieser im Gleichge-
wicht ist, also seinen Bewegungszustand nicht &n-
dert, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein. Zum er-
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sten muss die Summe der von auflen auf den Korper
wirkenden Kriifte verschwinden,

F;ot :ZEZO
i

Im vorliegenden Fall muss die Summe der Schwer-
krifte auf die beiden Massen durch eine Stiitzkraft
F; ausgeglichen werden,

F;m = (ml+m2)§+ﬁs =0.

Fiir die Translationsbewegung spielt es keine Rolle,
wo die Krifte angreifen.

Dies wird jedoch relevant, wenn es um eine Rota-
tionsbewegung geht. Damit der Korper auch beziig-
lich einer Drehung im Gleichgewicht ist, muss zu-
sétzlich die Summe der Drehmomente verschwin-
den. Dafiir verwenden wir ein Koordinatensystem,
bei dem die Stiitzkraft F's am Punkt 7 angreift. Da-
mit verschwindet ihr Beitrag zum Drehmoment. Der
Beitrag der Gewichtskrifte ist

Ml —I—Mz :m1(71 —?5) ><§+m2(?2_?5) XEZO.
(2.15)

Daraus folgt die Bedingung fiir die Lage 75 des Mas-
senschwerpunkts:

mq (71 — 75) —i—mz(?z —75) =0.
Auflosen nach Fg ergibt

L mTF +mab
r§ = —————
my —+myp

also den mit den Massen gewichteten Mittelwert
der beiden Ortsvektoren. Dieser Punkt wird des-
halb auch als Schwerpunkt bezeichnet. Die Rech-
nung lésst sich leicht auf eine beliebige Zahl von
Massenpunkten oder Massenelementen erweitern:

L Ymt
rs = ——.
Yim;

Mit Hilfe des Schwerpunkts kann man untersuchen,
ob ein Korper stabil aufgestellt oder aufgehéngt ist:
Wenn sich der Schwerpunkt eines Korpers iiber oder
unter seiner Auflagefliche befindet, dann fillt er
nicht um. Ob das Gleichgewicht stabil, instabil oder

Abbildung 2.85: Stabiles, indifferentes und labiles
Gleichgewicht, abhéngig vom Auf-
hingepunkt.

indifferent ist, hingt wiederum davon ab, ob die
mogliche Drehachse des Korpers ober-, unter- oder
auf der Hohe des Schwerpunkts ist. Abb. 2.85 il-
lustriert dies fiir einen Holzstab. Daraus ergibt sich
auch eine Moglichkeit, den Schwerpunkt eines Kor-
pers zu bestimmen: Man hingt ihn an verschiede-
nen Punkten auf und markiert die Richtung nach Un-
ten. Die entsprechenden Geraden schneiden sich im
Schwerpunkt.

Kraft 1

®  Drehpunkt

Lastarm 2

{ ) f
-
b

Lastarm 1

Abbildung 2.86: Hebelgesetz.

Eine weitere Konsequenz ist das Hebelgesetz, wel-
ches in Abb. graphisch dargestellt ist. Aus der Be-
dingung (2.15), dass das Drehmoment verschwindet,

MZZ?,‘XEZOZF]G—FQIJ
i

folgt
Fla=Fb
oder
A_D
B a
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2.6.9 Pirouette

e =)
~T %
>
&

Abbildung 2.87: Pirouette.

Eine bekannte Anwendung der Drehimpulserhaltung
ist die Pirouette von Eiskunstldufern (— Abb. [2.87).
Hier reduziert der Artist das Tragheitsmoment indem
er die Arme anzieht und erhoht dadurch die Winkel-
geschwindigkeit: Da der Drehimpuls konstant bleibt,
muss gelten

Li=L=Lo =hLo.

Daraus folgt

0 = 0 L’

Als Beispiel nehmen wir an, dass er sich zunichst
mit einer Drehfrequenz von vy = 1 s~! bewegt und,
dass sein Trigheitsmoment zunichst Iy = 6 kg m?
betrigt. Durch Anziehen der Arme reduziert er die-
ses auf I} = 1,5 kg m?. Sind Reibungsverluste ver-
nachlédssigbar, muss der Drehimpuls dabei erhalten
bleiben und damit die Drehfrequenz zunehmen auf

Die kinetische Energie der Rotation,

1 lo? = 11;2
2 21
bleibt dabei nicht erhalten; diese wird dem System
iiber eine Arbeitsleistung zugefiihrt, indem die Arme
gegen die Zentrifugalkraft angezogen werden miis-

sen. Die entsprechende Arbeit betragt

rot __
éakin -

1
w (I w? — Iywd)

2
1
5(1,5:631-6:39,5)] =5921.

Abbildung 2.88: Erhohung der Winkelgeschwindig-
keit durch Reduktion des Trig-
heitsmoments.

Das Experiment kann auch im Horsaal durchgefiihrt
werden, wobei der Effekt durch Gewichte in den
Hinden verstéirkt wird (— Abb. [2.88). Beim Anzie-
hen der Arme wird das Tragheitsmoment reduziert
und die Erhaltung des Drehimpulses fiihrt zu einer
Erhéhung der Winkelgeschwindigkeit.

i

rad T L. s =0

des
Drehimpuls-Vektors.

Abbildung 2.89: Erhaltung

Der Drehimpuls ist eine vektorielle Grofe, die sich
aus mehreren Komponenten zusammensetzen kann.
Im Beispiel von Abb. [2.89 bleibt jedoch nur die ver-
tikale Komponente erhalten, da der Drehstuhl um
diese Achse frei beweglich ist. Die Achse des Ra-
des wird zunichst in horizontaler Richtung gehal-
ten. Dreht man das Rad, so dass der Drehimpuls
nach oben zeigt, muss sich der Drehstuhl in ent-
gegengesetzter Richtung bewegen, um den Gesamt-
Drehimpuls beziiglich der vertikalen Achse zu erhal-
ten. Dreht man die Achse des Rades nach unten, ro-
tiert der Drehstuhl in die entgegengesetzte Richtung.
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genannten Feuertornado, welcher durch Drehen ei-
nes Tellers mit einer brennenden Fliissigkeit erzeugt
wird. Die Flamme wird von einem Drahtkéfig um-
schlossen, der sich ebenfalls dreht. Durch die Flam-
me steigen im Drahtkéfig heifle Luft und Verbren-
nungsgase auf und saugen dadurch von auflen fri-
I2 sche Luft in den Zylinder hinein. Beim Einstromen
w2 sinkt der Abstand von der Drehachse. Wie bei der
Pirouette wird dadurch die Rotationsgeschwindig-
keit groBer. Entsprechend dreht sich die Feuersédule
viel schneller als der Kifig. Gleichzeitig wird durch
die Drehbewegung die radiale Stromungsgeschwin-
digkeit reduziert. Dementsprechend dauert es lidnger,
Abbildung 2.90: Turner an einem Reck. bis geniigend Sauerstoff die Flamme erreicht und die
Gase konnen weiter aufsteigen - die Flamme steigt
hoher. Auf dhnliche Weise kommt die Rotation von
Winden um Hoch- und Tiefdruckgebiete zustanden,
wie auch bei Hurrikanen, Taifunen oder Tornados.

Auf dhnliche Weise kann ein Turner an einem Reck
seine Winkelgeschwindigkeit vergroBern. Wie in
Abb. 2.90 gezeigt, dndert er durch seine Korper-
haltung sein Tragheitsmoment und damit auch sei-
ne Winkelgeschwindigkeit. Indem er dies synchroni-
siert mit dem Drehwinkel durchfiihrt, leistet er auch  2.6.10 Kreisel
Arbeit gegen die Schwerkraft und erhoht damit seine

kinetische Energie und seinen Drehimpuls. Ein Kreisel ist ein starrer Korper, der um eine Achse

rotiert. In diesem Fall gelten Erhaltungsgesetze fiir
alle drei Komponenten des Drehimpulses. Fiir prak-
tische Anwendungen sollte die Rotationsachse mit
einer Symmetrieachse des Korpers zusammenfallen,
in diesem Fall kann die Rotation sehr stabil sein.

Abbildung 2.91: Feuertornado.

Abbildung 2.92: Kardanisch aufgehiingter Kreisel.

Drehimpulserhaltung spielt auch bei der Dynamik
von Gasen eine Rolle. Abb. 2.91] zeigt einen so- Lagert man den Kreisel so, dass keine Drehmomente
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M auf ihn wirken (— Abb. |2.92), so bleibt wegen

dlL

dt
der Drehimpuls L und auch die Drehachse konstant.
Je groBer der Drehimpuls, desto schwieriger wird es,
seine Richtung zu dndern. Deshalb sind Kreisel bei
hohen Drehzahlen sehr stabil.

Kurskreisel

Ein solcher kréftefreier Kreisel behilt seine einmal
vorgegebene Orientierung auch dann bei, wenn man
ihn mit dem Aufbau als Ganzes beliebig durch den
Raum trigt. Ein Kreisel kann so im Prinzip als Kurs-
kreisel zur Richtungsbestimmung in der Navigation
eingesetzt werden. Allerdings ergeben Reibungsef-
fekte und Drehmomente Abweichungen.

Backstein

Eine freie Rotation ist stabil bei Rotation um die
Achse mit dem kleinsten oder dem groften Trig-
heitsmoment.

Nutation

Rotiert der kriftefreie Kreisel nicht um eine Symme-
trieachse, so bleibt zwar die Richtung des Drehim-
pulses konstant, nicht aber die Richtung der Rotati-
onsachse. Der allgemeine Zusammenhang zwischen
Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit ist

L=1®.
Hier stellt / den Trigheitstensor dar, welcher den
Vektor @ rotiert und multipliziert. Drehachse und
Symmetrieachse des Kreisels dndern mit der Zeit ih-
re Richtung und bewegen sich auf Kegelminteln um
die Drehimpuls-Achse L.

Prizession

Wirkt eine Kraft auf einen Kreisel, z.B. die Schwer-
kraft, so erzeugt diese i.A. auch ein Drehmoment

und damit eine Anderung des Drehimpulses:

—

dL - | o

E =M=7rx FG.
Da die Anderung des Drehimpulses senkrecht zur
Richtung der Gewichtskraft liegt, fillt der Kreisel
nicht um, sondern er priazediert um die Richtung der
Gewichtskraft, also um die Vertikale.

Abbildung 2.93: Ein Zylinder wird durch einen
Kreisel stabilisiert und kann so ei-
nem diinnen Metallrohr folgen.

Das Experiment zeigt ein einfaches Beispiel, in dem
die Drehimpulserhaltung ein selbstindig navigieren-
des System ergibt. Man benutzt dazu einen Kreisel,
der in ein Kunststoffrohr eingebaut ist. Der Kreisel
rollt auf einem gebogenen Draht eine schiefe Ebene
hinunter und folgt den Kurven eines diinnen Metall-
rohrs (— Abb. [2.93). Dies wird durch die Drehim-
pulserhaltung moglich. Man kann den Effekt quali-
tativ so erkléren:

e Der Kreisel ldauft rechts oder links von der
Bahn. Sein Schwerpunkt S liegt jetzt nicht mehr
direkt tiber der Schiene.

* Es wirkt ein Drehmoment M = 7 X mg.

* Das Drehmoment erzeugt eine eine Prizession
des Kreisels um die Achse senkrecht zu L.

e Dadurch éndert sich die Richtung der Rotati-
onsachse des Zylinders und damit die Richtung
der Schwerpunktsbewegung.
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* Bei korrektem Drehsinn des Kreisels bewegt
sich der Zylinder so, dass der Schwerpunkt wie-
der iiber dem Draht liegt.

2.7 Astronomische Anwendungen

2.7.1 Drehimpuls und Planetenbahnen

Abbildung 2.94: Ringe des Saturns.

Die Erhaltung des Drehimpulses ist auch verantwort-
lich fiir die Rotation von Planeten im Sonnensy-
stem, von Satelliten (Monden, Ringen) um Planeten,
und der Sonnensysteme in der Galaxis: diese bilde-
ten sich aus Wolken von Gas und Staub durch Kon-
traktion unter dem Einfluss der Schwerkraft. Die Er-
haltung des Drehimpulses bei der Kontraktion fiihr-
te zu einer Erhohung der anfangs geringen Rotati-
onsgeschwindigkeit und verhindert eine vollstindige
Kontraktion: ohne Drehimpulserhaltung wiirden die
Planten unter dem Einfluss der Schwerkraft in die
Sonne fallen. Ahnliche Effekte fiihren zur Form der
Galaxien.

Die Planetenbahnen haben die Menschen seit Lan-
gem fasziniert. Ptoleméus fasste im 2. Jh. nach Chri-
stus den damaligen Wissenstand zusammen und er-
stellte ein Weltbild (— Abb. [2.95), welches mehr
als tausend Jahre Bestand hatte. In seinem System
war die Erde im Zentrum des Universums und der
Mond, Merkur, Sonne, Mars, Jupiter und Saturn be-
wegten sich in Kreisen um die Erde. Dies war al-
lerdings nicht mit allen Beobachtungen kompatibel;
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Abbildung 2.95: Das Ptoleméische Weltbild mit der
Erde im Mittelpunkt.

so bewegen sich die Planeten von der Erde aus be-
trachtet nicht immer in die gleiche Richtung, son-
dern folgen manchmal einer Art von Schleife. Man
versuchte das Ptolemiische Modell deshalb durch
sogenannte Epizyklen zu korrigieren: Die Planeten
liefen nicht direkt auf Kreisen, sondern auf Kreisen,
deren Mittelpunkte wiederum auf Kreisen um die Er-
de liefen. Noch genauere Messungen zeigten, dass
mehrere Generationen von Epizyklen notwendig wa-
ren, um die Beobachtungen erklédren zu konnen.

Die wichtigste Neuerung wurde von Kopernikus
(1473-1543) initiiert, welcher anstelle der Erde die
Sonne ins Zentrum stellte. Dies konnte einige der
Beobachtungen qualitativ erkldren, aber eine quan-
titative Ubereinstimmung wurde nicht erreicht, weil
die Planten in seinem Modell sich immer noch
auf Kreisbahnen bewegten. Der didnische Hofastro-
nom Tycho Brahe (1546-1601) stellte umfangrei-
che Beobachtungen an, welche insgesamt weder mit
dem kopernikanischen noch mit dem ptoleméischen
Weltbild wirklich vereinbar waren.

2.7.2 Die Kepler’schen Gesetze

Die erste Theorie, welche die Beobachtungen an-
hand einiger weniger Gesetze erkldren konnte
stammt von Johannes Kepler (1571-1630; — Abb.
[2.96). Er formulierte die ersten zwei seiner Geset-
ze 1609, das dritte 1619. Sie wurden fiir Planeten
formuliert, gelten aber analog z.B. fiir die Umlauf-
bahnen von Monden. Zu Kepler’s Zeit waren dies
neue Grundgesetze, welche nur der Beschreibung
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Abbildung 2.96: Johannes Kepler (1571-1630).

der astronomischen Daten dienten. Erst gegen En-
de des 17. Jahrhunderts lieferte Newton die theo-
retischen Grundlagen, mit denen diese Gesetze aus
grundlegenderen Gesetzen hergeleitet werden konn-
ten.

Abbildung 2.97: 1. Kepler’sches Gesetz: Die Plane-
tenbahnen sind Ellipsen; die Son-
ne steht in einem der Brennpunkte
A172.

1. Kepler'sches Gesetz: Die Planeten bewegen
sich auf Ellipsen. Die Sonne steht jeweils in ei-
nem der Brennpunkte. Ellipsen sind geschlos-
sene Kurven, welche z.B. durch die Gleichung

x2 y2

2t !

beschrieben werden konnen. a und b stellen die
Halbachsen der Ellipse dar (— Abb.[2.97). Fira=b
geht die Ellipse in einen Kreis iiber. Ellipsen kénnen
u.a. konstruiert werden, indem man zwischen den
beiden Brennpunkten einen Faden spannt und mit ei-
nem Bleistift bei gespanntem Faden die Kurve zieht.

Dabei nutzt man aus, dass die Strecke u + v konstant
ist.

Das Gesetz beinhaltet verschiedene Niherungen,
z.B. dass die Sonne unendlich schwer ist. Dies ist
eine gute Nidherung: Die Masse der Sonne betrigt
etwa 2- 100 kg, diejenige der Erde etwa 6 - 10%*
kg. Beriicksichtigt man die endliche Masse, so be-
wegen sich Sonne und Planet um den gemeinsamen
Schwerpunkt, dieser liegt in einem Brennpunkt der
Ellipse. AuBlerdem storen andere Planeten die Bahn.

2.7.3 2. Kepler’sches Gesetz

Das 2. Kepler’sche Gesetz beschreibt die Geschwin-
digkeit auf der Bahn.

At

At

Abbildung 2.98: 2. Kepler’sches Gesetz: Die Fli-
chen A; und A, sind gleich.

Der von der Sonne zum Planeten gezogene Radius-
vektor 7 tiberstreicht in gleichen Zeiten At konstante
Flichen AA: AA /At = konstant (— Abb. [2.98). Die-
ses Gesetz lisst sich beweisen, wenn man die Fliche
dA berechnet, welche in der (infinitesimalen) Zeit dt
iiberstrichen wird:

1
dA = E\?Xd?\:—|?><mdr|
dr? 1
= — |7 —|dt = —|F V| dt.
5 [FXm— 2m\r><mv]

Da 7 x mv =L den Drehimpuls darstellt, ist
dA 1

dt  2m
konstant, wenn der Drehimpuls sich nicht &ndert.
Dies gilt fiir endliche Zeiten genau so,

|L| = const.

t+At

A(Ar) = /

t

dA
—dt =

1 -
—|L|At.
dt 2m| |
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Das zweite Kepler’sche Gesetz ist also eine direkte
Manifestation der Erhaltung des Drehimpulses.

2.7.4 3. Kepler’sches Gesetz

Das dritte Kepler’sche Gesetz betrifft das Verhilt-
nis zwischen Abstand und Umlaufzeit der Planeten.
Kepler fand es erst etwa 10 Jahre nach den ersten
beiden Gesetzen; es wurde 1619 publiziert, im Werk
Harmonices mundi.

\ Planet
\\ 19
3y
\\ y
e
’.f”ﬁm;\/i Plangt
5 Sonne 1
#*”711
L

Abbildung 2.99: 3. Kepler’sches Gesetz.

Die Quadrate der Umlaufzeiten 77, T zweier Plane-
ten verhalten sich wie die Kuben der groB3en Halb-
achsen ay, a, (— Abb.|2.99):

Diese Beobachtung kann fiir eine Kreisbewegung
leicht erklart werden: In diesem Fall wirkt die Gra-
vitation

Mm

Fo=0"

als Zentripetalkraft. Diese muss der Zentrifugalkraft
Fz =m’R

entsprechen. Die Kreisfrequenz @ ist invers propor-
tional zur Periode, @ = 27 /T. Somit ist

2
M
Gm:m< >R.
RZ

T

10124

101

grofle Bahnhalbachse a [m]

1Jahr 408 109

Umlaufzeit T [s]

107

Abbildung 2.100: Vergleich des 3. Kepler’schen Ge-
setzes mit Daten der Planetenbah-
nen.

Umstellen ergibt das 3. Kepler’sche Gesetz:

T? 4n?
Bl const.

Solche Potenzgesetze kann man am besten iiberprii-
fen indem man die vorhandenen Daten logarithmiert:
Bildet man auf beiden Seiten den Logarithmus dann
findet man

2(logT; —logT)
a\3

log <1> = 3(loga; —loga,)
a

oder

loga; —loga, 2

logTi —logh 3°

Tragt man loga gegen log 7" auf, so erhélt man somit
eine Gerade mit Steigung 2/3. Wie in Abb. ge-
zeigt, passen die experimentellen Daten sehr gut zu
dieser Voraussage.

2.7.5 Theorie der Gravitation

Die Kepler’schen Gesetze lieferten hervorragende
Vorhersagen welche innerhalb der Messgenauigkeit
die Beobachtungen erkldren konnten. Sie liefern
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aber keine Erkldrung fiir die beobachteten Phino-
mene. Kepler versuchte auch, eine Erkldrung zu lie-
fern, aber es gelang ihm nicht. Diese lieferte jedoch
Newton mit seinen Gesetzen der Mechanik (— Ab-
schnitt [2.2.2)) und mit seiner Theorie der Gravitation
(— [2.2.5). Diese besagt, dass die unterschiedliche
Massen sich anziehen, mit einer Kraft

min;

2
P

\F6| =G

Die Gravitationskonstante G war zu Newton’s Zeit
noch nicht bekannt. Der heute anerkannte Wert be-
tragt

N 2 3
n2 66731071
kg

G=06,673-10" .
kg?s?

Nachdem die Gravitationskonstante bestimmt ist,
kann man eine Messung der Fallbeschleunigung an
der Erdoberfliche dazu verwenden, die Erdmasse
zu bestimmen. Mit dem mittleren Erdradius r =
6,37-10°m erhilt man mg = 5,97-10%* kg. Analog
kann man aus dem Radius einer Planetenbahn und
seiner Umlaufzeit die Masse der Sonne bestimmen:
Aus dem Gleichgewicht zwischen Zentrifugalkraft
und Gravitationskraft der Sonne

mpmg

2
'p

Fzp = mprpa),% =F;= G

Die Sonnenmasse erhilt man daraus als
ms = rys/G ~2-10%%g.

Dies beinhaltet gleichzeitig das dritte Kepler’sche
Gesetz (fiir den Grenzfall eines Kreises, d.h. ver-
schwindender Elliptizitét).

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts erkannte Einstein,
dass die Newton’sche Theorie als eine Niherungs-
form betrachtet werden muss. In dieser Theorie er-
folgt die Wechselwirkung zwischen unterschiedli-
chen schweren Korpern nicht mehr iiber Krifte, son-
dern indem jeder Massenpunkt den Raum in sei-
ner Umgebung verzerrt. Die Theorie behandelt somit
nicht Krifte, sondern die Geometrie des vierdimen-
sionalen Raum-Zeit Kontinuums.

Abb. [2.101] zeigt diese Kriimmung schematisch, an-
hand einer Projektion in den zweidimensionalen

Abbildung 2.101: Kriimmung des Raum-Zeit Konti-
nuums durch eine Masse.

Raum, respektive die dreidimensionale Raum-Zeit.
Jede Masse erzeugt eine Kriimmung in ihrer Umge-
bung.

Sie gibt in vielen Fillen die gleichen Voraussagen zu
experimentell beobachtbaren Gréen wie die New-
ton’sche Theorie. In einigen wenigen Spezialfil-
len findet man Unterschiede. So kann sie z.B. die
Prizessionsbewegung bei der Merkurbahn erkliren,
oder die Ablenkung von Sternenlicht beim Passie-
ren der Sonne. Eine wichtige Bestéitigung der allge-
meinen Relativitétstheorie erfolgte 2016, als zum er-
sten Mal Gravitationswellen gemessen wurden. Gra-
vitationswellen sind Verzerrungen des Raums, wel-
che sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Alle
bewegten Korper erzeugen Gravitationswellen, aber
die entsprechenden Verzerrungen sind meistens zu
klein, um sie messen zu konnen. Lediglich wenn sich
sehr groe Massen sehr schnell bewegen, sind die
Amplituden der Wellen grofl genug um messbar zu
sein. Die bisher gemessenen Signale wurden Paaren
von schwarzen Lochern und Neutronensternen zuge-
schrieben, die sich verschmolzen haben. Einige der
beteiligten Forscher erhielten 2017 den Nobelpreis
fiir Physik.
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2.8 Starre und elastische Korper

2.8.1 Starre Korper

Starre Korper sind, nach dem Massenpunkt, eine
weitere niitzliche Modellvorstellung. Unter einem
starren Korper versteht man ein

System von Massenpunkten, deren Abstéinde von-
einander zeitlich unverindert sind.

Formal: fiir jedes Paar i, K von Massenpunkten gilt

-

7; — I = Cix = const.

2.8.2 Deformation

Elemente eines makroskopischen Korpers sind ge-
geneinander verschiebbar. Deformationen erfordern
eine Kraft, die von der Art der Deformation sowie
der Art des Korpers abhingt. Es wird zwischen zwei
Typen von Deformationen unterschieden. Bei der Er-
sten dndert sich die Form, bei der Zweiten zusitzlich
das Volumen:

Querdehnun :
F . 9 Scherung Drillung  Biequng
__ Ad 4F =Torsion
]} IAL | I
Fl
¥ d

Volumen- und Forménderung Nur Forménderung

Abbildung 2.102: Unterschiedliche Arten der Ver-
formung.

* Nur Forminderung: Scherung, Biegung, Dril-
lung

e Auch Volumeninderung: Kompression, Dila-
tation

Festkorper sind form- und volumenelastisch, sie
wehren sich gegen alle Arten von Deformationen
und kehren in ihre urspriingliche Gestalt zuriick,
wenn die Beanspruchung aufgehort hat. Erst wenn

die Beanspruchung eine gewisse Grenze iiberschrei-
tet, dann beginnt das sogenannte plastische Flie-
Ben, das bei einer weiteren Steigerung der Beanspru-
chung zum Bruch fiihrt. Als Zugfestigkeit bezeich-
net man die hochstmogliche angelegte Zugspannung
bevor das Material bricht.

2.8.3 Spannung

Eine Spannung ist der Quotient aus der wirkenden
Kraft AF und dem Fldchenelement AA, an dem diese
Kraft angreift:
S AF

=1
Man beschreibt die wirkenden Spannungen durch
Zerlegung des Korpers in kleine Volumenelemente,
auf die diese Krifte wirken. Unter den Spannungen
erleiden die Volumenelemente Forménderungen.

dF:

Abbildung 2.103: Zerlegung einer Spannung in

Normal- und Schubspannung.

Wie in Abb. gezeigt, kann eine allgemeine
Spannung S unterteilt werden in die Normalspan-
nung o, bei der die Spannung senkrecht zum Fli-
chenelement angreift, und in die Schubspannung 7,
welche parallel zur Fliche wirkt.

An einem Punkt des Korpers kann man die Fléche,
an der die Krifte angreifen, in drei orthogonale Rich-
tungen orientieren. Beziiglich dieser Fliche kann
man die Kraft in eine Normal- und zwei Schubspan-
nungsanteile aufteilen. Insgesamt erhilt man somit 9
unterschiedliche Spannungen, welche einen symme-
trischen Tensor 2. Stufe bilden, den Spannungsten-
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SOor
Ox Txy Txz
S= Tyx Oy Ty
Tox sz O;

Auf Grund der Symmetrie sind maximal 6 dieser
GroBen unabhingig von einander. In der Diagona-
len stehen die Normalspannungen und in den Au-
Berdiagonalelementen die Schubspannungen. Da die
Spannung als Funktion des Ortes variiert, wird sie in
einem ausgedehnten Korper als Tensorfeld S(7) be-
schrieben.

Jede Belastung kann in elementare Belastungen
zerlegt werden. Bei Zug- und Druckspannungen
oder bei Biegungen treten reine Normalspannungen
auf. Bei Scherung und Torsion treten reine Schub-
spannungen auf.

2.8.4 Dehnung

Abbildung 2.104: Dehnung eines Stabs.

Eine elastische Verformung wird beschrieben durch
die Veridnderung der Geometrie eines Korpers un-
ter den wirkenden Kriften. Im einfachen Fall ei-
nes Wiirfels (als Volumenelement) kann zum Bei-
spiel eine Léngeninderung A( stattfinden, wobei
die rechten Winkel erhalten bleiben. Als Dehnung
bezeichnet man, wie in Abb. gezeigt, die rela-
tive Lingeninderung € = 4¢. Stauchungen sind ne-
gative Dehnungen.

7"

Spannung und Dehnung sind voneinander abhingig.
In den weitaus meisten Korpern existiert zudem fiir
niedrige Spannungen ein Bereich, in dem eine linea-
re Beziehung gilt, welche fiir Federn als Hooke’ -
sches Gesetz bekannt ist:

oc=FEe [E]

wobei die Proportionalitdtskonstante E als Elastizi-
tatsmodul (=Young’scher Modul) bezeichnet wird.
Bei Stahl betrigt er etwa 200 GPa, und bei Gummi
(und auch in etwa bei Muskeln) weniger als 0.1 GPa.
Knochen mit £ = 15 GPa haben in etwa die elasti-
schen Eigenschaften von Holz (13 GPa). Tabelle
vergleicht die numerischen Werte von Elastizitéts-
und Schubmodul fiir einige Materialien; fiir Alumi-
nium und Stahl enthilt sie auerdem die Bruchspan-
nung als Vergleichsgrofie.

Material E u G OB
GPa GPa MPa
Al 70.6 0.34 | 26.5 147
Stahl 206 0.28 | 80.4 981
Diamant 1100
Knochen 17 9 150
Holz 13
Gummi 0.1- 0.5
0.01
Bandscheibe | 0.005

Tabelle 2.4: Elastische Konstanten unterschiedlicher
Materialien.

Diese GroBen gelten nur fiir den linearen Bereich.
Dieser endet spitestens dann, wenn die Verformung
plastisch wird. Es gibt aber auch im reversiblen Be-
reich Abweichungen vom Hooke’schen Gesetz, also
nichtlineare Beziehungen zwischen Spannung und
Dehnung.

Da das Hooke’-sche Gesetz bei biologischen Mate-
rialien wie z.B. Gummi nur in einem kleinen Bereich
gilt (— Abb.[2.103), ist eine sinnvolle Definition der
differentielle Elastizitdtsmodul
1 de
Ed,'ff do .

Dieser muss somit als Funktion des Spannungszu-
standes bekannt sein.

2.8.5 Volumeninderung

Wird ein Korper gedehnt, indem eine Normalspan-
nung angelegt wird, so findet man im Allgemei-
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Abbildung 2.105: Dehnung von  vulkanisiertem

Gummi bei Zug.

nen nicht nur eine Anderung der Linge in Richtung
der Normalspannung, sondern ebenso eine Ande-
rung der Ausdehnung senkrecht zu dieser Richtung.
In den meisten Fillen handelt es sich um eine Kon-
traktion; man spricht von Querkontraktion. Wie fiir
die Dehnung findet man einen linearen Bereich, in
dem die transversale Lingenédnderung proportional
ist zur Spannung und damit zur Lingeninderung in
Zugrichtung.

115

Ar

=

F

v

2r

Abbildung 2.106: Querkontraktion eines Zylinders.

Wir betrachten als Beispiel einen Zylinder, der in
Achsenrichtung gedehnt wird, wie in Abb. ge-
zeigt. Die Verringerung Ar seines Radius 7 schreiben
wir als relative Anderung

Al
‘LLE'

Das Verhiltnis der Querkontraktion zur Dehnung

=—=

&

hei3t Poisson-Zahl |L.

Aus der Dehnung und der Querkontraktion berech-
nen wir die Volumendnderung: Das Volumen des
entspannten Zylinders betragt

V =nrd.
Durch die Spannung dndert sich die Linge um A¢
und der Radius um Ar, das Volumen also um

2Ar
—+
,

Al

AV = 21rArl 4+ 1P AL =V ( ;

).

Mit Hilfe des oben eingefiihrten Parameters p kann
dies geschrieben werden als 47 = &(1 —2u). Fiir
Gummi ist g = 0.5. Somit verschwindet hier die Vo-
lumenénderung.

2.8.6 Scherung

Eine Scher- oder Schubspannung 7 bewirkt, dass al-
le zur Fliche senkrechten Kanten eines Quaders um
einen Winkel o = Ax// gekippt werden, wie in Abb.
gezeigt. Man bezeichnet dies als Scherung.

Abbildung 2.107: Scherung eines Wiirfels.

Der Scherwinkel o ist im linearen Bereich propor-
tional zur Schubspannung:

oa=—; 1T=G0Gx.

G
Der Proportionalititsfaktor G ist der Torsions- oder
Schubmodul. Da die Schubspannung die gleiche
Einheit besitzt wie die Zugspannung (7 = F/A;
[t]= N/m?=Pa), besitzt auch der Schubmodul die
Einheit Pascal. Materie ist allgemein leichter durch
Scherung als durch Dehnung verformbar, d.h. G < E
(siche Tabelle [2.4). Dies kann man sich dadurch
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plausibel machen, dass auf atomarer Ebene bei Deh-
nung oder Kompression die Abstinde der Atome &n-
dern, bei Scherung aber in erster Nidherung nur die
Bindungswinkel, nicht die Absténde.

Ahnlich wie der Schubmodul kleiner ist als der
Spannungsmodul, ist auch die Bruchspannung fiir
Scherung kleiner als fiir Stauchung. Knochenbriiche
finden deshalb hdufig unter kleinen Winkeln statt.

2.8.7 Elastische und plastische Verformung

Das Verhalten von Materialien unter Zugbelastung
kann mittels einer Priifmaschine ermittelt werden
und in einem Spannungs-Dehnungs-Diagramm
aufgetragen werden (siche Abb[2.108):

A
plastischer Bereich

(irreversibel)

Bruch

Hysterese

Spannung F/A

DehnungA2/2

Abbildung 2.108: Spannungs-Dehnungs-
Diagramm.

Man kann folgende Bereiche unterscheiden:

* Elastischer Bereich: Die Dehnung gehorcht
dem Hooke’schen Gesetz. In diesem Bereich
ist die Verformung verschwunden, wenn keine
Spannung mehr wirkt.

* Plastischer Bereich: Verformungen bleiben
teilweise auch ohne Spannung erhalten. Die
Form wird abhiingig von der Vorgeschichte.

* Wird die Spannung zu grof3, so erreicht man
den Bruchpunkt: Bei dieser Dehnung bricht
oder zerreifit der Korper.

Auf mikroskopischer Ebene erzeugt man im plasti-
schen Bereich Defekte und / oder verschiebt die De-
fekte innerhalb des Gitters. Beim Bruchpunkt ver-

Metalle
OOﬁO Polymere
plastische @
Verformung plastische
Verformung

QPP

Abbildung 2.109: Mikroskopische Prozesse einer
plastischen Verformung.

groBert sich ein solcher Defekt schlagartig bis auf
die Dimensionen des gesamten Korpers.

Im Bereich der plastischen Verformung wird nicht
die gesamte in das System hineingesteckte Arbeit
wieder frei, sondern sie bleibt als Verformungsener-
gie und Wirme im System. Die plastische Verlust-
energie kann berechnet werden, indem man fiir je-
des Volumenelement dV das Schleifenintegral iiber
einen Zyklus der angelegten Spannung bildet. Die
geleistete mechanische Arbeit ist dann

dw = deds =dV ]{dsc.

Hier ist dF die am Volumenelement angreifende
Kraft und ds der gegen die Kraft zuriickgelegte Weg.
Auflerdem haben wir verwendet dass

dF = o0dA,
mit der Spannung ¢ und
ds = del.

Ist der Kérper homogen, d.h. € und o iiber das Volu-
men konstant, so reduziert sich das Volumenintegral
auf eine Multiplikation mit V = [/dA. Damit wird
die Verlustenergie

W=V 7{ deo.
Im Spannungs-Dehnungs-Diagramm entspricht dies

der Fléche, die von der Hysteresekurve eingeschlos-
sen wird.
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Diese unterschiedlichen Bereiche findet man bei bio-
logischen Materialien genau so wie bei kristalli-
nen Festkorpern. Allerdings sind biologische Ma-
terialien meistens wesentlich komplexer und héufig
nicht homogen, sondern auf unterschiedlichen Ebe-
nen strukturiert und an unterschiedlichen Orten un-
terschiedlich stark. Ein wichtiger Aspekt bei der Op-
timierung ist die Verschiebung des Bruchpunktes zu
moglichst hohen Werten von Spannung und Deh-
nung. Dazu muss vor allem vermieden werden, dass
mikroskopische Defekte (Risse) sich zu schnell aus-
breiten.

2.9 Biomechanik

2.9.1 Grundlagen und Motivation

Die Biomechanik, als Teilgebiet der Biophysik, be-
fasst sich mit Funktionen und Strukturen des Be-
wegungsapparats und mit Bewegungen von biologi-
schen Systemen. Methodik und Messgré3en werden
von der klassischen Mechanik iibernommen und auf
biologische Organismen und Objekte angewendet.
Fragestellungen stammen aus der Ergonomie (z.B.
Arbeitsplatzgestaltung, Werkzeuge, Arbeitsabliufe),
der Medizin (Anatomie, Neurophysiologie, Ortho-
pidie), aber auch aus der Biologie (z.B. tierische
oder pflanzliche Bewegung und Strukturen). Neben
der Biologie und Medizin spielt die Biomechanik ei-
ne wichtige Rolle im Leistungssport, teilweise auch
im Theater.

Wie in der klassischen Mechanik kann man zwi-
schen Statik, Dynamik und Kinematik unterschei-
den. Das vorliegende Kapitel behandelt vor allem die
Statik und die Muskelmechanik und -energetik, ela-
stische und plastische Verformungen im Zusammen-
hang mit Knochen und Wirbelsidule. Andere Themen
der Biomechanik, die hier nicht abgedeckt werden
konnen, sind Fortbewegung auf dem Lande (inklu-
sive Stehen), Fortbewegung im Wasser (Hydrodyna-
mik, Schwimmen, Geielbewegung) und Fortbewe-
gung in der Luft (Aerodynamik, Fliegen). Die Bio-
mechanik des Blutkreislaufes wird im folgenden Ka-
pitel 2.15 ausfiihrlicher behandelt.

7.0

Kugeléelenk Eig-éienk Scharniergelenk

=

U

Sattelgelenk planes Gelenk

Rad- oder
Zapfengelenk

Abbildung 2.110: Gelenkarten des menschlichen

Korpers.

Als Beispiel fiir die mechanischen Grenzen des
menschlichen Korpers konnen die verschiedenen
Gelenkarten dienen, mit denen unterschiedliche Sta-
bilitdit und Bewegungsfreiheit verbunden sind. Im
Laufe der Evolution wurden diese fiir unterschied-
liche Gelenke und Randbedingungen entwickelt und
optimiert. Kriterien sind hierbei z.B. Stabilitit und
Beweglichkeit. Abb. zeigt schematisch die
wichtigsten Typen.

2.9.2 Aufbau von Knochen

Knochen sind die wesentliche Voraussetzung dafiir,
dass hohere Organismen eine definierte Form auf-
weisen. Zusammen mit Muskeln und Sehnen ermég-
lichen sie die Fortbewegung sowie andere motori-
sche Téatigkeiten. AuBerdem haben sie eine schiit-
zende Funktion (z.B. Schidel fiir das Gehirn).

Das menschliche Skelett besteht aus rund 206 Kno-
chen, Man unterscheidet

* Lange Knochen : Rohrenknochen (Extremita-
ten)

e Kurze Knochen : Hand- und FuBwurzelkno-

chen

* UnregelmiBige Knochen : Wirbel
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¢ Flache Knochen : Schidelknochen, Schulter-
blatt, Rippen, Brustbein

Knochen sind stark strukturiert um ihre vielfaltigen
Aufgaben optimal erfiillen zu koénnen. Eine Uber-
sicht iiber den Aufbau von Knochen ist in der Ab-

bildung|2.111|zu sehen.

Osteozyten

Hydroxylapatit.

ristalle

e
¥y, i
%ollag%p 2‘95"@ g-g
Kollagen /o Fasern

Molekiile 10-50 pm

“1 nm

Abbildung 2.111: Aufbau von Knochen.

In einem typischen Rohrenknochen findet man ein
System von rohrenartigen Strukturen, welche als
Osteons bezeichnet werden. Diese bestehen aus ei-
nem Komposit-Material von kristallinem anorgani-
schem Material und Proteinen, sowie aus lebenden
Zellen. Das Ganze wird durch Blutgefifle mit Bau-
stoffen und Sauerstoff versorgt.

ohne

ohne Mineralien Kollagen

Abbildung 2.112: Knochen als Komposit-Material.

Knochen miissen unterschiedliche Kréfte auffangen
konnen, welche sowohl als Dehnung, Stauchung,

Biegung, Torsion oder Scherung wirken konnen und
miissen dementsprechend auf alle diese Belastungen
angepasst sein. Die Krifte konnen zudem kontinu-
ierlich oder als Schldge wirken.

Knochen sind stark mineralisiert. Trotzdem ist der
Bruchwiderstand 2 oder 3 GroBenordnungen hoher
als der eines Kiristalls, der aus dem reinen Mineral
besteht.

Knochen enthalten lebende Zellen und bleiben
dadurch anpassungsfihig. Belastungen fithren zu
entsprechenden Verstiarkungsmechanismen: Werden
Knochenzellen bei Belastungen um mehr als 0.15%
gedehnt, so 10st dies verstirkte Knochenbildung aus.
Dies geschieht indem zusitzliches Calcium einge-
baut wird. Umgekehrt konnen Knochen auch abge-
baut werden: Bleibt die Dehnung dauerhaft unter-
halb von 0.05%, so wird dies als Signal verstanden,
dass der Knochen unnétig stabil ist und er wird abge-
baut. Diese Anpassungen werden hormonell, sowie
durch direkte Kommunikation zwischen den Kno-
chenzellen kontrolliert.

Abbildung 2.113: Knochen als Leichtbaustruktur

Die Fihigkeit, Kréfte aufnehmen und umleiten zu
konnen, darf nicht mit einem zu hohen Gewicht be-
zahlt werden. Der Aufbau der Knochen ist deshalb
vergleichbar mit Leichtbaukonstruktionen. Die du-
Beren Teile sind relativ dicht, im Inneren sind die
Knochen meist mit mehr oder weniger grolen Hohl-
rdumen durchsetzt. Die Stiitzen und Stege sind so
orientiert, dass sie die Lasten optimal ableiten. Die-
se Strukturierung erstreckt sich liber eine weite Lén-
genskala, vom nm bis in den mm-Bereich.

Technisch gesehen handelt es sich um eine “Nano-
Komposit Struktur”. Die Materialforschung ver-
sucht, vergleichbare Strukturen herzustellen. Aller-
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dings wird es auf absehbare Zeit nicht moglich sein,
dies bei einer Temperatur von 37° C in wissriger Lo-
sung zu tun.

2.9.3 Extrazelluliire Matrix

Sl Typ | Kollagen
ca. 1/3 der Masse
zugfest

F
Cas(PO4)3OH
ca. 2/3 der Masse
kompressionsfest

Abbildung 2.114: Bestandteile der extrazelluldren
Matrix.

Der grofite Teil des Knochens besteht aus einer ex-
trazelluldren Matrix. Diese besteht zu ca. 2/3 aus
Calciumhydroxylapatit (Cas(PO4)3OH). Dieses kri-
stalline Material verleiht dem Knochen die Kom-
pressionsfestigkeit. Der Rest der extrazelluliren Ma-
trix besteht zu 90% aus Typ I Kollagen. Dieses Pro-
tein ist vor allem fiir die Zugfestigkeit der Knochen
verantwortlich, und fiir die Fihigkeit, die Energie
von Schldgen aufzunehmen ohne dass sich dadurch
groBere Risse bilden.

Die Kollagen-Molekiile sind langkettige Polypepti-
de, die sich in 3er Gruppen zu einer Helix verbinden
und in regelmifBigen Abstinden miteinander verbun-
den sind.

Neuere Arbeiten zeigen, dass sich der organische
Teil (=Kollagen) und der anorganische Teil (=Calci-
umapatit) gegenseitig beeinflussen: Sowohl die Mor-
phologie der Apatitkristalle wie auch die Struktur
der Proteine ist im Verband anders als in den reinen
Komponenten. Insbesondere legen auch die Proteine
die Kristallisationsrichtung der Apatitkristalle fest,
so dass deren optimale Belastungsrichtung kontrol-
liert werden kann.

Als Modellobjekt fiir die Untersuchung derartiger
Kompositmaterialien eignen sich unter anderem Mu-

Kopfe der
Kollagen Molekiile

JSA

Streifen 64 nm

P P
L 2 P oW
. \fB*ﬁj"_’,-#"ﬁ‘g,"
Ausschnitt aus Kollagen Molekdil

o — ] y A
e~ %
s i—g} ﬁf //' chicht-
-?_ | =, kristall
[ -;—t — ﬁ—:-
kristallisiert Biomineral
aus Lésung

Abbildung 2.116: Knochen und Mollusken als Bei-
spiele fiir Komposit-Materialien.

schelschalen sehr gut. Hier besteht der anorganische
Teil aus Calciumcarbonat (CaCO3). Da reines Calci-
umcarbonat (wie auch Calciumhydroxylapatit) sehr
briichig sind, hat die Natur den Trick des schicht-
weisen Wachstums (Epitaxie) erfunden, um die Bil-
dung einer plittchenformigen Modifikationen des
CaCOs3 (Aragonit) zu erzwingen. Dabei dienen Fil-
me aus dem Polysaccharid Chitin und negativ gela-
denen Proteinen als zweidimensionale Matrix. An
dieser Oberfliche wichst das CaCO3 in der Form
von plittchenformigen Kristallen. Es entsteht so ein
schichtartig aufgebautes Keramik-Verbundmaterial
mit auBergewohnlichen elastischen Eigenschaften.
Obwohl es nur wenige Prozent an bio-organischem
Material enthilt, ist es einige 1000-mal resistenter
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gegen Bruch als technische Keramiken. Die Aus-
breitung von mikroskopisch kleinen Rissen wird
durch den organischen Bestandteil behindert. Es gibt
derzeit viele Bemiihungen, die Prozesse der Biomi-
neralisierung technisch nachzuahmen.

2.9.4 Mechanische Eigenschaften

Knochen sind darauf optimiert, bei geringem Ge-
wicht Krifte aufzunehmen und umzuleiten. Damit
eine Kraft optimal aufgenommen werden kann, soll-
te der Knochen moglichst starr sein. Andererseits
bedingt die Widerstandsfihigkeit gegen Stofle eine
gewisse Elastizitit, damit die Energie aufgenommen
werden kann und nicht zu Briichen fiihrt. Tabelle 2.3]
fasst die Elastizitdtsmodule einiger Materialien zu-
sammen. Die Anisotropie der elastischen Konstan-
ten zeigt, dass sie auf die vorherrschende Belastung
optimiert ist. Dies wird durch die anisotrope Struktur
erreicht. Die Lamellenstruktur auf der Skala von ei-
nigen um verhindert, dass Risse sich iiber diese Di-
stanz hinaus ausbreiten (sofern die Belastung nicht
zu hoch ist) und damit einen Bruch des Knochens.

Knochen und #hnliche vergleichbare Materialien
sind hochgradig optimiert. Kiinstliche Materialien,
welche dhnliche Eigenschaften erreichen, konnen
nur mit aufwindigen Spezialverfahren hergestellt
werden. Demgegeniiber werden Knochen bei Tem-
peraturen von 37° in wissriger Losung hergestellt,
mit sehr unterschiedlichen Formen. Diese Eigen-
schaften gelten allgemein fiir harte biologische Ma-
terialien und werden insbesondere an Muschelscha-
len untersucht. Man versucht, deren Eigenschaften
auch in kiinstlichen Komposit-Materialien zu nutzen
(siehe, z.B. [7]).

2.9.5 Krifte im Beckenbereich

Die Morphologie (=Form) der Knochen ist dahinge-
hend optimiert, dass die darauf wirkenden Krifte op-
timal umgeleitet werden. Ein Beispiel fiir die Kraf-
tezerlegung durch die Knochenform und Muskelfi-
xierung ist in den folgenden Abbildungen fiir den
Beckenbereich zu sehen.

Abbildung 2.117: Krifte im Beckenbereich.

Das Gewicht Gy des Menschen wird im Becken auf
die beiden Beine (im Schnitt) gleichmiBig aufgeteilt.
Auf jedes Hiiftgelenk muss somit eine Stiitzkraft von
— % Gy wirken.

In Gedanken zerlegen wir diese Kraft im Bereich des
Hiiftgelenkes wieder in 2 Komponenten: F; wirkt
senkrecht, F'{ parallel zur Verbindungsrichtung AB.
Damit das System im Gleichgewicht bleibt, miissen
im Punkt B wiederum zwei Krifte, F> und F3 wir-
ken, welche entgegengesetzt gleich zu F; und Fy{
sind.

Die beiden Krifte F] und F, erzeugen Druck, aber
keine Beschleunigung und kein Drehmoment. F;
und F; stellen dagegen ein Kriftepaar dar: sie erzeu-
gen ein Drehmoment

T = 2|F|sinc, (2.16)

welches durch die Muskeln und Sehnen kompensiert
werden muss. Durch die beiden Kréftepaare erzeu-
gen im Knochen sowohl Druck- wie auch Scher-
spannungen.

Der Oberschenkelknochen ist der grofite Knochen
des menschlichen Korpers. Er ist wie das Schien-
und Wadenbein ein Rohrenknochen. Das bedeutet,
dass er aus einem harten Mantel und einem weichen,
mit Blutzellen gefiillten, Hohlraum besteht. Durch
die abgewinkelte Verbindung werden Stofle auf das
Becken abgemildert. Der Schenkelhals hat in diesem
Sinne eine StoBdampfer-Funktion.
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Material Elastizitdtsmodul Bruchfestigkeit Bruchdehnung
E / GPa op/10 MPa %
Al (rein, weich) 72 1.3 50
a-Eisen 218 10 50
CrV-Federstahl 212 155 5
Beton 40 5
Holzer Il 15 (1.5) 5-20 (0.3-1)
(L)Maserung
Knochen kompakt 18 (0.08) 12 (0.22)
(spongios)
Knochen Il (1) 16 8.5(1) 0.6 (0.2)
Sehnen 0.7 6.5 (1.1)
(Bandscheiben)
Menschenhaar 3.6

Tabelle 2.5: Elastizititsmodule und Bruchfestigkeit verschiedener Materialien.

Zunehmendes Alter

Abbildung 2.118: Anderung des Winkels des Ober-
schenkelhalsknochens mit zuneh-
mendem Alter.

Auf den Oberschenkelhalsknochen erzeugt das Krif-
tepaar ein besonders groBes Drehmoment und da-
mit Biegekrifte. Der Winkel (CCD-Winkel) betrigt
180° — & und dndert sich im Laufe des Alters: Er be-
tragt bei Neugeborenen etwa 150°, bei Erwachsenen
etwa 125 — 126° , und im Alter weniger als 120°.
Der Winkel « steigt somit von 30° auf mehr als 60°.
Laut Gleichung (2.16) steigt damit das Drehmoment
und die Zug-/Druck Belastung des Knochens. Da-
durch steigt mit zunehmendem Alter die Gefahr ei-
nes Schenkelhalsbruches, besonders bei einer even-
tuell vorhandenen Osteoporose.

2.10 Belastung und Bruch

2.10.1 Belastung und Widerstand

Knochen miissen unterschiedlichen Belastungen
standhalten; dies konnen statische oder dynamische
Belastungen (StoB3, Sturz) sein. Der Organismus hat
verschiedene Mechanismen entwickelt, um sicher-
zustellen, dass normale Belastungen normalerweise
nicht zu einem Versagen, d.h. in diesem Fall zum
Bruch des Knochens fiihren. Dabei wird jedoch nicht
der Knochen einzeln optimiert (z.B. durch Verstir-
kung), sondern die Leistungsfihigkeit und das Uber-
leben des gesamten Organismus. Dies beinhaltet z.B.
dass die Knochen nicht beliebig schwer werden diir-
fen.

Wie bereits in Kapitel dargestellt, reagiert der
Korper auf Belastungen der Knochen indem die be-
lasteten Bereiche verstirkt werden. Dadurch wird
die Stirke der Knochen den bekannten Belastungen
angepasst und gegen vergleichbare Belastungen in
der Zukunft geschiitzt. Damit wird in erster Linie
sichergestellt, dass der Knochen regelméfige Bela-
stungen aushalten kann. Durch eine erhebliche Si-
cherheitsreserve wird jedoch auch gegen stérkere,
dhnliche Belastungen Vorsorge getroffen. Dariiber
hinaus wird durch die Strukturierung des Knochens
auf der Nanometer- bis Mikrometerskala das Risiko
fiir ein katastrophales Versagen reduziert. Im Gegen-
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satz zu mechanischen Werkstiicken sind Knochen in
der Lage, kleinere Schédden zu reparieren.

X s )
LTV
W\ o
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Biegung Kompression Torsion Scherung

Abbildung 2.119: Unterschiedliche Belastungen ei-
nes Rohrenknochens und resultie-
rende Knochenbriiche.

In Figur sind unterschiedliche Belastungen
dargestellt und die Art der daraus resultierenden
Briiche eines Rohrenknochens (z.B. Schienbein).
Wir betrachten zunéchst einen relativ einfachen Fall,
den Biegebruch.

2.10.2 Biegung

Dehnung

Kompression

Abbildung 2.120: Neutrale Faser als Linie ver-
schwindender Normalspannung.

Wird ein Objekt gebogen, so wird es auf der einen
Seite gedehnt, auf der anderen Seite komprimiert.
Da die Spannung im Inneren nicht springt muss es
dazwischen einen Punkt geben, wo die Normalspan-
nung verschwindet. Verbindet man alle diese Punkte
entlang des Korpers, so erhilt man die neutrale Fa-

99

Ser .

Ein fest eingespannter Stab der Dicke d, der Breite b
und der Linge L biegt sich unter dem Einfluss einer
Kraft F, die am nicht eingespannten Ende angreift.

Querschnitt
o

Abbildung 2.121: Biegung eines Balken.

.

F

Die Spannung ist am groften am Einspannpunkt.
Dort betrigt sie 6 = 3 of szb. Der Faktor o hingt
ab vom Querschnitt des Stabes. Er betrdgt 1/12 fiir
einen rechteckigen Querschnitt, und 1/28 fiir einen

kreisformigen.

Abbildung 2.122: Biegebruch

Wenn G > Op,y; ist zerreillit der Stab aufgrund des
Uberschreitens der Bruchspannung. Die Tragfihig-
keit ist proportional zu der Dicke und Breite, aber
umgekehrt proportional zur Linge. Da die Span-
nung auf der AuBenseite am groBten ist und die mei-
sten Materialien eine geringere Bruchspannung ge-
gen Dehnung als gegen Kompression aufweisen be-
ginnt der Bruch auf der AuBlenseite.

Sobald ein Riss entsteht, wird die Spannung an der
Spitze des Risses stark vergroBert und die Wahr-
scheinlichkeit ist grof3, dass der Riss sich mit zuneh-
mender Geschwindigkeit senkrecht durch den Stab
ausbreitet. Diese qualitative Uberlegung kann so-
wohl durch analytische Rechnungen wie auch durch
atomare Simulationsrechnungen verifiziert werden.
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Abbildung 2.123: Atomare Simulation der Ausbrei-
tung eines Risses.

Fy
Ay

Abbildung 2.124: Normalkraft F, und Tangential-
kraft F beziiglich einer schiefen
Ebene.

2.10.3 Richtungsabhingige Spannungen

Wir betrachten die Krifte in einem Block aus homo-
genem Material, das mit einer Kraft Fy auseinander
gezogen (oder gestaucht) wird. Beziiglich einer Ebe-
ne, deren Normale gegen die Kraftrichtung um den
Winkel B geneigt ist, sind die Normal- und Tangen-
tialkraft
F, = Fycosf F, = Fysinf3,

wie in Abb. [2.124gezeigt. Die Fliche, auf die diese
Krifte wirken, ist

~ cosB’

Somit haben die Normalspannung o, resp. Schub-
spannung 7T die Winkelabhéngigkeit

K K
G:A—(())coszﬁ T:A—ZCOSB sinf3 .

Fy

0, 0

A

o Bruch

S \d

c T
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Abbildung 2.125: Winkelabhéngigkeit fiir Druck-
und Scherspannung.

Die Druckspannung nimmt deshalb kontinuierlich
ab mit zunehmendem Winkel 8, wihrend die Schub-
spannung iiber ein Maximum lduft. Da Schubspan-
nungen eher zu Briichen fiihren als Druckspannun-
gen, findet man bei isotropen Materialien hiufig,
dass der Bruch entlang einer Ebene verlduft, die um
45° gegeniiber der Achse gekippt ist.

2.10.4 Torsion

Abbildung 2.126: Torsion eines Zylinders.

Abb. [2.126| zeigt als Beispiel fiir eine Torsionsbela-
stung einen Zylinder der Hohe ¢, der um einen Win-
kel ¢ verdrillt wird, d.h. die Oberseite ist gegeniiber
der Unterseite um diesen Winkel gedreht. Im Inneren
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entsteht dadurch eine inhomogene Spannungsvertei-
lung, welche von innen nach au3en linear zunimmt.

In einem diinnen Hohlzylinder mit Radius r ist die
Scherspannung homogen. Der Scherwinkel betrigt
o = r@/¢. GemiB der Definition des Schubmoduls
G entspricht diesem Scherwinkel eine Scherspan-
nung
re

G7 .
Aus der Schubspannung konnen wir das Drehmo-
ment M = Fr berechnen (F = Kraft, r = Abstand
von der Drehachse), welches diese Torsion erzeugt.
Fiir den betrachteten Hohlzylinder mit Radius » und
Dicke dr betrigt die Flache, an der die Schubspan-
nung angreift, dA = 27 rdr und die darauf wirkende
Kraft

T=G06a = 2.17)

dF = TdA = 127rdr — G% 2rrdr

Fiir einen Vollzylinder ergibt sich das Drehmoment
durch Integration iiber die Beitrige aller Hohlzylin-
der. Diese betragen

dM = rdF(r).
Integration ergibt

R

R
M = /rdF(r):@/}ﬁdr
0 0
T _R*

Aufgelost nach dem Drillwinkel ¢ als Funktion des
Drehmomentes ergibt das
_2M ’

¢= 2R
Setzt man diesen Wert in den Ausdruck (2.17) fiir die
Scherspannung 7 ein, so erhélt man die Scherspan-
nung 7 als Funktion des Drehmomentes M:

reQ r 2M 2Mr

= Gi = G* = —F .
t I ! TtGR* R4

Die Scherspannung nimmt somit mit dem Abstand
von der Achse zu und erreicht den maximalen Wert
T,, am Rand, fiir r = R:

2M

TR3

Ty =

Uberschreitet dieser Wert die Bruchspannung, dann
erfolgt ein Torsionsbruch, der an der Peripherie be-
ginnt.

Wie beim Biegebruch steigt die Spannung an der
Spitze eines sich entwickelnden Risses stark an und
dieser hat deshalb die Tendenz, sich mit zunehmen-
der Geschwindigkeit auszubreiten. Um das zu ver-
meiden muss die Natur

* Eine geniigende Sicherheitsreserve einbauen.

¢ Den Knochen so strukturieren, dass kleine, sich
entwickelnde Risse aufgefangen und abgelenkt
werden, so dass die Spannung die Bruchspan-
nung nicht iibersteigt.

2.10.5 Widerstandsmoment

Wie stark sich ein mechanisches Element unter
dem Einfluss einer duBeren Kraft verformt, hingt
neben den Elastizititsmodulen von seiner geome-
trischen Form ab. Man quantisiert dies mit Hilfe
der Widerstandsmomente. Im Fall einer Biegespan-
nung spricht man vom axialen Widerstandsmoment,
bei einer Torsion vom polaren Widerstandsmoment.
Dieses ist gleich der Summe aus den axialen Wider-
standsmomenten fiir Biegungen in zwei senkrecht
zueinander stehende Richtungen.
|

>
»

14

Abbildung 2.127: Einseitig eingespannter Balken
mit Punktbelastung am freien En-
de.

Ein einfaches Beispiel ist das eines eingespannten
Stabes. Dessen Biegung wird erzeugt durch die Bie-
gemomente Mp = Y ; F;¢;. Hier ist ¢; der Hebelarm
der Kraft F;.

Das Widerstandsmoment W ist eine rein geome-
trische Grofe, welche als Proportionalititskonstan-
te zwischen dem Biegemoment und der Biegespan-
nung B definiert ist;

Mg

J
B=—
w

W=—.
€R
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Hier stellt

J:/zsz

das axiale Fldchentrigheitsmoment und eg den Ab-
stand der Randfaser von der neutralen Faser dar. Das
Flachentrdgheitsmoment errechnet sich als Integral
iiber alle Flichenelemente, gewichtet mit dem Qua-
drat des Abstandes z von der neutralen Faser. Das
Widerstandsmoment gibt an, wie gut der Stab ei-
ne Last aufnehmen kann. Es hat die Dimension ei-
nes Volumens. Dies ldsst sich qualitativ leicht ver-
stehen: Je groBer der Querschnitt, desto geringer die
Spannung bei gegebener Kraft. Zusétzlich fiihrt ein
grofler Abstand von der neutralen Faser zu einem
giinstigen Hebelverhéltnis.

Ein Beispiel ist das Fldchentrigheitsmoment und das
Widerstandsmoment fiir ein Rohr mit Radius R. Die
Wandstirke sei b < R und die neutrale Faser liege
im Zentrum des Rohrs. In diesem Fall ist z = Rcos ¢
und das Flidchentrigheitsmoment

/d¢(Rcos¢)2bR

2
R’b / d¢ cos’> ¢ = nRb.
0

Damit wird das Widerstandsmoment
J
W == = nR%b.
R

Ofenbar ist die Dimension des Widerstandsmoments
ein Volumen,

(W] =m’.

Tabelle[2.6]listet Widerstandsmomente fiir einige un-
terschiedliche Querschnitte. Interessant ist z.B. dass
ein Hohlzylinder ein fast gleich grofles Widerstands-
moment aufweist wie ein Vollzylinder, bei deutlich
kleinerem Gewicht. So ist z.B. bei r = 0.5 R das Ge-
wicht 25 % geringer, aber das Widerstandsmoment
nur 6 % geringer. Aus diesem Grund sind menschli-
che Knochen meist als Rohrenknochen gebaut.

Stiitzkraft —

Haltedrehmoment —" %~

Abbildung 2.128: Homogener Stab als Modell fiir
die Wirbelséule.

2.10.6 Belastungen der Wirbelsiule

Die Wirbelsdule muss sehr unterschiedlichen Bela-
stungen standhalten.

Abb. zeigt ein einfaches Modell fiir die Wir-
belsdule: sie wird als homogener elastischer Stab
betrachtet, welcher im Becken eingespannt und ge-
geniiber der Vertikalen geneigt ist. Das Gewicht
(oder Gewicht plus zusitzliche Last) F wirkt verti-
kal und wir fassen die verteilten Kréfte in einem An-
satzpunkt zusammen. Diese Gewichtskraft F muss
durch eine Stiitzkraft —F kompensiert werden, wel-
che in unserem Modell am Becken angreift. Die Last
F und die Stiitzkraft konnen in eine Normalkraft F;l
und eine Transversalkraft F; zerlegt werden. Wie in
Abb. dargestellt, ergibt die Normalkraft eine
homogene Druckbelastung iiber den Querschnitt der
Wirbelséule.

Abbildung 2.129: Spannungsverteilung im Modell
fiir die Wirbelsaule. Links: : Ef-
fekt von F;; rechts: Effekt von F=
F,+F,.

Das Kriftepaar 17“, —F} erzeugt ein Drehmoment und
damit eine Biegebelastung, welche in Abb.
links dargestellt ist. Durch die Uberlagerung der bei-
den Spannungen wird die Zugspannung reduziert
(was glinstig ist), aber die Druckspannung am un-
teren Rand der Wirbelsiule erhoht. Abb. zeigt
die entstehende Spannungsverteilung. Die linke Fi-
gur stellt den Effekt des Kriftepaars +F; dar, die
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Form Widerstandsmoment W Querschnittsflache A %
h

Rechteck b Lpn? bh L

2
i 3 2 1

Vollzylinder 7R TR iR

="
Hohlzylinder r §R4E’4 = %R3 (1 — (%)4) (R — 1) %RZFZ

Tabelle 2.6: Axiale Widerstandsmomente fiir unterschiedliche Querschnitte und Belastung in vertikaler

Richtung.

rechte beriicksichtig zusétzlich die Normalspannung
F,. In diesem Fall ist die Zugbelastung giinstiger,
aber die Schubspannung grofer.
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Falsch: Richtig:
Abbildung 2.130: Ungiinstige, resp. giinstige Hal-
tung beim Anheben von Lasten.

Zu hohe Druckspannungen konnen unter Anderem
dazu fithren, dass die Bandscheiben zwischen den
Wirbeln beschiddigt werden. Solche Belastungen,
insbesondere transversale Krifte F; sollten deshalb
gering gehalten werden, indem die Last moglichst
entlang der Wirbelsdule gerichtet wird. Dies kann
z.B. durch eine aufrechte Haltung beim Heben von
Lasten erreicht werden, wie in Abb. gezeigt.

2.10.7 Energieaufnahme

Bei Spriingen konnen fiir kurze Zeiten sehr hohe Be-
lastungen auftreten, wobei es sich in erster Linie um

Abbildung 2.131: Belastung beim Sprung.

Normalspannungen handelt. Springt man aus einer
Hohe £, so hat man beim Auftreffen auf den Bo-
den eine Geschwindigkeit v = \/2gh, welche auf 0
reduziert werden muss. Dies kann entweder durch
eine hohe Beschleunigung und damit starke Krifte
auf einem kurzen Weg geschehen, oder auf einem
langeren Weg mit entsprechend geringeren Kréften.
Praktisch kann man die Spitzenbelastung gering hal-
ten, wenn man sie mit Hilfe der Beinmuskulatur ab-
federt. Das Integral der Belastung ist konstant: die
Dauer der verschwindenden Belastung in Abb.
ist durch die Dauer des freien Falls gegeben und
muss durch das Integral der positiven Spitze kom-
pensiert werden. FEine niedrigere Spitze kann somit
durch eine lingere Dauer erreicht werden.

Knochen sind nicht rein elastisch, sie haben auch
viskoelastische Eigenschaften. Dies bedeutet, dass
ihre elastischen Parameter davon abhingigen, wie
schnell die Spannung angelegt wird. Wie in Abb.
gezeigt, kann dies dadurch modelliert werden,
dass zusitzlich zum Hooke’schen Term ein Damp-
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Abbildung 2.132: Viskoelastische ~ Eigenschaften

von Knochen. Links: Dehnungs-
Spannungs  Diagramme  fiir
unterschiedliche Dehnungsraten.
Rechts: vereinfachtes Modell mit
einem Hooke’schen Term und ei-
nem geschwindigkeitsabhéingigen
Déampfungsterm.

fungsterm eingebaut wird, welcher nicht vom Ort,
sondern von der Geschwindigkeit abhéngt.

2.11 Mechanik in bewegten
Bezugssystemen

2.11.1 Galilei’sche Relativitit

Die Beschreibung einer Bewegung hidngt ab vom
verwendeten Bezugssystem: Wenn jemand in einem
Eisenbahnwagen einen Ball aufwirft, so hingt die
Form der Bahnkurve davon ab, ob der Betrachter
ebenfalls in der Eisenbahn sitzt oder auf dem Bahn-
steig steht.

Man ist grundsitzlich frei in der Wahl des Bezugs-
systems, d.h. man kann auswihlen welches Bezugs-
system man verwendet, um die beobachteten Phi-
nomene zu beschreiben. Im oben genannten Bei-
spiel unterscheiden sich die beiden Bezugssyste-
me lediglich um die Anfangsgeschwindigkeit in der
Bewegungsrichtung der Eisenbahn. Es gibt meist
ein Bezugssystem, welches eine besonders einfache
Beschreibung ermoglicht. Vor allem aber ist nicht
garantiert, dass in jedem Bezugssystem die New-
ton’schen Axiome erfiillt sind. Ist dies der Fall, so

bezeichnet man das System als Inertialsystem. Es
gibt beliebig viele unterschiedliche Inertialsysteme.

Jedes ortsfeste Inertialsystem kann man in ein an-
deres transformieren, wenn man eine Translation
oder Rotation vornimmt. AuBlerdem kann man das
Bezugssystem immer mit konstanter Geschwindig-
keit gegeniiber einem Inertialsystem verschieben
und erhilt ein weiteres Inertialsystem. Die Tatsache,
dass alle diese Systeme gleichwertige Moglichkei-
ten fiir die Beschreibung der beobachteten Phidnome-
ne darstellen, bedeutet, dass absolute Geschwindig-
keit keine Bedeutung hat. Ahnlich bedeutet die Tat-
sache, dass der Ursprung des Koordinatensystems
frei wihlbar ist, dass absolute Position keine Bedeu-
tung hat. Aus der (experimentell verifizierten) Tatsa-
che, dass die physikalischen Gesetze giiltig bleiben
bei einer beliebigen (konstanten) Bewegung des Be-
zugssystems kann man u. a. die Erhaltung des linea-
ren Impulses herleiten.

Vo
Ya P

Xb

Xa

Abbildung 2.133: Ortsvektor 7 eine Punktes P in
2 unterschiedlichen Bezugssyste-
men A, B.

Wir betrachten zunichst die beiden Bezugssysteme
von Abb. welche gegeneinander in Ruhe sind,
aber einen unterschiedlichen Ursprung besitzen. Ist
der Ursprung des Systems B im System A am Ort
7ap, und der Ortsvektor des Punktes P im System B
7gp, so ist offenbar der Ortsvektor 74p im System A

TAP = TAB + TBp.

2.11.2 Relativgeschwindigkeit

Man verwendet nicht immer ruhende Bezugssyste-
me. Abb. [2.134] zeigt einen Fall, bei dem sich das
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Abbildung 2.134: Bewegte Bezugssysteme.

System B gegeniiber dem System A mit der konstan-
ten Geschwindigkeit V45 bewegt. Ist die Position des
Bezugssystems B relativ zu A zum Zeitpunkt t = 0
74p(0), so gilt offenbar zur Zeit ¢

FAB(I) = 7AB(0) + Vapt.

Fiir einen Punkt P, der sich gegeniiber dem System
B mit der konstanten Geschwindigkeit V45 bewegt,

7p(t) = 7'pp(0) + Vppt

gilt somit
7AP(I) ?AB(I)+?BP(t) =
= ?AB(O) + ?BP(O) + VABZ‘ + l_/'Bpl‘
= Tap(0) +Vapt,

wobei die Geschwindigkeit V4p des Punktes P ge-
geniiber dem System A durch die Vektorsumme

VAp = VAB +VBp

gegeben ist. Die Geschwindigkeit im Bezugssystem
A ist somit gegeben durch die Summe aus der Ge-
schwindigkeit im Bezugssystem B und der Relativ-
geschwindigkeit der beiden Bezugssysteme.

2.11.3 Gleichformig beschleunigte
Bezugssysteme

Die Relativgeschwindigkeit zwischen zwei Bezugs-
systemen ist nicht immer konstant. Typische Bei-
spiele sind Aufziige oder Eisenbahnen beim Anfah-
ren oder Abbremsen oder Flugzeuge beim Start. Hier

sollen nur gleichférmige Beschleunigungen disku-
tiert werden, d.h. a =konstant. Deren Behandlung
ist zundchst analog zur Behandlung von Bezugssy-
stemen, die sich mit gleichférmiger Geschwindig-
keit bewegen. Wir betrachten hier nur den einfachen
Fall, dass die beiden Systeme zum Zeitpunkt r = 0
identisch sind, das System B gegeniiber dem System
A jedoch gleichformig beschleunigt wird mit dsp.
In beiden Systemen gilt die iibliche Kinematik. Fiir
den Punkt P, der gegeniiber System B mit dgp be-
schleunigt wird, findet man im System A in Analogie
zur obigen Herleitung fiir die Geschwindigkeiten die
Beschleunigung

dap = dap +dpp.

Fiir Geschwindigkeit und Ort gilt fiir 745(0) = 0,
Vap(0) =0

VAp = VAt VBp = aapt+Vpp,
2
rAp = TFap+T7pp= aABE + rgp.

Anders sieht es aus bei der Dynamik. Da die Be-
schleunigung in den beiden Bezugssystemen unter-
schiedlich ist, konnen Newton’s Axiome nicht in bei-
den Systemen gelten. Gelten sie z.B. im System A
und ist die resultierende Kraft auf den Korper

so konnen wir im Bezugssystem B schreiben

-

mdpp = m(é_iAP —aAB) =F —mdyp.

Der zusitzliche Term —mdp in der Bewegungs-
gleichung kann als scheinbare Kraft, als Trigheits-
kraft interpretiert werden. Wir spiiren sie z.B. beim
Anfahren eines Aufzugs: beschleunigt der Aufzug
nach oben, so driickt uns eine Kraft nach unten, wel-
che proportional zur Beschleunigung und zu unserer
Masse ist. In einem Bezugssystem, welches mit der
Erdbeschleunigung g nach unten beschleunigt wird,
verschwindet scheinbar die Schwerkraft.
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Abbildung 2.135: Links: in Bremen.

Fallturm
Rechts: Kapsel im Fallturm.

2.11.4 Schwerelosigkeit

Dies wird z.B. im Fallturm Bremen ausgenutzt. Wie
in Abb. gezeigt, werden dort Experimente in
der Schwerelosigkeit durchgefiihrt, die sonst nur im
Weltraum moglich sind. So konnen fiir Kurzzeitex-
perimente die hohen Kosten einer Weltraumexpediti-
on eingespart werden. In dem 110 m hohen Rohr des
Turms wird eine Fallkapsel hochgezogen und losge-
lassen.

Wihrend des freien Falls von knapp fiinf Sekun-
den herrscht in der Kapsel Schwerelosigkeit. Das
Fallrohr wird luftleer gepumpt, um Stdrungen durch
Luftreibung zu vermeiden.

Hohe [km]

0 20 45 65
Zeit [s]

Abbildung 2.136: Prinzip des Parabelflugs.

Lingere Zeiten von Schwerelosigkeit kann man in
Spezialflugzeugen von NASA und ESA erleben,

oder bei der Firma "Go Zero g”. Wie in Abb.
gezeigt, fliegen diese Flugzeuge steil nach oben und
folgen dann fiir ca. 25 s einer Parabel. Dieser Teil
der Flugbahn entspricht einer Wurfparabel, d.h. das
Flugzeug fliegt mit konstanter Horizontalgeschwin-
digkeit und einer vertikalen Beschleunigung nach
unten von 9,81 ms~2. Wihrend dieser Zeit sind Pas-
sagiere und Ausriistung praktisch schwerelos, wie in

Abb. gezeigt.

Abbildung 2.137: Schwerelosigkeit beim Parabel-
flug.

Wihrend Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung
und Kraft von der Wahl des Bezugssystems abhin-
gen, gilt dies nicht fiir Abstinde oder Geschwindig-
keitsdifferenzen: diese sind im Rahmen der klassi-
schen Mechanik nicht von der Wahl des Bezugssy-
stems abhéngig.

Benotigt man Schwerelosigkeit fiir lingere Zeit, so
steht heute dafiir die IS zur Verfiigung. Auch diese
fiihrt eine beschleunigte Bewegung durch, welche in
guter Niheru