7 Elektromagnetische Felder

7.1 Statische elektrische Felder

7.1.1 Dipolenergie

Wir ein dufleres Feld angelegt, dann verformt sich
das atomare Potenzial.

Ortr

Potepzial U(r)

Abbildung 7.1: Effektives Potenzial ohne und mit
duBerem Feld.

Wir konnen den zugehorigen Hamiltonoperator fiir
ein Elektron (Ladung —e) schreiben als
H' = —ed(F).
Fiir ein homogenes elektrisches Feld
E=-VOF) — OF) =d)—7-E
gilt somit
' = eE -T. (7.1)

Hier wurde das Potenzial so normiert, dass ¢ = 0.
Ein Wasserstoffatom mit einer Ladung +e im Ur-
sprung des Koordinatensystems und einer Ladung
—e am Ort 7 besitzt ein elektrisches Dipolmoment

U, = —eF.

Damit konnen wir den Hamiltonoperator auch
schreiben als

A = i, -E,

in enger Analogie zur Energie des magetischen Di-
pols oder zur Energie eines klassischen Dipols im
elektrischen Feld.

Im Labor konnen relativ leicht statische elektrische
Felder bis in den Bereich von 10° V/m erzeugt wer-
den. Dies ist aber immer noch klein im Vergleich mit
dem Feld, welches der Atomkern erzeugt: im Grund-
zustand des Wasserstoffatoms betrdgt das Potenzial
-13.6 eV, bei einem Abstand von ag ~ 5-107'! m.
Dies entspricht somit einer Feldstirke von ~ 3 - 10!
V/m. Lediglich in extrem starken Laserpulsen von
wenigen fs Dauer konnen elektrische Feldstérken er-
zeugt werden, welche die internen atomaren Felder
iibertreffen. Fiir den hier diskutierten Fall statischer
Felder sind wir in einem Bereich, in dem wir sehr
gut Storungsrechnung verwenden diirfen.

7.1.2 Paritit

Wir betrachten jetzt die Parititsoperation
P:7— —7,

bei der alle Koordinaten am Ursprung invertiert wer-
den. In Matrixschreibweise ist der entsprechende
Operator

Diese Operation entspricht nicht einer Rotation, was
man z.B. aus der Determinante |P| = —1 ersieht. Der
ungestorte Hamiltonoperator .77 des Wasserstoffa-

toms (5.1)

=) 2
p e
I = — —
7 om 4reyr

ist invariant beziiglich der Paritdtsoperation,

PP = 4

112



7 Elektromagnetische Felder

oder
[P, %] =0,

da sowohl der Betrag des Impulses wie auch der Be-
trag des Abstandes bei einer Inversion am Ursprung
invariant bleiben. Es ist somit moglich, alle Eigen-
funktionen des ungestorten Wasserstoffatoms auch
als Eigenfunktionen des Paritédtsoperators zu wéhlen.

Dies ist bei den in Kapitel [5.6] eingefiihrten Zustin-
den der Fall: Der Radialanteil ist invariant unter der
Paritit, d.h. seine Paritit ist

P(R(r)) = +1.

Die Paritit der Winkelfunktionen Y, lasst sich z.B.
aus der Darstellung in kartesischen Koordinaten ab-
lesen:

L]

11 0 Z

1| £1 x+iy

210 37212

2| +1 z(x £ iy)

2| +2 (x+iy)?

{| +m [z[*m,szm’z,...,rz,r4,...]
(£ iy)”

Zusténde mit Drehimpuls ¢ sind offenbar homogene
Funktionen der Ordnung ¢ in den kartesischen Ko-
ordinaten. Die Parititsoperation dndert sie somit um
den Faktor (—1)*, d.h. Zustinde mit geradem Dre-
himpuls ¢ haben gerade Paritit, Zustinde mit unge-
radem Drehimpuls ungerade Paritét.

Verwenden wir Kugelkoordinaten

lP(ra 95 (P) = R(r)Y(;m(O,q))
ist die Paritit
PlP(I’,G,QD) = \P(r,ﬂ—e,(erﬂ)

— R(Yin(T—6,0+7)
R(r)(=1)"¥in(8,0).

Somit bestimmt der Bahndrehimpuls ¢ die Paritit der
Wellenfunktion.

Allgemein ist die Paritiit eines Produktes von Funk-
tionen gleich dem Produkt der Paritéten,

PIRY] = P[R] P[Y]

und somit ist die Paritit der Wasserstofforbitale nur
vom Drehimpuls bestimmt:und

Plnt) = (—1)"|nt).

7.1.3 Paritiit und Dipolmoment

Der Storoperator (7.1) fiir die Wechselwirkung mit
dem elektrischen Feld ist ungerade beziiglich der Pa-
ritdtsoperation, da

PA'P ! < PP = —F.

Damit das Integral
(Tﬂ%ﬂ?ﬁ:/y¥%%mﬂ

nicht verschwindet, muss die Paritit des Integranden
gerade sein, falls alle Faktoren eine feste Paritit be-
sitzen. Da P[] = —1 miissen somit die Paritiiten
von ¥ und ¥, unterschiedlich sein,

P¥,|P[¥,] = —1.

Da bei Diagonalelementen immer beide Zustinde
die gleiche Paritit haben, sofern die Paritit erhalten
bleibt, folgt, dass diese verschwinden miissen,

(@) |®) = 0.

Formell konnen wir dies auch berechnen, indem wir
in

(nlm| " |nlm)

jeweils den Einheitsoperator P? einfiigen und ver-
wenden (—1)% = 1:

(ntm| A \ntm) = (nlm|PA"' P~ |ntm)
= (nlm|— ' |nfm) = 0.

Damit verschwindet das statische Dipolmoment
L. = —eF von nicht entarteten Atomen und ein elek-
trisches Feld erzeugt in erster Ordnung keine Ver-
schiebung der Energie von nicht-entarteten atomaren
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7 Elektromagnetische Felder

Abbildung 7.2: Statisches ~ Dipolmoment  eines

‘Wassermolekiils.

Zustinden. Man sagt, der lineare Stark Effekt ver-
schwindet.

Das gleiche gilt nicht bei Molekiilen oder Festkor-
pern: dort haben im Allgemeinen die Systeme kei-
ne definierte Paritdt und konnen somit ein endliches
statisches Dipolmoment besitzen. Das Wassermole-
kiil H,O, z.B., besitzt ein statisches Dipolmoment
Uy, =6.2-1073 Cm.

7.1.4 AuBerdiagonalelemente

Die Matrixelemente konnen auch zwischen Zustén-
den unterschiedlicher Paritit verschwinden. Weitere
Auswabhlregeln folgen aus den Vertauschungsrelatio-
nen mit dem Drehimpuls. Wir betrachten dafiir ein
Feld, welches parallel zur z-Achse angelegt ist, so
dass

7 E — zE
wird und verwenden
[L,, #') = eE|L;,z) =0:

(Um|L,, ' |0m'y = h(m—m') (¢m| " |'m") = 0.

Damit diese Gleichung erfiillt ist, muss entweder das
Matrixelement (¢m|#"|¢'m’) verschwinden, oder

Am=m—m' =0

sein.

Nicht verschwindende Matrixelemente von z konnen
also z.B. zwischen den Zustidnden £ = 0,m = 0 und
£ =1,m =0 existieren oder = 1,m = —1und £ =
2,m=—1.

Abbildung 7.3: AuBlerdiagonalelemente des

Dipoloperators.

7.1.5 Entartete Zustinde

Wir betrachten jetzt einen Satz von entarteten Zu-
stinden {¥;} des ungestdrten Hamiltonoperators.
Haben die Zustinde feste Paritit, so gilt auch hier

(W || W,) =0 V.

Dies gilt insbesondere fiir Zustinde mit dem glei-
chen Drehimpuls ¢. Somit fiihrt das elektrische Feld
in erster Ordnung nicht zu einer Aufspaltung von
entarteten Drehimpulszustinden mit gleichen ¢ und
unterschiedlichen m.

Es ist jedoch auch méglich, dass {¥; } Zustinde mit
unterschiedlicher Paritiit enthilt. Ein Beispiel beim
Wasserstoff sind die Zustinde mit n > 1, welche oh-
ne Beriicksichtigung der Feinstruktur n’-fach ent-
artet sind und jeweils Zustdnde mit unterschiedli-
chem Drehimpuls ¢ und damit unterschiedlicher Pa-
ritdt enthalten.

Wie in der Storungsrechnung diskutiert wurde, muss
in diesem Fall der Stor-Hamiltonoperator ¢ fiir
diesen Unterraum diagonalisiert werden. Wir be-
schrinken uns hier auf den Fall, dass das Feld ent-
lang der z—Achse orientiert ist, d.h. 7= (0,0,z). Wie
wir bereits gesehen haben, miissen dafiir die Pari-
tiaten der beteiligten Zustdnde unterschiedlich sein.
Fiir z muss au3erdem Am = m; — my = 0 sein. Somit
verschwinden alle Matrixelemente aufler denjenigen
zwischen Wroo und Wsqg.:

14 0 1 1 1
1lmwm | 0 |-1 0 1
0] 0 | 0 |07 |0
1 -1 0 0 0 0
I 10 0 |0
1 1 0 0 0 0
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7 Elektromagnetische Felder

Wegen der Hermitizititsbedingung 77 ="],
bleibt somit nur ein Element zu berechnen. Wir
konnen dieses z.B. ausrechnen aus der expliziten
Form der entsprechenden Wasserstofforbitale, und
erhalten

%/1 = <T200|Z|‘P210> =eF ///‘Pﬁooz‘PﬂodV.
Wir setzen die Ausdriicke
¥(r,0,0)=R(r)Y(6,9)

aus Kap.[5.6|und z = rcos 6 ein und erhalten

’ ot 1 3/2 r

3/2
e, L (LN
\ﬁ 2610 ap

-r2dr/Yoocos 9Y1()dQ.

Mit einigen Zwischenstufen wird daraus
!
Sy = —3eEay.

Somit hat der Storoperator in diesem 2-dimensiona-
len Unterraum die Form

01
1 0)°

Damit diagonalisieren wir

J(w) -

z.B. indem wir die Sdkulargleichung

—A@@St > ‘
/ - 0
(=

losen. Daraus folgen die Eigenwerte

' = —3eEay (

0
Ay 0

¥
Aé"St ( lIlz > 9

A5
—A&s

A2 = E3eEag

und die Eigenvektoren

1
Y, = 7 (V200 £ ¥210) -

Bei diesen Zustdnden hingt die Energie somit line-
ar von der Feldstirke ab. Man bezeichnet dies des-
halb als linearen Stark Effekt. Die beiden Zustin-
de W51+ sind orthogonal zu diesen beiden Zustén-
den und koppeln nicht an das elektrische Feld. So-
mit werden im elektrischen Feld die n = 2 Zustén-
de insgesamt in drei Energien aufgespalten, welche
proportional zu (—1,0,41)E sind.

n=2
(=1,m=0,=+1 =0 i(\y .
(=0,m=0 S /o 200 210
C—— Wy, U
4-fach entartet mme—m—— — (Us0o + U
\/5 ( 200 210)

Ho Ho + H'

Abbildung 7.4: Stark-Aufspaltung der entarteten
Zustinde im Wasserstoffatom mit
n=72.

Abb. zeigt schematisch die Niveauaufspaltung
fiir die entarteten n = 2 Zustinde im elektrischen
Feld. Es verhilt sich wie ein Atom mit einem elek-
trischen Dipolmoment der Stirke (1 = 3eay, das sich
parallel oder antiparallel zum Feld einstellt. Fiir den
speziellen Fall des Wasserstoffs, wo die Energie der
Zustiande nicht vom Drehimpuls ¢ abhingt und die
Zustinde ohne Feld somit entartet sind, erhilt man
damit einen Effekt, welcher linear in der Feldstirke
ist.

wnzerl
Lirtte

Fig. 2. Fig. 8.

Abbildung 7.5: Aufspaltungen von zwei Balmer-
Linien des Wasserstoffatoms (J. -
Stark, Annalen der Physik 348, 965
(1914).).
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7 Elektromagnetische Felder

Dieser Effekt wurde 1913 von Johannes Stark an
Wasserstoff und Helium gemessen und trigt deshalb
seinen Namen.
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Abbildung 7.6: Stark Effekt bei Rydberg Zustidnden
(gerechnet).

Bei Zustdnden mit n > 2 wird die Zahl der Zustinde
entsprechend groer. AuBlerdem wird das Dipolmo-
ment grofer, da die Bahnradien groBer sind: sie neh-
men o n? zu. Hier werden offenbar die Grenzen der

Anwendbarkeit der Storungsrechnung erreicht.

Ortr

Potepzial U(r)

Abbildung 7.7: Ionisation von Rydberg Atomen in
einem elektrischen Feld.

Der groBe Stark Effekt bei Rydberg Zustinden fiihrt
u.a. dazu, dass Rydberg-Zustinde in einem sta-
tischen elektrischen Feld relativ leicht ionisierbar
sind.

Dies wird z.B. bei Detektoren verwendet, welche
einzelne Atome in elektronisch angeregten Zustédn-
den detektieren konnen.

mit
men und einem Feld-Ionisations-
Detektor (Nature 446, 297 (2007).).

Abbildung 7.8: Experiment Rydberg Ato-

7.1.6 Quadratischer Stark Effekt

Sind die Zustédnde nicht entartet, so verschwindet der
Einfluss elektrischer Felder in erster Ordnung. Wir
erhalten aber einen Effekt, der quadratisch in der
Feldstirke ist aus der Storungsrechnung 2ter Ord-
nung fiir nicht entartete Zusténde zu

k /
agy =y 1710 I%\nl'
k#n n

Wir konnen dies auch schreiben als

/ /
gy - R ) _
k#n gn _gk

ZEa,j

i,j=1
Hier stellt

O = — Z

k#n

n\r!k (k|7|n) ;

I i,j={x,z}

die Polarisierbarkeit dar und E; die Komponenten
des elektrischen Feldes. Die Polarisierbarkeit (¢;)
ist im Allgemeinen ein Tensor. Atome sind jedoch
sphérisch symmetrisch und der Tensor somit isotrop,

o = (X()Sl e
Damit wird die quadratische Stark-Verschiebung

o =

Dieser Befund kann so interpretiert werden, dass in
nicht-entarteten Zustidnden das Feld erst einen Dipol

,ﬁind :Wﬁ

116



7 Elektromagnetische Felder

induziert, dessen Stérke proportional zur Polarisier-
barkeit und zur Stirke des Feldes ist. Die Wechsel-
wirkung des Dipols mit dem Feld ergibt somit einen
Beitrag zur Energie, der quadratisch mit dem Feld
ansteigt.

/

21p-g1(pS

H 8% D

<—— direction of increasing field strength

Abbildung 7.9: Stark Effekt in He fiir Feldstdrken im
Bereich 0-85 kV/cm.

Misst man den Stark Effekt {iber einen weiten Be-
reich von Feldstidrken, so findet man im Allgemeinen
weder einen rein linearen noch einen rein quadrati-
schen Effekt, da die Abstinde zwischen den Zustin-
den variieren. Dies ist in Abb. [7.9] gezeigt (von http:-

/lwww .accessscience.com/content/Stark effect/651800).

Messungen des quadratischen Stark Effektes erge-
ben Messwerte, welche in Ubereinstimmung mit
den quantenmechanischen Rechnungen sind, aber
nicht mit den Rechnungen auf der Basis der Bohr-
Sommerfeld Theorie. Der lineare Stark Effekt kann
hingegen gut mit der Bohr-Sommerfeld Theorie er-
kldrt werden.

7.1.7 Stark Effekt in Festkorpern

In Festkorperm ohne Inversionszentrum bestehen im
Allgemeinen permanente elektrische Dipolmomen-
te. Hier gibt es deshalb auch lineare Effekte des elek-
trischen Feldes.

Effekte, die eng mit den hier diskutierten verwandt
sind, findet man bei sogenannten kiinstlichen Ato-
men. Dazu werden Ladungstriager durch effektive

Potenziale lokalisiert. Werden positive und negative
Ladungstriager im gleichen Potenzialtopf festgehal-
ten, so entsteht eine Art kiinstliches Atom, welches
als Exciton bezeichnet wird.

Energie / eV
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Abbildung 7.10: Stark Effekt von Excitonen in Ge /
SiGe Quantenfilmen.

Dieser Effekt wird z.B. benutzt, um Schalter oder
Modulatoren fiir Licht zu bauen.

7.2 Elektromagnetische Wellen

7.2.1 Absorption und Dispersion

Wir betrachten als nichstes die Wechselwirkung von
elektromagnetischen Wellen, insbesondere Licht,
mit atomaren oder molekularen Systemen. Wie man
aus Experimenten weiss, kann Licht von Atomen
oder Molekiilen absorbiert und emittiert werden. Da-
bei ist die Stidrke der Wechselwirkung stark von der
Wellenlidnge, respektive der Frequenz des elektro-
magnetischen Feldes abhingig. Man findet diskrete
Frequenzen, bei denen die Absorption und Emission
maximal werden. Bei den gleichen Frequenzen dn-
dert sich der Brechungsindex des Materials auf eine
charakteristische Weise.

Die erste mikroskopische Theorie, welche die Fre-
quenzabhingigkeit der Wechselwirkung zwischen
Licht und Materie beschreiben konnte, ist die
Lorentz-Lorenz Theorie der Dispersion. Sie wur-
de kurz nach der Entwicklung der Maxwell’schen
Gleichung hergeleitet und im Jahr nach Maxwell’s
Tod (Nov. 1879) publiziert, und zwar von zwei fast
gleichnamigen Physikern unabhingig voneinander

117



7 Elektromagnetische Felder

Dispersion

Induzierter

Dipol A -
oy Frequenz
; Absurpli—uy\‘

T
wy Frequenz

Elektromagnetische
Welle

Abbildung 7.11: Klassisches Modell der Wechsel-
wirkung zwischen einem Atom und
einer elektromagnetischen Welle.

entwickelt. (H. A. Lorentz, ”Uber die Beziehung zwischen
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes und der Korper-
dichte”, Ann. Phys. Chem. 9, 641 (1880); L. Lorenz, ”Uber
die Refractionsconstante”, Wiedem. Ann. 11, 70 (1881)). Die
Theorie behandelt das Material als eine Ansamm-
lung von schwingungsfihigen elektrischen Dipolen.
Dieses Bild wird auch heute noch benutzt, obwohl
sich die formale Beschreibung gedndert hat. Diese
Theorie leistet grob zusammengefasst folgendes:

* sie berechnet die Polarisierbarkeit o aus der mi-
kroskopischen Beschreibung des Materials.

* aus der Polarisierbarkeit o erhilt man Absorp-
tion und Brechung des Mediums.

7.2.2 Bewegungsgleichung

Wir betrachten nur die Kopplung an die elektrische
Komponente der elektromagnetischen Welle, da die-
se im Vergleich zur magnetischen Kopplung um den
Faktor (a/2)* stirker ist. Die magnetische spielt
deshalb praktisch nur dann eine Rolle, wenn die
elektrische Wechselwirkung verschwindet, z.B. aus
Symmetriegriinden.

Da wir resonante Effekte eines zeitabhingigen elek-
trischen Feldes betrachten, schreiben wir fiir die
Amplitude des Feldes Eqe'®, wobei E die kom-
plexe Amplitude des monochromatischen Feldes mit
der Frequenz @ darstellt.

Um sich diesen schwingenden Dipol vorzustellen,
kann man z.B. von einem atomaren System ausge-
hen. Aufgrund der hoheren Masse (m,,/m, = 1836)
bleibt der Kern im Wesentlichen am Ort, wihrend

Abbildung 7.12: Dipol in einem oszillierenden Feld.

das Elektron sich im elektrischen Feld bewegt. Wir
benutzen ein eindimensionales Koordinatensystem,
dessen Ursprung im Kern liegt und schreiben die Be-
wegungsgleichung fiir den Ort des Elektrons als

F =mi = —fx — eEpe'® — 2ymx,

wobei f eine Kraftkonstante darstellt, m die Masse,
—e die Ladung des Elektrons und 7y eine phinomeno-
logische Dampfungskonstante. Der erste Term stellt
die riicktreibende Wirkung des Coulomb-Potenzials
des Kerns dar. Wir nehmen an, dass das Potenzi-
al quadratisch verlduft, was in der Umgebung des
Gleichgewichts immer moglich ist. Der Kopplungs-
term mit dem duBleren Feld entspricht der Kraft auf
ein Elektron in einem dufleren Feld. Der geschwin-
digkeitsproportionale Ddmpfungsterm hidngt mit der
Abstrahlung von Energie zusammen. Dass er existie-
ren muss kann man sich so plausibel machen, dass
sonst die Schwingungsamplitude divergieren wiirde
(“Resonanzkatastrophe™).

7.2.3 Losung

Wie aus der Theorie des geddmpften harmonischen
Oszillators bekannt ist, hat die stationidre Losung die
Form

x(1) = xpe'" .

Xo stellt somit die Amplitude der stationédren Losung
dar.

Wir setzen diesen Ansatz in die Bewegungsglei-
chung ein, eliminieren den zeitabhingigen Phasen-
term und erhalten

—m a)2x0 = —fxo — 2iymwxy —ekEy .
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7 Elektromagnetische Felder

Mit der Resonanzfrequenz

w2
m

wird die Amplitude somit

ek 1

X=——>5—""".
m o — o —2iyo

Amplitude |zo|

(el

Frequenz w

Abbildung 7.13: Verhalten der Amplitude fiir w ~
.

Von praktischem Interesse ist vor allem der Fall y <
@yp. Dann wird der Nenner sehr klein fiir @ — ay,
d.h. die Amplitude wird bei dieser Frequenz resonant
verstirkt.

7.2.4 Resonanzlinien

Wir beschrinken die Diskussion auf den fast-reso-
nanten Fall, wo die Frequenz @ des Feldes nahe bei
der Resonanzfrequenz @y des Systems liegt. AuBer-
dem schreiben wir die Frequenz des Feldes als eine
Summe aus Resonanzfrequenz und Verstimmung A,

®=aum+A,
so dass
€E0 1
X = —

m (oo +A)* - ag —2iy(@y+A4)

Wir betrachten kurz typische Groenordnungen die-
ser Variablen fiir den Fall freier Atome. Fiir optische
Frequenzen sind @,y ~ 10571, y~ 107571,

Es ist deshalb sinnvoll, fiir die weitere Betrachtung
die Nadherung wy > A,y zu machen und Terme mit
A? oder Ay zu vernachlissigen. Damit erhalten wir

einen vereinfachten Ausdruck fiir die stationidre Am-
plitude:

. ek 1 . eEy A—Fi’}’
S 2may A—iy  2mog A2+ Yy

X0

Die Amplitude ist somit komplex. Auf der Resonanz
(A = 0) verschwindet der Realteil,

ek
=1 .
2myay

x0(A=0)

Der Dipol ist somit 90 Grad aufler Phase zur anre-
genden Welle.

(AN
VANV

Abbildung 7.14: Polarisation und Feld bei resonan-
ter Anregung.

7.2.5 Optische Polarisation

Diese oszillierenden Elektronen erzeugen somit ein
Dipolmoment

U = aE = —exoi,

mit 7 als Einheitsvektor in Feldrichtung.

u

mikroskopische
Dipole

makroskopische
Polarisation

Abbildung 7.15: Mikroskopische Dipole und ma-
kroskopische Polarisation.

In einem homogenen Medium erzeugen diese indu-
zierten Dipole eine makroskopische Polarisation

5_ 1y
P_V;ﬂe )
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7 Elektromagnetische Felder

In der Maxwell Theorie wird diese geschrieben als
Py =(e—1)gEy = x&kEgp.

Der Index @ gibt an, dass diese Polarisation mit
der Frequenz @ der einfallenden Welle oszilliert.
Gleichzeitig muss sie mit den mikroskopischen Di-
polen verbunden sein iiber

P, = NJi, = —Nexoii.

N stellt die Dichte der atomaren Dipole dar.

Da die Polarisation proportional zur Feldstirke der
einfallenden Welle ist, ist die sinnvollere Grofe die
Proportionalititskonstante, welche als optische Sus-
zeptibilitit bezeichnet wird:

B,  N&Z A+iy

eoEy  2memy A2+ P

Re{x}
Verstimmung A

Im{x}

Abbildung 7.16: Realteil und Imaginarteil der
Suszeptibilitdt als Funktion der
Verstimmung.

Der Realteil dieser Funktion ist offenbar antisym-
metrisch beziiglich A, d.h. er dndert das Vorzeichen
bei A = 0. Der Imaginérteil weist bei A = 0 das Be-
tragsmaximum auf und ist symmetrisch beziiglich
der Verstimmung.

7.2.6 Lebensdauer

Aus der klassischen Elektrodynamik berechnet man
die emittierte Leistung von Antennen, wie z.B.
Hertz’schen Dipolen, mit Hilfe der Larmorformel

e 2 0
= — .
4meg 33

rad

Hier stellt # die Beschleunigung der Ladung +-¢ dar.
Wir schreiben die Beschleunigung als

.. 2
r= Wrif

mit @;7 als der Ubergangsfrequenz und r; ¢ als dem
Ubergangsdipol dividiert durch die Ladung. Dann
wird ein elementarer Dipol die Energie i®;; inner-
halb einer Zeit

hay  h6mE

T 2m3 42
e= Ty

abstrahlen. Bis auf einen Faktor 2 ist dies gerade das
Resultat, das auch eine quantenmechanische Rech-
nung ergibt. Das Inverse davon ist die Zerfallsrate
62‘7’}'}0 ’20)1'3}'

Yif = he
mit der der angeregte Zustand zerfillt. Diese wur-
de von Einstein als “A-Koeffizient” A fiir die spon-
tane Emission hergeleitet. Interessant sind hier vor
allem zwei Punkte: die Emissionsrate ist proportio-
nal zum Quadrat des Dipolmomentes und zur dritten
Potenz der Ubergangsfrequenz. Die Proportionalitit
zum Quadrat des Dipolmomentes wird im Rahmen
der zeitabhidngigen Storungsrechnung fiir die quan-
tenmechanische Beschreibung begriindet: wir wer-
den sie dort als “Fermi’s goldene Regel” kennenler-
nen.

Die Lebensdauer ist das Inverse der Emissionsrate
sofern der angeregte Zustand i nur in den einen Zu-
stand f zerfallen kann. Im allgemeineren Fall muss
iiber alle Zerfallskanile addiert werden,

17

P ;%‘f'

7.3 Quantenmechanische
Beschreibung

7.3.1 Modellannahmen

Bei der quantenmechanischen Beschreibung be-
schrianken wir uns auf die Frage, ob ein System {iber-
haupt Licht absorbieren oder emittieren kann. Wir
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7 Elektromagnetische Felder

beschreiben also an dieser Stelle nicht die bereits
diskutierten Effekte wie Absorption und Dispersion,
welche sich durch die Beriicksichtigung der Quan-
tenmechanik nicht wesentlich dndern.

Die wichtigsten Aspekte, die durch die Quantenme-
chanik besser beschrieben werden, sind eienrseits
die Positionen und Stirken der Resonanzlinien, wel-
che von der alten Theorie iiberhaupt nicht vorherge-
sagt werden konnten, und andererseits die Tatsache,
dass spontante Ubergiinge zwischen den stationiren
Zustinden stattfinden.

Vereinfachtes 2-
Niveaumodell

typische atomare
Niveaustruktur

Energie
Energie

Abbildung 7.17: Modellierung eines
Zweiniveausystem.

Atoms als

Eine vollstindige quantenmechanische Beschrei-
bung auch nur des atomaren Systems wire viel zu
schwierig: es besteht aus einer unendlichen Reihe
von gebundenen Zustinden und zusitzlich einem
Kontinuum von nicht gebundenen Zustinden. Man
macht deshalb hier eine radikale Vereinfachung und
betrachtet meist nur ein Paar von Zustinden, zwi-
schen denen ein Ubergang stattfindet. Die beiden Zu-
stinde sollen sich durch ihre Energie unterscheiden.
Wir reduzieren das System somit auf einen zwei-
dimensionalen Hilbertraum. Die relevanten Opera-
toren in diesem Hilbertraum koénnen mit Hilfe von
Pauli-Matrizen geschrieben werden. Der Hamilton-
operator wird dann zu

h
—5 @Oz

%tom = )

Hier bezeichnet i@y die Energiedifferenz zwischen
den beiden Zustinden und o; die z-Komponente der
Pauli-Operatoren. Der positive Eigenwert von o, ge-
hort somit zu |g) = | 1). Der Ursprung fiir die Ener-
gieachse wurde fiir das 2-Niveauatom so gewihlt,
dass er in der Mitte zwischen den beiden Zustdnden

liegt. Dies hat keine tiefere Bedeutung, vereinfacht
aber die weiteren Rechnungen.

7.3.2 Quantisierung des Feldes

Die Herleitung der Operatordarstellung fiir das elek-
trische Feld ist aufwindiger; es kann nicht durch
einen einzelnen Operator ausgedriickt werden. Statt
dessen zerlegt man das Feld in eine unendliche
Summe von Moden, welche einzeln quantisiert wer-
den. Jede einzelne Mode entspricht einem harmoni-
schen Oszillator. Eine vollstindig quantenmechani-
scher Formalsimus fiir die Beschreibung der Wech-
selwirkung zwischen Atom und Strahlungsfeld ist
deshalb bei weitem nicht trivial und kann im Rah-
men dieser Vorlesung nicht behandelt werden.

Abbildung 7.18: Einzelne Resonatormode als quan-
tenmechanischer harmonischer Os-
zillator.

Es gibt jedoch eine vereinfachte Form, die es erlaubt,
analytische Resultate zu erhalten und trotzdem eini-
ge wesentliche Aspekte der Wechselwirkung exakt
beschreibt. Dazu vernachlédssigt man simtliche Mo-
den aufler einer. Eine einzelne Mode ist ein relativ
leicht zu beschreibendes Objekt. Das entsprechende
Modell wird als Jaynes-Cummings Modell bezeich-
net.

Die formale Behandlung ist identisch mit der eines
harmonischen Oszillators. Die relevanten Operato-
ren konnen als Funktion der Auf- und Absteigeope-
ratoren a' und a geschrieben werden. Die Energie
des Feldes ist deshalb

1
Hrela = hop(a'a+ 5) .

Wie beim harmonischen Oszillator stellt das Pro-
dukt a'a aus Auf- und Absteigeoperator die Anzahl
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7 Elektromagnetische Felder

der Photonen dar und wird deshalb auch als ‘“Zahl-
Operator” bezeichnet. @y, stellt die Frequenz des op-
tischen Feldes dar; somit ist /icw;, die Energie eines
einzelnen Photons.Das elektrische Feld dieser Mode
ist proportional zu

Exd +a.

Wir finden hier eine interessante Parallele zum
Atom: dort verschwinden die Diagonalelemente
des elektrischen Dipoloperators, hier diejenigen des
elektrischen Feldes.

Feld Anzahl Photonen
—_—_
'nacktes' t
Atom o
_— e _LL 2
. Y _Ed
) |hag D fo
¥ r

—_—

Abbildung 7.19: Das Jaynes-Cummings - Modell.

Damit haben wir die beiden Bestandteile des Jaynes-
Cummings Modells diskutiert. Es beinhaltet auf der
materiellen Seite ein sogenanntes ’nacktes’ Atom,
mit zwei moglichen Zustinden. Auf der anderen Sei-
te ist das Strahlungsfeld, welches wir auf eine einzel-
ne Mode reduziert haben. Diese besitzt eine unend-
liche Reihe von Zustinden, welche wie bei einem
harmonischen Oszillator dquidistant sind.

Spontane Stimulierte Stimulierte
Emission Emission Absorption
A Iy
y—— E, Ey——
AN Y " A~y
£ —e— £ ——
L ——

Abbildung 7.20: Die relevanten Prozesse bei der
Wechselwirkung zwischen Atom
und Licht.

Im Folgenden diskutieren wir die Wechselwirkung
zwischen diesen beiden Teilen - die elektrische Di-
pol Wechselwirkung.

Abbildung 7.21: Dipol im elektrischen Feld.

7.3.3 Wechselwirkung

Wie schon beim Stark Effekt diskutiert, kann die
Wechselwirkung zwischen dem elektrischen Feld
und dem Atom geschreiben werden als

S = _E'ﬁe~

Die Diagonalelemente des Dipoloperators ver-
schwinden,

(e[Fle) = (g[rlg) = 0.

Dagegen nehmen wir an, dass die AuBBerdiagonalele-
mente nicht verschwinden.

—ele|rlg) = —e(glFle)” = pe

Hier wurde nur die Komponente in Richtung des Fel-
des der betrachteten Mode beriicksichtigt, da die an-
deren beiden zum Hamiltonoperator nicht beitragen.
Wir konnen die Phase der beiden Zustinde so wéh-
len dass die Matrixelemente reell werden. Der Di-
poloperator ist dann proportional zur x-Komponente
der Pauli Matrizen o, = (04 + 0_) und kann ge-
schrieben werden als

fle = (01 +0-).

Der Feldoperator ist fiir eine einzelne Mode propor-
tional zur Summe eines Aufsteige- und eines Abstei-
geoperators

Eo<a—|—aT.

Damit konnen wir den Wechselwirkungsoperator
schreiben als

Aoy hoy(a+a') (o +0.)

= hw(ac,+ac_+a'o,+a'c.),
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7 Elektromagnetische Felder

wobei @ die Kopplungsstirke parametrisiert. Diese
hiangt vom atomaren Dipolmoment ., dem Moden-
volumen, sowie von der Position des Atoms in der
Mode ab.

Der Zustand des atomaren Systems kann geschrie-
ben werden als |g), resp. |e) und der Zustand des Fel-
des iiber die Photonenzahl |n). Der Gesamtzustand
wird damit z.B. |g,n).

.

13 13

Abbildung 7.22: Wechselwirkungsprozesse des

Kopplungsoperators.

Der gesamte Wechselwirkungsoperator beschreibt
somit vier unterscheidbare Prozesse:

a6+‘gan> = |e,n— 1> ClG+|€,n> =0

ac_lgn)=0  ac_|e,n)=|g.n—1)
d'olgn)=len+1)  aloilen)=0

a'o_lgn)=0 da'o_len)=|gnt1)

Der Term ao beschreibt die Vernichtung eines Pho-
tons und die Erhohung der Energie des Atoms, d.h.
die Absorption eines Photons.

Der Term ao_ beschreibt die Erniedrigung der Ener-
gie des Atoms unter gleichzeitiger Vernichtung eines
Photons. Dies entspricht offenbar einem Prozess, der
nicht energieerhaltend ist. Der Term a' o, entspricht
dem inversen Prozess und ist damit ebenfalls nicht
energieerhaltend. Der letzte Term entspricht dem In-
versen der Absorption, d.h. der Emission eines Pho-
tons.

7.3.4 Reduzierte Wechselwirkung

Eine wentlich einfachere Form erhilt man, indem
man die Terme a'o, und ac_ vernachlissigt, wel-
che die Energie nicht erhalten und deshalb erst in
sehr hoher Ordnung einer Storungsrechnung eine
Rolle spielen. Damit wird

iy = o) (a0 —|—aTG,) .

Diese Naherung ist sehr gut, so lange @; < ay.

e

-

Atom

Atom

Feld Feld

-

Abbildung 7.23: Wechselwirkungsprozesse.

Der Wechselwirkungsoperator kann direkt mit ei-
nem physikalischen Prozess verkniipft werden. Der
eine Term beschreibt die Absorption eines Photons,
d.h. die Vernichtung eines Photons und die Erhohung
der Energie des atomaren Systems um ein Quant.
Der konjugierte Operator beschreibt den umgekehr-
ten Prozess.
E»

AN hy
E;
Abbildung 7.24: Spontane Emission.

Einer der interessantesten Aspekte an diesem Mo-
dell ist, dass es das Auftreten von spontaner Emissi-
on korrekt erkldrt: Ist das Atom im angeregten Zu-
stand und das Feld im Grundzustand

w=|10),
so kann es durch den Operator

o_a'le,0) < |g,1)
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ibergefiihrt werden, also in den Zustand, in dem das
Atom im Grundzustand ist und das Strahlungsfeld
ein Photon enthilt - das Atom hat ein Photon emit-
tiert.

Der umgekehrte Prozess wird genau so durch
den hermite’sch konjugierten Term erzeugt. Des-
halb wird ein System, welches durch das Jaynes-
Cummings Modell beschrieben werden kann, einen
oszillatorischen Austausch von Energie zwischen
Atom und Feld zeigen.

7.3.5 Modell und Wirklichkeit

Dieses Modell ist von Jaynes und Cummings ent-
wickelt worden (E.T. Jaynes and F.W. Cummings, Proc.
IEEE 51, 89 (1963)). Es war urspriinglich als ein rein
theoretisches Modell entwickelt worden, um zu un-
tersuchen, inwiefern sich die Voraussagen der Quan-
tenmechanik von denen der klassischen Theorie, d.h.
der Maxwell-Gleichungen unterscheiden wiirde. Zu
dieser Zeit schien es nicht denkbar, dass man mit ein-
zelnen Moden des Strahlungsfeldes oder einzelnen
Atomen Experimente durchfiihren konnte.

Abbildung 7.25: Experimentelle Realisierung des
JC Modells (Phys. Rev. Lett. 76, 1800
(1996).).

Inzwischen ist es aber in verschiedenen Gruppen ge-
lungen, Versuchsaufbauten zu realisieren, in denen
diese theoretische Idealsituation in einer sehr gu-
ten Niaherung erreicht wird. Man muss dafiir einer-
seits die Wechselwirkung mit einer Mode verstirken,
andererseits die Wechselwirkung mit allen anderen
Moden unterdriicken, so dass die Wechselwirkung
des Systems mit einer einzelnen Mode sehr viel stér-
ker wird als die mit allen anderen Moden zusammen.

Das Modell ist aus verschiedenen Griinden interes-
sant: Es erklirt die Kopplung und zeigt, dass auch

ein Ubergang stattfinden kann, wenn das Atom zu
Beginn in einem stationdren Zustand ist und keine
Strahlung vorhanden ist, welche die Emission stimu-
lieren konnte. Der Grund ist im Wesentlichen der,
dass die Eigenzustinde des Gesamtsystems, d.h. die
stationédren Zustinde, nicht die Produktzusténde der
Teilsysteme sind.

Es ist fiir die Beschreibung von alltdglichen Phino-
menen wenig geeignet, da dort die Atome nicht nur
mit einer Mode in Wechselwirkung treten, sondern
mit unendlich vielen Moden. Damit wird auch der
Phasenraum des Gesamtsystems unendlich viel gro-
Ber als der des Atoms und die Wahrscheinlichkeit,
dass die Energie im Atom lokalisiert bleibt, geht fiir
lange Zeiten gegen Null.

Einer der qualitativ wichtigsten Unterschiede zwi-
schen dem Jaynes-Cummings Modell und der Wirk-
lichkeit ist, dass im JC-Modell der Austausch der
Energie zwischen dem Atom und der Strahlungs-
mode periodisch verlduft. In Wirklichkeit beobachtet
man jedoch bei spontaner Emission einen exponen-
tiellen Zerfall des angeregten Zustandes. Das liegt
daran, dass die Wechselwirkung nicht nur mit einer
einzelnen Mode stattfindet, sondern mit einem Kon-
tinuum von Moden. Dadurch findet zwischen den
inversen Prozessen, bei denen die Energie der ein-
zelnen Moden zuriick ins Atom flieBen wiirde, de-
struktive Interferenz statt. Man kann einen periodi-
schen Austausch jedoch erreichen, wenn man da-
fiir sorgt, dass die Wechselwirkung mit einer einzel-
nen Mode iiber alle anderen dominiert. Dies erreicht
man z.B. durch Verwenden eines Resoantors, wel-
cher die Wechselwirkung mit einer Mode verstérkt,
oder durch Laserpulse mit geniigend hoher Intensi-
tat.

7.3.6 Halbklassische Niherung

Eine einfachere und fiir die meisten Anwendun-
gen realistischere Beschreibung der Wechselwir-
kung zwischen Atom und Strahlungsfeld erhalten
wir, wenn wir das Feld klassisch beschreiben und
nur das Atom quantenmechanisch. Dies wird als
“halbklassische Naherung” bezeichnet.

In diesem Modell wird die Wechselwirkung mit dem
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Atom
Licht le>
lg>

Abbildung 7.26: Halbklassisches Modell.

elektromagnetischen Feld geschrieben als

%m‘ = _gg . ﬁ,

m
wobei

A=A, ei(z-?fcot)

das elektromagnetische Potenzial der eingestrahlten
Welle beschreibt.

magnetisches
Feld

richtung

Abbildung 7.27: Elektromagnetische Welle.

Da Atome sehr viel kleiner sind als optische Wellen-
ldngen gilt fiir atomare Distanzen k-7 < 1 und man
kann in vielen Fillen die ebene Welle durch ein kon-
stantes Feld ersetzen,

A~ A’oeiiwt .
Dies wird als Dipolndherung bezeichnet.

Das elektromagnetische Feld wirkt als Storopera-
tor, indem es Ubergiinge zwischen einem Anfangs-
zustand ¥; und einem Endzustand ¥ induziert. Das
entsprechende Ubergangsmatrixelement ist

(| A |5) = =L 2o (9|2,

Fiir den ungestorten Operator

1—52
M=t tuF
0 2m+ (%)

gilt die Vertauschungsrelation

o hp
[%7”]:7.2-

rm

Somit konnen wir das Matrixelement schreiben als

(Bfl W) = —icle A (¥ 1,7 W)

= —igaype " Ao (W y|F¥),

ha),-f = é‘} — é;

In der Coulomb-Eichung gilt

Damit konnen wir das Ubergangsmatrixelement
auch schreiben als

(Wr|u W) = ge ' (¥s|Ey-7|¥s),

wobei wir die Niherung ;s ~ @ gemacht haben,
d.h. wir haben angenommen, dass die Frequenz @
der eingestrahlten Welle in der Nihe der Ubergangs-
frequenz @;y liegt, dass also nahezu resonant einge-
strahlt wird.

Damit ist das Matrixelement proportional zu ¢7; dies
entspricht gerade dem elektrischen Dipolmoment,
welches durch die Ladung und den Abstand vom
Kern gegeben ist. Das Resultat entspricht somit auch
der Erwartung aus dem halbklassischen Bild, dass
das Atom iiber sein elektrisches Dipolmoment an das
elektrische Feld der elektromagnetischen Welle kop-
pelt,

e%ﬂint = _ﬁel'E: —617E

Wie wir bereits gesehen hatten, besitzt dieser Opera-
tor nur Auflerdiagonalelemente. Er kann geschrieben
werden als

h(l)]
‘%ﬂt = T Oy,
also mit Hilfe der Pauli-Matrizen. Hier ist die Kopp-

lungsstiarke h@; gegeben durch das Produkt des
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elektrischen Dipol-Matrixelementes fiir den betref-
fenden Ubergang und die elektrische Feldstirke. Da-
mit entspricht ein Zweiniveauatom in der habklassi-
schen Niherung einem Spin 1/2. Dies ist auch ei-
ne sehr niitzliche Analogie, um die Dynamik des
Systems zu diskutieren (sieche R. Feynman, F. Ver-
non, and R. Hellwarth. Geometrical representation of the
Schrddinger equation for solving maser problems. J. Ap-
pl. Phys. 28, 49 (1957).).

7.3.7 Elektrische Dipol-Uberginge

Der Einfluss des elektrischen Feldes wird bestimmt
durch die Matrixelemente des elektrischen Dipol-
operators

(W) = / / W (7.2)
Bei der Diskussion der Wechselwirkung mit stati-
schen elektrischen Feldern im Kapitel [7.1] hatten wir
beispielhaft einige Matrixelemente berechnet. Hier
soll das Vorgehen noch etwas systematischer disku-

tiert werden. Insbesondere werden wir Symmetrieei-
gentschaften verwenden.

Das Matrixelement wird als Integral iiber den ge-
samten Raum berechnet. Dabei verschwinden al-
le Terme, die von der Orientierung abhingen. Es
ist deshalb niitzlich, den Integranden mit Hilfe von
symmetrieangepassten Funktionen zu entwickeln,
wie z.B. den Kugelfunktionen Yy,,. Wir schreiben da-
fiir auch den Ortsvektor 7 als Linearkombination von
Kugelfunktionen:

. 4w
=05 (Yiiry +Y1_1r— 4+ Yior0).

Die Zustinde konnen geschrieben werden als
\Pf = Rné(r)Yfm lI’i = Rn’Z’(r)YZ’m’-

Damit wird das Matrixelement zu

. 4n .
A\ | A Vi)
4n
[4m .
= ?/ dQ(quYZ’i11’Yém>v
4n

wobei wir den Radialteil hier nicht weiter behandeln;
dieser bestimmt die Gréenordnung des Matrixele-
mentes, verschwindet aber im Allgemeinen nicht.

Es gilt die allgemeine Beziehung

(tmEn]00) = S8y T
V2T

Fir ¢ = 1 gilt somit, dass das Integral nur dann

von Null verschieden ist, wenn das Produkt Y,/ Y,

einen Beitrag o< Y, enthilt. Diesen Anteil kdnnen

wir iiber den Clebsch-Gordan Koeffizienten

(et ;mm’ |00 1)

ausrechnen. Aus der Theorie des Dredhimpulses
wissen wir, dass die Auswahlregeln dafiir sind

0 =00+1

/
m=m-—gq.

Anders ausgedriickt: Wenn wir die drei Fakto-
ren Yy, Y14, Yy, als Drehimpulsvektoren betrachen,
damm muss die Vektorsumme verschwinden.

Da 7 ein Vektor ist, sind die Matrixelemente eben-
falls Vektoren. Diese koppeln an den Vektor des
elektrischen Feldes, so dass die skalare Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsamplitude er- E entsteht. Uber
das elektrische Feld der elektromagnetischen Welle
wird also entschieden, welche der 3 Matrixelemen-
te wirklich aktiv sind. Man unterscheidet dement-
sprechend unterschiedliche optische Polarisationen.
Ist das Licht parallel zur z-Achse orientiert, so wird
g = 0 und damit m = m’ fiir alle nicht verschwin-
denden Matrixelemente. Man spricht in diesem Fall
von p-polarisiertem Licht: der elektrische Feldvek-
tor ist parallel zur z-Achse, d.h. zur Quantisierungs-
achse. Da Licht eine transversale Welle ist, muss es
sich in diesem Fall senkrecht zur z-Achse ausbreiten.
Fiir Licht, das sich parallel zur z-Achse ausbreitet,
wird die Ausertung von Gleichung am einfach-
sten, wenn man zirkular polarisiertes Licht verwen-
det. Dann wird ¢ = +1 und damit auch m —m==+l1.

An Stelle von Clebsch-Gordan Koeffizienten ver-
wendet man auch gerne die symmetrisiert Darstel-
lung mit Hilfe der 3j-Symbole:

4
V3 ), 49 Yo Y1gYem )
4

01/
= (-1 (_m . m) (7.3)
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Die GroBe in Klammern stellt ein 3J-Symbol

R . . oo di|moom:omg B Je|m omy omy
dar. Es ist eine symmetrisierte Form der Vektor- SR W wz 1 | e €| L
: . . B 1 Iz 3z 12 -1/ o %211
kopplungskoeffizienten der klassischen Drehimpuls- I e v | o
vektoren. In der oberen Zeile stehen die Dreh- : o SCI N N ELRC R It
: . .. L] B 1 v < 0, ] 1 1 =1 o 1 it
impulsquantenzahlen der beiden Zustdnde und des e I I (O I O
Operators, in der unteren Zeile die magnetische i I R L N
@ o [ 2 1 1 1 =1 =] palzk
Quantenzahl (z-Komponente). N N R N EE T ety
1 < Q & =l g 1 1 2 -1 -1 w3l
i F A LU A 3z 12 ¢ -2 /e wssl
(5' Wop 10 hehrgisodd T o D I
’ ] u : L A 1w, = 37 iy v SvE Yy 2
{0k i 4 A T e e o |z ase o 1 ERETERR V) RS- I P G

m w11 N M T
Lm —me ANETIREE M s 1Y F
(1o e R
L m w0 VI RGO LY D
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P i 1
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Abbildung 7.29: Numerische Werte fiir 3] Symbole
(Aus Weissbluth).

Academic Press, San Diego (1978); D.M. Brink
and G.R. Satchler, ’ Angular Momentum’, Clarendon
Press, Oxford (1962); A.R. Edmonds, *Angular mo-
mentum in quantum mechanics’, Princeton Univer-
sity Press, Princeton (1974).). In der Tabelle werden
nur die Exponenten der Quadrate der Werte in ei-
ner Primzahldarstellung dargestellt. So bedeutet z.B.
*101

Abbildung 7.28: Spezielle Werte fiir 3J-Symbole.

Zu den wichtigsten Eigenschaften der 3J-Symbole
gehort die Tatsache, dass sie verschwinden wenn die
Addition der z-Komponenten nicht gegeben ist, d.h.
fiir alle Elemente bei denen

—m+qg+m' #0.

Diese Eigenschaft eliminiert bereits die meisten Ma-
trixelemente.

Weitere wichtige Symmetrieeigenschaften sind:

Der Wert des 3J Symbols bleibt bei zyklischer Ver-
tauschung der Kolonnen gleich:

v g2 3 \N_( J2 J3 N
my mp m3 my mz my
_ (R
m3y my my )

Numerische Werte dafiir findet man in der Litera-
tur (z. B. M. Weissbluth, ’Atoms and molecules’,

iV2-1305-1 =
v 10

1
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