5 Das Wasserstoffatom

5.1 Grundgleichungen

5.1.1 Problemstellung

Wie bereits bei der Einfithrung dargelegt, war die
Existenz und Stabilitit von Atomen eine der we-
sentlichsten Diskrepanzen zwischen der klassischen
physikalischen Theorie und den experimentellen Be-
obachtungen. Die Quantenmechanik hat dieses Pro-
blem gelost. Die Berechnung von atomaren und mo-
lekularen Zustdinden bleibt eine ihrer wichtigsten
Anwendungen, bei denen die klassischen Theorien
nicht nur ungenau sind, sondern keinerlei brauchba-
re Resultate liefern.

Das Wasserstoffatom ist das einfachste mogliche
Atom: Es besteht aus einem einfach geladenen Kern
und einem einzelnen Elektron. Zur Rekapitulation
sei noch einmal erwihnt, weshalb die klassische
Physik dieses System nicht befriedigend beschreiben
konnte:

» Klassisch entspricht dieses Problem dem
Kepler-Problem: Elektron und Kern wiirden in
ellipsenférmigen Bahnen um den gemeinsamen
Schwerpunkt kreisen und dabei aufgrund ih-
rer Beschleunigung elektromagnetische Wellen
aussenden. Der dadurch entstehende Verlust an
Energie wiirde dazu fiihren, dass das Elektron
in kurzer Zeit in den Kern stiirzen wiirde.

Die dabei abgegebene Strahlung sollte ein kon-
tinuierliches Spektrum aufweisen. Experimen-
tell findet man, dass Atome erst nach Anregung
Licht emittieren. Diese besteht aber aus einzel-
nen diskreten Linien.

Diese Probleme wurden von Bohr in seinem Atom-
modell "gelost". Dieses ist in guter Ubereinstim-
mung mit den erwédhnten experimentell bekannten
Fakten. Allerdings ist es ein reines ad-hoc Modell
und deshalb intellektuell hochst unbefriedigend. Ziel
dieses Kapitels ist es, ein Modell des Wasserstof-
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Abbildung 5.1: Die Balmer-Reihe im Spektrum des
Wasserstoffatoms

fatoms aufzuzeigen, welches als Voraussetzung le-
diglich die tiblichen Postulate der Quantenmechanik
verwendet, also im Wesentlichen die Schrodinger-
gleichung.

Wir werden die Beschreibung hier nichtrelativistisch
halten. Dies ist fiir das Wasserstoffatom eine relativ
gute Niherung, da die Geschwindigkeit der Teilchen
deutlich unterhalb der Lichtgeschwindigkeit liegt.
Relativistische Korrekturen konnen berechnet wer-
den und sind auch notwendig, um die Theorie in
Ubereinstimmung mit Prizisionsmessungen zu brin-
gen.

5.1.2 Grundlagen des Modells

Wir mochten nun die Schrodingergleichung fiir die-
ses System aufstellen und nach Moglichkeit 16sen.
Dafiir miissen wir zunichst den Hamiltonoperator
aufstellen, also die Energie des Systems ausrechnen.
Klassisch sehen wir sofort drei wesentliche Beitriage
zur Energie:

* Die kinetische Energie des Elektrons
* Die kinetische Energie des Kerns

* Die Coulomb-Anziehung zwischen Elektron
und Kern.

Aus der klassischen Physik wiirden wir erwarten,
dass sich Elektron und Kern in Ellipsen um den
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5 Das Wasserstoffatom

gemeinsamen Schwerpunkt bewegen. Auch in der
Quantenmechanik muss der Schwerpunkt des Sy-
stems unabhingig sein von der Bewegung der beiden
Teilchen. Allerdings erwarten wir nicht mehr wohl-
definierte Bahnen, sondern eine Wellenfunktion

PO (7,5, %o, 5031),

welche das Zweiteilchensystem beschreibt. Dabei
steht X, fiir die Position des Protons s, fiir den Spin
des Protons, X, fiir die Position des Elektrons und s,
fiir den Spin des Elektrons.

Auch hier verwenden wir ein Schwerpunktsystem,
d.h. dass der Gesamtimpuls des Systems verschwin-
det,

Pp+De=0.

5.1.3 Niherungen

Man kann das System aber noch wesentlich verein-
fachen, wenn wir den Einfluss den Hamiltonopera-
tor genauer diskutieren. Zunéchst taucht offenbar der
Spin in dieser Ndherung nicht auf, so dass wir ihn
hier vernachlissigen konnen. Sein Einfluss ist aller-
dings nicht wirklich Null, sondern er ist verantwort-
lich fiir die sogenannte Feinstruktur der Absorpti-
onslinien.

Eine weitere Vereinfachung erhélt man, wenn man
die stark unterschiedlichen Massen der beiden Teil-
chen beriicksichtigt. Die Impulse der beiden Teil-
chen miissen identisch sein, wenn wir sie im Schwer-
punktsystem beschreiben. Die kinetische Energie

2

(Q@kin = %

ist somit um den Faktor
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kleiner fiir das Proton als fiir das Elektron. In einer
ersten Ndherung konnen wir deshalb annehmen, dass
das Proton am Ursprung des Koordinatensystems in
Ruhe sei. Der Fehler, den wir damit machen, kann
direkt experimentell bestimmt werden, indem man

die entsprechenden Energien fiir verschiedene Was-
serstoffisotope bestimmt, z.B. fiir 'H und *H (Deute-
rium). Die Rydbergenergien unterscheiden sich um
895 GHz = 6-10722 J = 3.7 meV, d.h. um etwa
6Rry/3000. Der wesentliche Beitrag dazu ist die end-
liche Kernmasse. Eine noch prizisere Beschreibung
muss weitere Unterschiede wie die endliche Ausdeh-
nung des Kerns mit einbeziehen. Der Fehler ist fiir
das Wasserstoffatom deutlich am gréBten, aber auch
bei schwereren Atomen noch deutlich messbar. Er
wird heute z.T. fiir die Auftrennung von Isotopen mit
Hilfe von Lasern verwendet.

Wir beschrianken uns hier also auf die Néherung,
dass die Masse des Kerns sehr grof3 sei. Damit kon-
nen wir eine vereinfachte Beschreibung verwenden,
bei der wir annehmen, dass der Kern in Ruhe sei
und wir somit nur das Elektron beschreiben miissen.
Wir sind damit wieder bei einer Ein-Teilchen Wel-
lenfunktion

‘P(l)(?,t), resp. ‘P(l)(?)

fiir die stationidre Schrodingergleichung, wobei X die
Position des Elektrons bezeichnet.

5.1.4 Kugelkoordinaten

Da es sich um ein kugelsymmetrisches Problem han-
delt, ist es sinnvoll, symmetrieangepasste Koordina-
ten zu verwenden, z.B. Kugelkoordinaten r, 8, ¢. Die
gesuchte Eigenfunktion ist damit

¥(r,0,0).

Abbildung 5.2: Kugelkoordinaten

Die Coulomb-Energie betriagt in Kugelkoordinaten

&2

ulr) Ameyr
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5 Das Wasserstoffatom

Die kinetische Energie

=2 2 3 2
éakin:;/l:_;aaﬁ:—;A
ist gegeben durch den Laplace Operator
92 92
A=+ a2 Tz

Dieser lautet in Kugelkoordinaten

19,0
1 1 d,. 0¥
+ ﬂ[sin@%(smeﬁe)
1 92
— Y
+sin293(P2 }

Dieser Operator kann in einen radialen und einen
axialen Teil aufgeteilt werden. Der Impulsoperator
erhilt dann die Form

pY = —HAY
_ el d (29
= —h {r2 ar <r erp
171 2
r? sin2(9c9(P2
1 0 ,. 0¥
+sir1989(8m9&9)]}

1
— 2 2
= P+ LY.

5.1.5 Schrodingergleichung
Der Hamiltonoperator enthélt die Terme
1 2, 122

Die Schrodingergleichung kann damit geschrieben
werden als

AT
= (hznf +U(r>> v

_ (ph L

+U(r)) v (5.

Der erste Term ist

2 19 (50
pr= h{rZQr rar '

Die Wurzel daraus ist der radiale Impulsoperator

10 L (d 1
Dr= —zh;gr— —ih <3r+r>'

Wir vergleichen die zweimalige Anwendung von p,

ng — (a2 (it
pY = ( lhrc?rr lhr&rr ¥
L

"or

I PYCA S ¢
- r ar or

mit p?:
g L9 (20Y
P = —h {r28r (r ar
_ g 20¥ ¥
- h{r8r+8r2 '

Der zweite Term von Gl. (5.1)) entspricht dem Dre-
himpulsoperator

ol L9 (e d, L 97
Lr=-n {sin989 Sn056) T nte et

Somit ist

1-
P’ ZPE‘FﬁLz-

Das hier gestellte Problem werden wir in der Folge
exakt, d.h. ohne weitere Nidherungen 16sen, d.h. wir

bestimmen die Eigenvektoren und Eigenwerte dieser
Gleichung.

5.2 Bahndrehimpuls

5.2.1 Definitionen

Klassisch ist der Bahndrehimpuls definiert als

~ X Dx
L=Fxp=| vy | x| py
< Pz




5 Das Wasserstoffatom

oder, in Elementen

Lizzgijkrjpk i7j7k:17273'
Jk

Hier ist
S0 k=) (k=)

Eijk =

das Levi-Civita Symbol

+1 (ijk) = (123),(312),(231)
gix=14 —1 (ijk) = (132),(321),(213)
0  sonst, d.h. wenn 2 Indizes gleich.

In der Quantenmechanik bleibt diese Beziehung er-
halten, sofern die Variablen 7 und p durch die ent-
sprechenden Operatoren ersetzt werden. In der Orts-
darstellung ist somit der Drehimpuls

L=7x (—ih?) = —ihFx V.
Als Beispiel berechnen wir explizit die z-Kom-
ponente des Bahndrehimpulses:

Lz = xpy —ypx.
Die Drehimpulsoperatoren sind hermitesch,

L =1,

und ihre Eigenschaften sind durch x und p vollstin-
dig bestimmt.

Wir berechnen die Vertauschungsrelationen:

[an Ly] = [ypz —2ZPy;2Px _XPZ]
[Pz, 2px] — [ypz; xp2]
—[zpy,zpx] + [zpy, xp:]

ih(xpy —ypx) = ihL,.

Die tibrigen Kommutatoren erhilt man durch zykli-
sche Vertauschung der Variablen:

[Ly,L;] = ihL, [L.,L]=ihL,.

Zusammengefasst:

[L,',Lj] = ihgijkLk.

Da sie nicht miteinander vertauschen, kann in einer
bestimmten Darstellung maximal einer der Operato-
ren diagonal sein. Diese Kommutationsrelation kann
auch als Definitionsgleichung fiir den Drehimpuls
verwendet werden, welche auch dann giiltig bleibt,
wenn Ort und Impuls nicht fiir die Definition zur
Verfiigung stehen. Das wichtigste Beispiel ist der
Spin.

5.2.2 Rotationen und Erhaltungsgrofen

z

I

X
Abbildung 5.3: Rotation um die z-Achse.

Diese Operatoren stellen auch die Erzeugenden ei-
ner Lie-Algebra dar, welche beliebige Rotationen
beschreibt: L; erzeugt eine Rotation um die k-Achse.
Fiir eine Rotation um den Winkel ¢ um die z-Achse
werden die Koordinaten wir folgt transformiert:

X — xcos@+ysing
y — ycos@—xsing
z — Z.

Fiir eine infinitesimale Rotation wird deshalb die Zu-
standsfunktion folgendermaf3en transformiert:

RZ((p)lP(xvy’Z) = \P(x_|_ ¢y,y — €0va)~
Wir entwickeln in einer Taylor-Reihe:

0¥ 0¥
lP(X,y,Z) + q)yx - (pxaiy

1+ <D(ij —X(;yy)]‘i’(w,Z)

[1+ cvé(ypx —xpy) ¥ (x,3,2)

gDLZ]‘P(XJ, z).

1+ 2
[+ih
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5 Das Wasserstoffatom

4

Somit erzeugt
R =L
Z<(p) ih Z

eine infinitesimale Rotation um die z-Achse. Fiir die
anderen Achsen konnen analoge Beziehungen auf-
gestellt werden.

Ist der Hamiltonoperator invariant beziiglich Dre-

hungen um R, d.h. falls
R{EA()Y(x)} = H(xr)¥(xr) = A (x)¥(xr)
= JH(x)R¥(x)
dann gilt
[#€,R] = 0.

Dies bedeutet, dass R nicht zeitabhéngig ist, dass es
also eine Erhaltungsgrofe darstellt. In diesem Fall
ist also die Drehimpulskomponente um die Achse R
eine Erhaltungsgrofe. Dies ist analog zur Erhaltung
des linearen Impulses, wenn der Hamiltonoperator
translationsinvariant ist.

Obwohl die einzelnen Komponenten nicht miteinan-
der kommutieren, kommutieren sie mit

72 2 2 2
[P =12+12+12.

Dies kann man rechnerisch beweisen, durch Ein-
setzen und Verwenden der Vertauschungsrelationen,
oder durch physikalische Uberlegung: L2 ist das
Quadrat der Lédnge des Vektors, und eine Linge ist
invariant unter Rotationen. Es gilt somit:

[[*,L;]=0, Vk.

Es ist somit moglich, eine Basis zu finden, in der
sowohl I wie auch eine der Komponenten diago-
nal sind. Dies bedeutet auch, dass eine der Kompo-
nenten gleichzeitig mit dem Betrag scharf gemessen
werden kann. In vielen Fillen kann die Losung eines
physikalischen Problems dadurch vereinfacht wer-
den, dass man dafiir die gemeinsamen Eigenfunk-
tionen von L2 und einer Komponente davon sucht.
Meist wihlt man fiir diese ausgezeichnete Achse die
z-Achse, d.h. man verwendet L,. Wir suchen dann
Funktionen mit der Eigenschaft

?0,¢,)
LZ’€7£Z>

an?|0,r.)
Ch|e,L).

Hier stellen a/i* und (.5 die Eigenwerte der ent-
sprechenden Operatoren dar und |/, /,) die zugeho-
rigen Eigenfunktionen. Fiir ¢, schreibt man haufiger
m. Die Bestimmung von « ist hier der schwierigere
Teil, da L2 das Quadrat eines Operators ist. Der Dre-
himpuls hat die Dimension einer Wirkung; deshalb
werden die Eigenwerte in Einheiten von 7/ geschrie-
ben.

5.2.3 Eigenfunktionen in Kugelkoordinaten

Am einfachsten findet man die Eigenfunktionen in
Kugelkoordinaten. Es sind die Kugelflichenfunktio-
nen Yy, (6, @). Wir schreiben dafiir 2 und L, in Ku-
gelkoordinaten

x = vrsinOcos@
y = rsinfsing
= rcosé.
Damit wird

. ) )
L. = xpy—ypxz—lh(xafy—ya)z l%

> = L+L+12=
1 0 2, 1 92
S —~ [sino— |+ ——
{sin@ 26 <Sm ae> TS0 092

In der Physik III hatten wir im Kapitel 3.10 Wellen

um Kugelresonator diskutiert und dabei die Diffe-
renzialgleichung

(K +A)¥ =0

diskutiert und mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen
Y,.m(0, @) gelost: Diese sind Eigenfunktionen dieser
Differenzialoperatoren:

ZZY&m(ea (P)
LZYf,m(ea (P)

0+ 1)1PY (0, 9)
th(,m<97 q))

Der Eigenwert o von L? ist somit & = £(£+ 1) und
der Eigenwert von L, ist
0,0

m=~{,
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5.3 Eigenzustinde

5.3.1 Ansatz

Ausgangspunkt ist die Schrodingergleichung (5.1])

1
2P T ame

EY(r,0,9).

1

Y %—I— ZZ+U(r) Y(r,0,0)

Wir 16sen sie durch einen Separationsansatz:

IP(rv 0, (P) = R(r)Yf,m(e’ (P)

Abbildung 5.4: Kugelflichenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen
Yim(6,0) = NPlJm| (cos B)e™?

beschreiben hier den winkelabhingigen Teil. Sie
sind die sphérischen Harmonischen oder Kugelfunk-
tionen, welche aus der Theorie des Drehimpulses
oder vom Kugelresonator bekannt sind. R(r) be-
schreibt den abstandsabhingigen Anteil.

1

72
—L
)

Wir setzen diesen Ansatz in die Schrodingerglei-
1
Y
R(r)Y (6, 9)

chung ein und erhalten
— > + U(r)]
ER(r)Y (6,9)

A2
[2’” (pr+
L y(0,0)52R(r)
m y Q) Pr(r

1 72
+5, 5 R(NL?Y (6, 0)

+U(r)R(r)Y (6, 9).

. 3 . . B s
Yi(6, ) = \/Fvusf} Y10, 0) = ﬂ/;ﬁmaf'* 2]

Wir dividieren durch Y (6, ¢) und erhalten

[

Der Term L? beschreibt den Drehimpuls. Seine Ei-
genwerte sind

L?v(6,9)
2mr?Y (0, ¢)

A2
Pr

2m

+U(r) - g) R(r) =0.

LY (6,9) =+ 1)Y(6,9). (5.2)

Da im Hamiltonoperator nur die Quantenzahl ¢, al-
so der Gesamtdrehimpuls, auftaucht, nicht aber die
z-Komponente m, finden wir, dass Zustédnde mit glei-
chem ¢ die gleiche Energie haben, also entartet sind.
Dies ist eine direkte Folge der Kugelsymmetrie des
Problems: alle Richtungen sind gleichwertig.

5.3.2 Radiale Gleichung

Damit konnen wir den Ausdruck umschreiben als

(

Wir setzen jetzt die explizite Form des radialen Im-
pulsoperators ein,

und multiplizieren mit —2m /%*:

R (0+1)
2mr?

52
Pr

o +U(r) —é") R(r)=0.

0
27
4 ar

A2

r

10
_— 277
L r2 or

19 (,0
2o ( ar>R<”>
(l+1) 2m

0.

-[

Wir haben somit lediglich eine Gleichung fiir die ra-
diale Abhingigkeit zu 16sen. Wenn wir die explizite
Form des Coulomb-Potenzials einsetzen, lautet sie

e )] Ro)

1o (0
r2 dr d or
(l+1) 2m e? B
_ > r,z(éa+4ﬂeor)]R(r) = 0.

78



5 Das Wasserstoffatom

Eine alternative Form erhalten wir, wenn wir die

Identitat

9
ar

benutzen, welche leicht durch Ableiten verifiziert

werden kann:

82

JR
or ) =ranl

r rR)

§r<r2g]:> — 2rR +r°R’
ra:z(rR) = r; <R+rRl>
= r(R+R +R).
Damit erhalten wir
LT k(o)
. _e(ﬁrtl)+?(£+4;;r) RO = 0.

Wir haben offenbar das Problem des Wasserstof-
fatoms auf ein eindimensionales Problem zuriick-
gefiihrt. Allerdings ist die Abhingigkeit von der
einzigen verbleibenden Koordinate r etwas kom-
plizierter als bei den bisher diskutierten eindimen-
sionalen Problemen. Dies hingt einerseits mit der
Form des Coulomb-Potenzials zusammen, anderer-
seits mit dem Unterschied zwischen radialem Impuls
und dem wirklichen eindimensionalen Impuls.

5.3.3 Dimensionslose Form

Als néchstes fithren wir dimensionslose Grof3en ein:
Der Radius wird auf den Bohr’schen Radius nor-
miert:

r=app
mit
4meoh’
ap="TOL 5310 "m=053.  (53)
me

Die Ableitung nach r wird damit zu

2_19
dr agdp’

Aullerdem schreiben wir

PR(r) = f(p)-
Damit wird die Ableitung

d 10 _d _ﬂ
55 RN = o3 (R() = - (pR() = 52
und
9? 1 0%
52 (rR(r)) = ;OWf(P)
Wir setzen diese Ausdriicke ein:
1 2*f(p)
pag Ip>
L(l+1) 2m e? }f(p)
+ |- — (&+ = 0.
[ azp? h2( 47‘1780610[)) p
Multiplizieren mit pa(z) ergibt:
(p)
2maj e? 0(e+1) B
e = [ I

Nun normieren wir die Energie auf die Rydbergener-
gie:
&= (o(dRyS
mit
me* _ I
2(4meoh)>  2mal
221078y =13.6eV

Ery

und erhalten

2 l+1)

p p?

Das effektive Potenzial ist gegeniiber dem Cou-
lombpotenzial (< —1/p) um einen drehimpulsab-
hiingigen Term (< 1/p?) korrigiert. Dieser wird
als Drehipuls-Barriere bezeichnet. Bei geringen Ab-
stinden p — 0 dominiert dieser und fiihrt dazu,
dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Elektro-
nen mit endlichem Drehimpuls im Kern verschwin-
det. Ein klassisches Teilchen wiirde in diesem Poten-
zial zwischen den beiden Umkehrpunkten pendeln.
Beriicksichtig man zusitzlich die Winkelbewegung,
so ergibt sich eine ellipsenférmige Bahn, wie beim
Kepler-Problem.

"

fp)+le+

If(p)=0. (54
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5 Das Wasserstoffatom

]
1
1
\
1\Drehimpuls Barriere

\

=TT gebundener

Zustand

f
/~ Coulomb Potenzial
1

p

Abbildung 5.5: Modifiziertes Potenzial

5.4 Kugelsymmetrische Zustinde

5.4.1 Qualitative Diskussion

Wir betrachten zunidchst den Fall dass der Dreh-
impuls verschwindet (¢ = 0 und damit auch m = 0).
Dann wird die Winkelfunktion zu

Y()()Zl

und Gleichung (5.4)) reduziert sich zu

I

£'(p)+le+1r(p) 0. 5.5
Diese Gleichung ist immer noch exakt fiir den Ha-
miltonoperator, den wir benutzen, also fiir das Ein-
Teilchen Problem. Die Losungen, die wir auf diese
Weise erhalten sind jedoch nur ein Teil der Losun-
gen, nidmlich diejenigen mit verschwindendem Dre-
himpuls.

Bevor wir diese Gleichung allgemein 16sen, mochten
wir eine qualitative Idee haben, wie die resultieren-
den Funktionen f(p) aussehen werden. Wir unter-
scheiden zwei Fille:

a)e>0

d.h. die Energie ist hoher als die Energie eines freien
Teilchens. In diesem Fall werden die Losungsfunk-
tionen naherungsweise durch ebene Wellen aufge-
spannt. Das Elektron ist somit delokalisiert und nicht
an das Proton gebunden. Da hier die beiden gela-
denen Teilchen, Elektron und Proton, getrennt sind,
spricht man auch von ionisierten Zustinden oder von
Streuzustinden.

b)e<0

Ist die Energie niedriger als die Energie eines freien
Teilchens, so erhalten wir gebundene Zusténde. In-
nerhalb des Coulomb Topfs erwarten wir oszillieren-
de Funktionen, wobei die Anzahl der Knoten mit zu-
nehmender Energie zunehmen sollte; aulerhalb des
Coulomb Topfs sollte die Losungsfunktion exponen-
tiell abfallen.

Abbildung 5.6: Gebundene Zustinde im 1/r-Poten-
zial.

Die Reichweite der Funktion ist gegeben durch die
Wurzel aus der Energie \/—¢. Zustinde in der Nihe
der Ionisationsgrenze haben somit eine grofere Aus-
dehnung als stark gebundene Zustdnde. Diese Art
von Funktionen sind immer normierbar und auf die
Umgebung des Kerns lokalisiert.

5.4.2 Grenzfall p > 1

Bevor wir diese Gleichung allgemein 16sen, mochten
wir eine qualitative Idee haben, wie die resultieren-
den Funktionen f(p) aussehen werden. Dies kénnen
wir relativ leicht erreichen fiir den Grenzfall p > 1,
d.h. fiir den Bereich wo das Elektron weit vom Kern
entfernt ist. Fiir geniigend groBes p konnen wir 2/p
gegen € vernachlissigen und erhalten

£ (p)+ef(p)=0.

Die mathematischen Losungen sind offenbar Expo-
nentialfunktionen, die wir schreiben als

f(p) =ae*PP.
Einsetzen ergibt
ﬁz = —§,
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5 Das Wasserstoffatom

in volliger Analogie zum Verhalten, das wir aus ein-
dimensionalen Systemen kennen: Der Wellenvektor
ist proportional zur Wurzel aus der Energie.

Wir unterscheiden nun zwei Fille:

a)e>0

d.h. die Energie ist hoher als die Energie eines freien
Teilchens. In diesem Fall wird 8 imaginir und die
Losungsfunktionen werden durch ebene Wellen auf-
gespannt.

b)e<0

d.h. die Energie ist niedriger als die Energie eines
freien Teilchens. In diesem Fall wird 8 reell und
die Losungsfunktionen sind Exponentialfunktionen.
Aus Griinden der Normierbarkeit miissen wir wie
iiblich das positive Vorzeichen ausschlieBen, da die
entsprechenden Funktionen nicht normierbar sind.
Diese Art von Funktionen sind immer auf die Um-
gebung des Kerns lokalisiert. Wir diskutieren im Fol-
genden nur noch gebundene Zustéinde.

5.4.3 Produktansatz fiir den gesamten
Bereich

Wir suchen jetzt die Losung fiir den gesamten Be-
reich 0 < p < e, Um die Losungsfunktionen zu fin-
den, machen wir einen Ansatz, der automatisch das
bereits bekannte Verhalten fiir grofle Radien beriick-
sichtigt:

f(p)=ePPg(p)

B* = —¢.

Wir erwarten, dass die Funktion g(p) fiir groBe Ra-
dien langsamer wichst als die Exponentialfunktion,
so dass die Gesamtfunktion quadratintegrabel, d.h.
normierbar bleibt.

Die Ableitung f'(p) ist dann

e) = 3 [ePutp)]

= —BePPg(p)+ePPg (p)
und die zweite Ableitung

: S [-BePralp)+e P )]

= B Prg(p)—2BePPg (p)

"

)
+e PP (p)
= PP |—eg(p)~ 2B (p) +¢ ()]

Damit wird die Schrédingergleichung (5.5) zu

~eg(p) —2B¢ (p)+5'(p)]
+ [8+2] gp) = 0
p

g<p>f,—2ﬁg’<p>+g”<p> ~ o

Diese Form der Schrédingergleichung ist nun l1osbar.

5.4.4 Grundzstand

Eine Losung ist
gp)=p.

Einsetzen ergibt
2-2B=0,

d.h. fiir diesen Fall muss 8 = 1 sein. Der Radialteil
der Losungsfunktion wird dann

Da wir hier den Fall verschwindenden Drehimpulses
(¢ = 0) betrachten, verschwindet die Winkelabhin-
gigkeit, d.h. die Winkelfunktion ist konstant

Y()()(e, (p) =1.
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Somit ist R;(r) bis auf die Normierungskonstante
auch die gesamte Losungsfunktion

‘P](?) :Rl(r) :e_p.
Mit
e=—-p*=-1

haben wir den Grundzustand des Wasserstoffatoms
gefunden. Seine Energie ist

E = —Ery.

Die Energie des Grundzustandes ist offenbar im
quantenmechanischen Fall genau gleich gro3 wie
im Bohr’schen Modell, von dem wir bereits wissen,
dass es mit den experimentell gefundenen Werten
iibereinstimmt.

5.4.5 Angeregte Zustinde

Eine weitere Losung erhélt man fiir § = 1/2. Dann
wird die Schrodingergleichung

¢(p)> —5(p)+5'(p) =0.

5.6
o (5.6)

Wir erwarten, dass die Funktion g(p) fiir groBe Ra-
dien langsamer wichst als die Exponentialfunktion.
Ein sinnvoller Ansatz ist dann eine Potenzreihe. Wir
versuchen es zunédchst mit zwei Termen:

g(p) =ap+bp*.

Die Ableitungen sind

gp) =

"

g(p) =

a+2bp
2b.

Einsetzen ergibt

2a+2bp —a—2bp+2b = 0
b = —

N

Damit wird die Lésung von (5.6)

&2(p) =2p —p’

und fiir den Radialteil der Schrodingergleichung er-
halten wir

Ry(r)=ePP(2p—p*)/p =e P> (2—p).

Die entsprechende Energie

entspricht wiederum der Energie des ersten angereg-
ten Zustandes im Bohr-Modell.

0 lonisationsgrenze

— f:% 5:7%

}u — n=2 ﬂ:§ 51—1

-

2

20

[

c

w

A136—— n=1 =1 &=-1

Abbildung 5.7: Energien des H-Atoms.

Es existiert eine unendliche Reihe von Lésungen fiir

wobei die zugehorigen Energien &, = 1/n? betragen.
Dies ist offensichtlich in guter Ubereinstimmung mit
dem Bohr’schen Atommodell und damit mit den Ex-
perimenten.

Die Losungen, die wir hier gefunden haben sind sta-
tiondre Zusténde des Modells des Wasserstoffatoms,
das wir hier diskutieren (d.h. insbesondere unendli-
che Kernmasse, nichtrelativistische Bewegung, kei-
ne magnetischen Effekte. Wir haben allerdings den
Drehimpuls willkiirlich zu Null gesetzt, d.h. wir fin-
den hier keine Zustinde mit endlichem Drehimpuls.
Wir versuchen deshalb auch nicht, hier einen allge-
meinen Ausdruck fiir die Zustandsfunktionen zu fin-
den, sondern gehen direkt zur Gleichung mit dem
Drehimpulsterm iiber.

5.5 Zustinde mit Drehimpuls

Wir erlauben jetzt beliebigen Drehimpuls, ¢ > 0.
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5.5.1 Radialanteil

Wir beriicksichtigen jetzt auch den Drehimpulsterm
in der Schrodingergleichung

0(0+1)
p2

Auch in diesem Fall bleiben die vorher gemach-

ten Aussagen iiber das asymptotische Verhalten fiir

grofe Radien giiltig: die Schrodingergleichung redu-
ziert sich wiederum auf

f(p)+ef(p)=0.
Wir behalten deshalb den Ansatz

f(p)=e"PPg(p)

Jf(p)=0.

mit
B =
bei. Einsetzen ergibt
2 l(l+1 , "
sto) (2 - X0) <2 (o) 44 (0) =0

Offensichtlich sind die bisher gefundenen Losungen
auch Losungen dieser Gleichung fiir den Eigenwert
(=0.

5.5.2 Potenzreihenansatz

Als Randbedingung fiir die Funktion g(p) haben wir
die Voraussetzung, dass sie fiir groe Radien p lang-
samer als die Exponentialfunktion ansteigt. Damit
sind im Wesentlichen Polynome mdglich. Wir set-
zen g(p) deshalb als Potenzreihe an

glp) = Y o
k=1

Der Term mit kX = 0 muss verschwinden. Die Ablei-
tungen sind

Einsetzen ergibt

Y be2p* Tt —e(e+1)pF?
k=1
—2Bkp* ! 4 k(k—1)p* 2] = o.

Diese Gleichung muss fiir alle p erfiillt sein. So-
mit muss der Koeffizient jeder Potenz von p separat
verschwinden. Wir konnen diese Bedingung in der
Form

bi2(1 — B) + byy1 (k(k+1) — £(£+ 1)) 0

k=1,2,...

schreiben. Wir erhalten somit eine Rekursionsbezie-
hung

2(Bk—1)

Kk D) — 00+ 1) -7)

b1 = by

5.5.3 Asymptotisches Verhalten fiir £k —

Wir bestimmen das Verhéltnis von zwei aufeinander-
folgenden Koeffizienten fiir grof3e k:

b, 2B

= — fiirk — oo.
b . ur
In diesem Limes wird somit
_ (2B)*
bk ~ k‘ .

Der Potenzreihenansatz
g(p) =Y bp"
k=1

verhilt sich damit im Limes k — o wie

(2Bp)*
k'

oo

g=(p)~ Y,

k=0

Dies entspricht offenbar einer Exponentialfunktion
g(p) ~ PP

Damit wiirde aber der Radialanteil der Zustands-
funktion

f=(P) _ -pp8=(p) _ ¢
P P p

R(r)

&3
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exponentiell ansteigen, was nicht mit der Normie-
rungsbedingung vereinbar ist. Wir schlieen daraus,
dass die Potenzreihe nicht beliebig weit laufen darf,
sondern dass fiir eine bestimmte Potenz k der Ko-
effizient verschwindet, b; = 0. Gemil der Rekursi-
onsbedingung verschwinden dann auch alle hoheren
Koeffizienten. Mit anderen Worten: die Potenzreihe
bricht ab.

5.5.4 Losungen fiir / =0

Die Bedingung dafiir, dass die Reihe abbricht, erhal-
ten wir aus der Rekursionsformel (5.7). Wir betrach-
ten zundchst wieder den Fall, dass der Drehimpuls
verschwindet:

2(Bk—1)

biy1=b .
e = O

Fiir k > 0 verschwindet dieses Verhiltnis wenn der
Zahler verschwindet, d.h. wenn

T
fiir eine positive ganze Zahl n = 1,2,.... Die Nor-
mierungsbedingung fiihrt somit iiber die Abbruch-
bedingung direkt zur Einfithrung einer Quantenzahl
n. Wenn wir diese Bedingung fiir 8 einsetzen in den
Ausdruck fiir die Energie

n

& = Epye = —EryB?,

erhalten wir somit die Energien
n=1,23...,

in Ubereinstimmung mit dem Bohr-Modell und wie
in Abb.[5.7) dargestellt.

Fiir n = 1 bricht also die Reihe schon bei k =n =1
ab, d.h.

g(p)<p

¥, = o P o e P,
p

wie bereits in Abschnitt[5.4.4] diskutiert.

Fiir n = 2 und ¢ = 0 wihlen wir b; = 1 und erhalten
aus der Rekursionsbeziehung by = —1/2, wihrend
alle hoheren Terme verschwinden. Fiir { =0 und n =
1,2,3 sind die Losungen somit

| B s(p) | Rlaop) =ePPg(p)/p |
1 P e P
| p-2 eP2(1-8)
2 3 2
13 | p—25+25 | ePB3(1-258+25)

Die weiteren Losungen erhélt man aus der Rekursi-
onsformel mit f = 1/n.

5.5.5 Rekursion fiir Drehimpuls ¢ > 0

Wenn wir den Drehimpuls ebenfalls beriicksichti-
gen, so wird die Rekursionsformel

2(Bk—1)
k(k+1)—£(0+1)

biy1 = by

Die Abbruchbedingung bleibt weiterhin k. = n =
1/B mit n ganz: die Koeffizienten verschwinden fiir
k> n.

Wir konnen auch eine inverse Rekursionsformel de-
finieren:
k(k+1)—£(04+1)

2(Bk—1)

Daraus folgt, dass by auch verschwindet fiir &,,,;, = £.
Die Funktion g(p) enthilt somit noch die Potenzen

br = byt

n

Y bip,

k=l+1

g(p)

wobei 0 < ¢ < n sein muss. Somit werden die (nicht
normierten) Radialanteile firn=1-3

(n ][] sl ]
110 )
200 p-&
21 P>

2 3
310 p—25-+425
3]1 6p> —p°
3]2 p’
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5.6 Allgemeine Losung

5.6.1 Ubersicht

Fir die allgemeine Losung der Wasserstoff-
Wellenfunktion miissen wir jetzt noch die radiale
Abhingigkeit mit den Kugelfunktionen koppeln.
Wir erhalten eine Reihe von Wellenfunktionen, die
wir mit drei Quantenzahlen n,¢,m Kklassifizieren
konnen.

‘P(?) = anlm(’"v 0, (0) = Rnl(r)YZm(ea (P)

Die Hauptquantenzahl n lduft iiber alle positiven
ganzen Zahlen,

n=1,2,3,....

Zu jeder Hauptquantenzahl existieren n Drehimpuls-
zusténde, wobei die Drehimpuls-Quantenzahl ¢ von
0 bis n— 1 lduft,

(=0,1,..n—1.
Diese Zustinde werden historisch mit den Buchsta-
ben s, p, d, f, g, h .. bezeichnet.

Zu jedem Drehimpulszustand ¢ gehoren natiirlich
2¢ + 1 Zustinde mit unterschiedlicher Orientierung
des Drehimpulses, also mitm = —£... /.

Diese Zustinde stellen also die Losung des
Einteilchen-Hamiltonoperators fiir ein Zentralpoten-
zial dar. Sie wurden hier fiir das Wasserstoffatom
hergeleitet, konnen aber leicht auf andere Ladungen
verallgemeinert werden. Sie werden auch als Was-
serstofforbitale bezeichnet.

5.6.2 Laguerre-Polynome

Der Radialanteil betragt

¢
Rnl(p) = aneip/n (2p>
n

und der Normierungsfaktor

2p

n

2041
Ln-&-f

(%)

(n—€—1)!

Mt =22\ (o

Die Funktion

— L

Li (x) e k

(=1)

ist ein zugeordnetes Laguerre-Polynom und

dk
= exi

dxk )

heiit Laguerre-Polynom. Die ersten Laguerre-
Polynome lauten

|

Ly (x) (xke™

| Li(x) |
1
1—x
T (2—4x+x?)
(6— 18x+9x2—x3)

n
0
1
2
3

I
6

5.6.3 Radialanteil

Fiir n = 1,2, 3 lauten die normierten Radialfunktio-
nen

nle] Ru(p) |
1]0 2eP
210 L_e7P2(2—p)

B
211 N o}
310 | gize P (27— 18p+2p7)
301 s/ 3¢ PR 6-p)p
32 &1/ Se Pp?

Abb. [5.§]stellt den Radialteil der Amplitude der Wel-
lenfunktion dar. Zu den wichtigsten Punkten gehort:

* Die hoheren Zustéinde fallen deutlich langsamer
ab; man beachte die unterschiedlichen Skalen.

* Nur die s-Wellenfunktionen besitzen eine end-
liche Amplitude am Ursprung, also am Ort
des Kerns. Dies ist eine direkte Konsequenz
des Verhaltens der Gesamtwellenfunktion un-
ter Rotationen: alle anderen Funktionen besit-
zen einen nicht verschwindenden Eigenwert, so
dass ihr Wert am Ursprung bei einer Rotation
mit dem Eigenwert der Rotation multipliziert
wird. Der Wert der Zustandsfunktion am Ur-
sprung muss unabhingig von Rotationen sein.
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0.6

04

RnZ

0.2

0.0

0.1

3d

Rnf

0.0

Abbildung 5.8: Radialanteil der Zustinde.

Da die Zusténde mit endlichem Drehimpuls wie
¢™? vom Rotationswinkel ¢ abhingen, miissen
sie deshalb fiir » = 0 verschwinden.

Die Potenzen von p laufen von 1 bis n — 1. So-
mit ..

verschwinden Zusténde mit £ > 0 am Ursprung
(siehe oben).

verhalten sich Zustinde in der Nihe des Ur-
sprungs wie p’.

besitzen n,f Zustinde im Radialteil n — ¢ —
1 Knoten. Da die Winkelfunktionen jeweils /¢
Knotenflichen aufweisen, besitzen die Gesamt-
wellenfunktionen n — 1 Knotenfldchen.

5.6.4 Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Abb.[5.9)zeigt das Quadrat der gleichen Funktionen,
also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Diese Dar-
stellung kann als ein Schnitt durch die Zustandsfunk-
tion verstanden werden, oder als Antwort auf die
Frage: “Wie groB ist die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit am Ort (p, 6, ¢)”. Diese Frage muss unterschie-
den werden von der Frage “Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, das Elektron im Abstand p vom Kern
zu finden".

Abbildung 5.9: Quadrat des Radialanteils.

Um die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einem
gewissen Abstand vom Kern anzutreffen, zu fin-
den, miissen wir liber die entsprechende Kugelschale
integrieren, d.h. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
mit p? multiplizieren. Beim Grundzustand wird da-
mit die Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Funktion
des Abstandes zu pp o< p2e~2P und der wahrschein-
lichste Kernabstand fiir ein s-Elektron nicht mehr
null, sondern er liegt gerade beim (halbklassischen)
Bohr’schen Radius, p = 1.

Hohere s-Zustinde haben mehrere lokale Maxima.
Das erste Maximum liegt nahe beim Kern, aber ihr
Hauptmaximum liegt jeweils weiter entfernt als die
Maxima hoherer Drehimpulszusténde.

5.6.5 Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen Yy,,(6, @) stellen die Eigen-
funktionen des Drehimpulses dar (siehe Gl. (5.2)
und Kugelresonator im Wintersemester. Wir erhiel-
ten diese als Losungen von zwei Differenzialglei-
chungen fiir die beiden Winkelvariablen 6 und ¢.
Der Teil fiir ¢ lautete

1d0
Qdp>

mit —m? als Separationskonstante. Die Losung ist

() ==

2

9
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1s

05 1 15 2 25 3

0.15 2p

Abbildung 5.10: Aufenthaltswahrscheinlichkeit als
Funktion des Abstandes.

Da Q eindeutig sein muss, d.h. invariant unter einer
Rotation um 27, Q(¢ +27) = Q(¢), muss m eine
ganze Zahl sein.

Der verbleibende Teil, der nur von 6 abhiéngt, kann
mit Hilfe der Substitution x = cos 0 in die Legend-
re’sche Differenzialgleichung

2

ap m] P=0 (5.8)

- [(1 —xz)d} - [1(1+1)—

X 1—x2

umgeformt werden.

Fiir m = 0 reduziert sich die Differenzialgleichung
fiir P(x) auf

% [(1—x2)‘$} +1(I+1)P =0.

Sie wird gelost durch die Legendre-Polynome

1 d

1
F)l(x) = 2171'@ (xzf 1) .

0.5

-0.5 Po(x

Abbildung 5.11: Die ersten 6 Legendre-Polynome
Pi(x).

Damit sind die ersten 6 Funktionen

P(x) =
Pi(x) = «x
1
P(x) = 5(3x2—1)
1
Piy(x) = 5(5x3—3x)
1
Py(x) = g(35x4—30x2+3)
1
Ps(x) = §(63x5—70x3+15x).
Py(cosb) Py(cosb) Py(cos®)  Ps(cos@) Py(cosb)
z

Abbildung 5.12: Winkelanteile P;(cos 6) fiir die axi-
al symmetrischen Funktionen mit
m=0.

Abb. [5.17] zeigt die entsprechenden Winkelfunktio-
nen firm =0,/ =0..4.
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5.6.6 Zugeordnete Legendre-Polynome

Fiir beliebige m wird die Legendre-Gleichung (5.8))
durch die sogenannten zugeordneten Legendre-
Polynome P gelost, welche von m und / abhéingen:

P = (=1)"(1-xH32 mP
7" (x) (=1)"(1—x7) pr ) (%)
(=" oz dM !
= (l—x)del+m(x -1

Da die Differenzialgleichung (5.8) nur von m? ab-
hingt, sind P, (x) und P"(x) zueinander proportio-
nal

(I—m)!
(I4+m)!

/1

P (x).

l

B ) = (=1)" (5.9)

Damit sind die ersten 6 Funktionen

Pd(cos®) = Py(cosB) =1
P)(cos®) = Pi(cosB)=rcosf
Pl(cos®) = —sind

1
P)(cos0) = 5(3cos29— 1)
P)(cos®) = —3cosfsinf
Pi(cos®) = 3sin®#.

5.6.7 Kugelflichenfunktionen

Wenn wir jetzt den azimutalen Anteil Q(¢) eben-
falls beriicksichtigen, erhalten wir die mit Y;,,(6, @)
bezeichneten Kugelflichenfunktionen

2041 (1—m)!
A (I+m)!

Yim(0,9) = P"(cos @)e™?.

Aus (5.9) folgt sofort

Y -m(6,9) = (=1)"Y;,,(6, ).

Die ersten Kugelflichenfunktionen lauten:

1
Yoo(0,9) = Vin
3
Yi0(0,9) = Ecose
3 . 7l‘¢
Y1_1(9,(p) = gsmee
3 e
Y11(0,9) = — %mnGe .

5
;v.' ;F cosfl Yy (d, ¢

1 S -
Yoo(6: ¢) = —= )=7F "l,n"l b: sin fe="7,

ar Vio(6, )

Abbildung 5.13: Kugelflachenfunktionen Yy, fiir [ =
0,1.

Aus den drei Funktionen mit / = 1 konnen wir den
Vektor im dreidimensionalen Raum schreiben,

X i %(Yll‘i‘Yl—l)
y = "3 m(Yll_Yl—l)
z Yio

erhalten. Die Tatsache, dass alle m zu festem [ einen
irreduziblen Unterraum der SO(3) aufspannen, ma-
nifestiert sich hier sehr deutlich: die Kugelflichen-
funktionen fiir / = 1 transformieren sich wie ein Vek-
tor. Auch ist klar, das ein Vektor unter einer Rotation
in einen Vektor iiberfiihrt wird.

Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstindi-
ges, orthonormales Funktionensystem. Das Skalar-
produkt

2T /4
/ do / $in0d0 Y (6, 9)Yim(6,0) = 8.0 Gy
0 0
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zeigt die Orthonormierung, und die Vollstandigkeits-
relation lautet

oo [
Y Y v(6.9)Y,(6,9)

I=0m=—1
= 6(¢p—¢')8(cosO —cosb').

Niitzlich sind noch die folgenden Eigenschaften der
Kugelflachenfunktionen:

* Fiir jedes [ = 0,1,2,--- gibt es genau 2/ + 1
Werte firm: —[ <m <.

* Die Kugelflachenfunktionen bilden irreduzible
Darstellungen der Drehgruppe SO(3). Die Zahl
[ charakterisiert die irreduzible Darstellung, die
die Dimensionalitét 2/ 4- 1 besitzt.

* Die Drehungen der SO(3) bilden eine Lie-
Gruppe. Die irreduziblen Darstellungen sind (i)
abzihlbar und (ii) endlich dimensional.

* Die Kugelflichenfunktion spielen nicht nur hier
eine entscheidene Rolle. Sie werden z.B. in
der Multipolentwicklung der E-Dynamik oder
fiir das Verstindnis des Schalenaufbaus in der
Atomphysik benétigt.

Man kann natiirlich diese Funktionen nicht nur in
Kugelkoordinaten darstellen, sondern ebenso in kar-
tesischen Koordinaten.

Hier ist der Winkelanteil, als die sphérischen Har-
monischen, in kartesischen Koordinaten dargestellt.
Die niedrigsten Zustidnde sin dann also proportional
zu

LLfom ]

1 0 z

1| *1 x+iy

2] 0 32 —r?

2| £1 (xEiy

2| +2 (x+iy)?

£ tm [z[’m,zz’m’z,...,r2,r4,...]
(£ iy)"

5.6.8 Reellwertige Darstellung

Die bisher verwendete Form der Orbitale sind Eigen-
funktionen des Hamiltonoperators, des Drehimpul-
ses, und der z-Komponente des Drehimpulses. Die

Zustdnde sind aber mehrfach entartet. Dies bedeu-
tet, dass es ebenfalls moglich ist, andere Linearkom-
binationen zu wiahlen, welche ebenfalls Eigenfunk-
tionen des Hamiltonoperators sind. Interessant sind
vor allem Zustidnde, welche gleichzeitig Eigenfunk-
tionen des Drehimpulsoperators sind und reellwer-
tig. Diese sind dann nicht mehr Eigenfunktionen der
z-Komponente des Drehimpulsoperators.

Die Zustidnde mit m = 0 sind axialsymmetrisch und
bereits reellwertig. Fiir die anderen kombiniert man
jeweils zwei Zustinde mit dem gleichen ¢ und entge-
gengesetztem m. So erhélt man aus den beiden Zu-
stinden ¢ = 1, m = +1 die ja proportional zu x & iy
sind, als symmetrische und antisymmetrische Line-
arkombination Funktionen, welche proportional zu
x, resp. y sind. Diese Zustinde werden als p,, p, be-

zeichnet:
dr /1
Px = \/3\5(—Y11+Y11)r
_ /4%\/T_(Y Y
Py = 3 21 11 1-1)T

Sie konnen durch Rotationen um 90 Grad ineinander
ibergefiihrt werden. Zusammen mit p, bilden sie ei-
ne vollstindige Basis fiir die £ = 1 Zusténde.

Analog erhilt man fiir = 2, m = 1 zwei mogliche
Linearkombinationen, welche proportional sind zu
xz, resp. yz. Sie werden als d,, resp. dy, bezeichnet.
Sie konnen durch Rotationen um 90 Grad ineinander
iibergefiihrt werden. Aus den £ = 2, m = +2 Zustin-
den erhélt man d,»_», resp. dyy, Zustinde, welche je-
weils um 45 Grad zueinander rotiert sind.

Die vollstindigen Funktionen sind ja Gebilde im
dreidimensionalen Raum und damit nicht so ein-
fach darzustellen. Es gibt verschiedene Varianten,
wie diese Funktionen dargestellt werden. So kann
man z.B. den Winkelanteil als Betrag in die entspre-
chende Richtung auftragen.

In Abb.[5.14]ist jeweils eine Iso-Oberfliche gezeich-
net, also eine Oberfliche bei der die Funktion einen
konstanten Wert annimmt. Die beiden Farben ent-
sprechen entgegengesetztem Vorzeichen. Man sieht
daraus z.B. leicht, dass p-Zustinde eine negative Pa-
ritdt besitzen, wihrend d-Zusténde eine positive Pa-
ritdt haben. Allgemein ist die Paritiit eines Zustandes
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d

x2-y2

Abbildung 5.14: Wasserstofforbitale.

(—1)‘. Weiter sieht man, dass Zustinde mit m = 0
symmetrisch sind beziiglich Rotationen um die z-
Achse, wihrend hohere m-Zustinde mit 27/m pe-
riodisch sind.

5.6.9 Uberginge

Aus den berechneten Energien

1
(531 = _C?Ryniz

konnen wir die Energien, Frequenzen und Wellen-
lingen der Uberginge im Wasserstoffatom berech-
nen.

Die Energie der emittierten Photonen entspricht je-
weils der Differenz zwischen der Energie von 2 sta-
tiondren Zustdnden,

1 1
h@y, = A(g)nm = gRy (I’I’l2 - I’l2> .
Die Einheit ist die Rydberg Energie

e — me* _ > _ o?
BT 2(4meh)? T 2mad  2Ac

= 22.-107"%)=13.6eV.

m n
0| NM<8 MIINO~N0E FNO~®SE no~wo8 ~ 13,60
57 i Vv 1318
a- 5 *k* ttﬁs' __Pfund-Serie - 12,75
rackett-Serie —
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Abbildung 5.15: Ubergiinge im Wasserstoffatom.

Hier stellt ay den Bohr-Radius (5.3) und

e’ B e>clly 1

o= — ~
4meyhc 2h 137

(5.10)

die Feinstrukturkonstante dar. Diese spielt in vielen
Gebieten eine wichtige Rolle und stellt u.a. das Ver-
hiltnis

o=—

C

der Geschwindigkeit eines Elektrons auf dem klassi-
schen Bohr-Radius zur Lichtgeschwindigkeit dar.

5.6.10 Spektrale Reihen

Ubergiinge, die im Grundzustand enden, haben des-
halb eine Photonenenergie im Bereich von

3
gRyZ bis &gy ~ 10.2—13.6eV.

Die entsprechenden Wellenlidngen sind

c hc
6.6-107343.108 n*m?
2.2.10-18 m? —n?
n*m?
~ 91nm Tl (5.11)
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5 Das Wasserstoffatom

Man ordnet die resultierenden Spektrallinien nach
“Reihen” oder “Serien”, bei denen jeweils der End-
zustand der gleich ist. Ist der Endzustand der Grund-
zustand (m = 1), so spricht man von cer Lyman -
Reihe. Die Wellenlidngen dafiir liegen im Ultravio-
letten zwischen 121 und 91 nm. Man bezeichnet die
langwelligste Linie als “Lyman-«”, die nédchste als

B etc.

8
L. 4 3 2
= 3
= k)
@ o
5 E
€ o
kn 3
e
©
=
>
—1
90 160 110 120 130

Wellenldnge in nm

Abbildung 5.16: Positionen der Linien in der Lyman
Reihe.

Abbildung [5.16]stellt die Abfolge der Spektrallinien
in der Lyman Reihe dar, welche sich beim Grenzwert
von 91 nm hiufen.

Ha Hg Hy Hs

w AUy I

=

434

656 486 410

Wellenlange / nm

Abbildung 5.17: Ubergiinge der Balmer Serie.

Die Ubergiinge in den n = 2 Zustand (m = 2 in GL.
(5.11))) ergeben die bereits bekannte Balmer Reihe.

Tabelle und Abb. geben eine Ubersicht iiber
die wichtigsten Wellenlidngen.

Diese Ubersicht entspricht der Struktur, welche im
Bohr’schen Modell und im bisher behandelten quan-
tenmechanischen Modell des Wasserstoffs beriick-
sichtigt wurden. Misst man die Positionen genau-
er, so findet man Abweichungen, welche mit Hilfe
genauerer Modelle beschrieben werden konnen. Die

Balmer

Paschen

n=4
n=>5 n==6
Abbildung 5.18: Ubersicht iiber die spektralen
Serien.
’ m ‘ n ‘ Name ‘ Apm/nm ‘
1 2 Lyman-o 121.5
3 Lyman-f3 102.5
4 Lyman-y 97.2
oo Lyman Grenze 91.1
2 3 H-o 656
4 H-B 486
5 H-y 434
oo Balmer Grenze 365
3 4.0 Paschen 820-1875
4 | 5.0 Brackett 1460-4050

Tabelle 5.1: Wellenlidngen im Wasserstoffatom

wichtigsten davon werden wir in den folgenden Ka-
piteln diskutieren.

5.7 Magnetische
Wechswelwirkungen

5.7.1 Phéinomenologie

Als erstes betrachten wir den Einfluss von ange-
legten magnetischen Feldern auf die Spektrallinien.
Dieser Effekt wurde im 19. Jahrhundert unter ande-
ren von Pieter Zeeman untersucht und trigt deshalb
seinen Namen.

Wie in Abb. [5.20] gezeigt, beobachtet man je nach
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5 Das Wasserstoffatom

Abbildung 5.19: Experiment zur Messung der Na D-
Linien. Rechts sind die beiden Li-
nien dargestellt.

D, : ‘; T e
.".‘.:. ,’ J), £ .
i |
i

Abbildung 5.20: Aufspaltung von Spektrallinien im
Magnetfeld.

Spektrallinien unterschiedliche Effekte.

Exp. 95a Zeeman Effekt in der Natriumflamme /
Exp. 96 Zeeman Effekt

In vielen Fillen findet man einen Bereich, in dem
die Aufspaltung zwischen den Linien proportional
zur Stirke des Magnetfeldes zunimmt. Wir diskutie-
ren zunichst diesen Fallm den normalen Zeeman Ef-
fekt, welcher auf die Wechselwirkung des Bahndre-
himpulses mit dem Magnetfeld zuriickgefiihrt we-
den kann. Der “anomale Zeeman Effekt” beriick-
sichtigt auch den Spin, welcher zu weiteren Abwei-
chungen fiihrt.

Der Zeeman-Effekt kann auch in astronomischen
Messungen beobachtet werden. So kann man
die Aufspaltung spektraler Linien im Spektrum

Abbildung 5.21: Aufspaltung von Spektrallinien auf
der Sonne in Regionen mit starken
Magnetfeldern.

der Sonne dazu verwenden, um dort Magnet-
felder zu messen. Ein Beispiel ist in Abb. [5.21]
((http://astro.wsu.edu/worthey/astro/html/lec-
sun.html)) dargestellt.

5.7.2 Magnetischer Dipol im Magnetfeld

Abbildung 5.22: Kreisstrom als Dipol.

Als einfachstes Modell kann man sich Elektronen
mit Drehimpuls als elektrische Kreisstrome vorstel-
len. Dem Kreisstrom entspricht ein magnetischer Di-
pol, mit der Einheit

] = A

Abbildung 5.23: Orientierung eines magnetischen
Dipols im Magnetfeld.

Wird ein solcher Dipol in ein dueres Magnetfeld ge-
bracht, so hingt seine Energie von der Orientierung
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5 Das Wasserstoffatom

beziiglich dem Magnetfeld ab:
&=—f-B=—|gl|B|cos6,

d.h. sie ist minimal wenn der Dipol parallel zum Feld
und maximal wenn er antiparallel zum Feld orien-
tiert ist. Dazwischen variiert sie mit dem cos des
Winkels zwischen Dipol und Feldrichtung.

+ E Bl A

Abbildung 5.24: Potentielle Energie des Dipols im
Feld.

Quantenmechanisch beschreiben wir den Kreisstrom
durch einen Drehimpuls L. Das magnetische Mo-
ment U ist proportional dazu,

f=7YL.
Die Proportionalititskonstante zwischen dem ma-

gnetischen Moment f und dem Drehimpuls L wird
als gyromagnetisches Verhiltnis bezeichnet.

5.7.3 Modellrechnung: Kreisstrom

Die Proportionalitit zwischen einem Drehimpuls
und einem magnetischen Moment eines geladenen
Teilchens kann man relativ leicht fiir einen Bahn-
drehimpuls zeigen, indem man das oben verwendete
klassische Bild eines Kreisstroms verwendet.

®

Abbildung 5.25: Elektron als Kreisstrom.

Wir betrachten z.B. ein Elektron, welches auf einer
Kreisbahn mit Radius r mit der Kreisfrequenz @ ro-
tiert. Sein Impuls ist somit

P=mV =m0 XTF.

Der Drehimpuls ist somit

—

L=FXP=mgx (®xTF),

und der Betrag
IL| = mewr?.

Der Drehimpuls L ist somit proportional zur Masse,
zur Winkelgeschwindigkeit und zur Flache des Krei-
ses. Er liegt parallel zur Rotationsachse @.

Gleichzeitig bildet das rotierende Elektron einen
Kreisstrom
(0]
I=—ev=—e—.
ev Sy

Aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass ein Kreis-
strom ein magnetisches Moment erzeugt, das gleich
dem Produkt aus dem Strom und der Flache des
Kreises ist:

2

=1An = Inr

- = = 2
= ——Hewr-.
u 7] 2ne r
Das magnetische Moment steht senkrecht auf der
Kreisflache, so dass beide Vektoren parallel sind, re-

sp., beim Elektron entgegengesetzt, i 1| L.

Wir kdnnen somit das Verhiltnis von magnetischem
Moment und Drehimpuls bilden, welches als gyro-
magnetisches Verhiltnis bezeichnet wird:

2

_H__eor €

Y_Z_ 2m,0r2  2m,
16-107" As 8810104 5.12)
-~ 2.9.1-1073%kg kg

Dieses gyromagnetische Verhéltnis ist somit (bis auf
einen Faktor 1/2) gerade das Verhiltnis von Ladung
zu Masse.

Da wir hier fiir ein Elementarteilchen eine rein klas-
sische Rechnung durchgefiihrt haben, ist nicht auto-
matisch klar, dass dies auch ein sinnvolles Resultat
ergibt. Experimentell findet man aber eine erstaun-
lich gute Ubereinstimmung.
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5 Das Wasserstoffatom

Da der Bahndrehimpuls eines Elektrons quantisiert
ist, konnen wir das magnetische Moment pro Dreh-
impulsquant 7 fiir das Elektron bestimmen. Wir 16-
sen Gleichung [5.12]nach p auf und setzen fiir L — &
und erhalten

eh Asls
= —hy= ~8.8-100.1073# 22
MB Y om, ke
= 9.274078-10"%*Am?
J
= 9.274078-10’24? (5.13)

Dieser Wert wird als Bohr’sches Magneton bezeich-
net. Wenn wir als Einheit Am? schreiben, implizie-
ren wir damit, dass wir das magnetische Moment des
Elektrons auf einer Kreisbahn mit Drehimpuls ¢ = 1
(d.h. in einem p-Orbital) bestimmt haben.

Wir konnen die Einheit auch anders schreiben, in-
dem wir
J

IA=1—
Vs

1J=1VAs —
verwenden. Die alternative Einheit J/T zeigt an, dass
das Teilchen in einem Feld von einem Tesla gerade
die magnetische Energie 9.27 - 1024 J besitzt.

5.7.4 Hamiltonoperator

Klassisch betrigt die Energie einer bewegten La-
dung g = —e in einem Magnetfeld

I P
,%”—%(p eA)"+U(7).

Hier ist U = e¢(7) die potenzielle Energie und A
das Vektorpotenzial. Fiir ein konstantes Magnetfeld
B hat dieses die Form

1

A=_—BxT7 (5.14)

Quantenmechanisch verwenden wir die gleiche Be-
ziehung, miissen aber die Vertauschungsrelationen
beachten. Damit wird

N\ 2
(7=<A)

ﬁz—e(ﬁ-ﬁ—i-ﬁK)

+e2A2, (5.15)

Wir verwenden die Form des Vektorpotenzials
und erhalten fiir

oo S 1/ % o o o
(A~p+p-A) = 5((B><r)-p+p (B><r)>
= B-(Fxp)=B-L
und
— 1—» 1—3 (E'?)z
A2 = B (B =B\
B —(B-7P) = PP -]
1.
= ZBzri.

Hier haben wir 7| definiert als die Komponente von
7 senkrecht zu B. Fiir ein atomares System ist |r| | ~
ao ~ 10~ 1°m. Damit wird das Verhiltnis des dritten
zum zweiten Term in GI. von der GroBenord-
nung

2
2R 2
7B aozBeaO

eBh 4h
Die GroBe
A 4.10734 Js
By=—~ ~ 10°T
°7 a2 1.6-10-1°0.25-10-20 Cm?

hat die Dimension eines Magnetfeldes, welches sehr
viel grofer ist, als alle im Labor verwendeten Ma-
gnetfelder: Das Erdmagnetfeld hat eine Stirke von
Br ~5-107° T, statische Felder im Labor bei kon-
ventionellen Magneten < 2 T, bei supraleitenden
Magneten 20 T und mit gepulsten Spulen bis zu 100
T. Wir konnen damit den dritten Term, der quadra-
tisch in B ist, vernachlédssigen und erhalten

N2
(7=<A)

5.7.5 Aufspaltung

Meist wihlt man die z-Achse des Koordinatensy-
stems parallel zum Magnetfeld, d.h.

0
0
B

B=

4



5 Das Wasserstoffatom

In diesem Koordinatensystem wird der Hamilton-
operator

H = AHy— S BL,.
2m

Hier enthiilt 27 die feldfreien Terme, der zusitzliche
Term liefert die Aufspaltung auf Grund der Wechsel-
wirkung mit dem Magnetfeld. Wir fithren die Abkiir-
zung

- € Z

A= om

ein fiir das magnetische Moment eines kreisenden
Elektrons ein. Der Vorfaktor

e
- 2m

Ye

ist das gyromagnetische Verhéltnis, das Verhéltnis
zwischen dem Drehimpuls und dem magnetischen
Moment. Die Larmorfrequenz

o — eB
L_2me

ist die Frequenz, mit der das Elektron um das Ma-
gnetfeld kreist, wenn es den Drehimpuls 7 besitzt.

Mit dieser Beriicksichtigung des Zeeman-Effektes
wird die Energie des Wasserstoffatoms

H|\nlmy = Eyy|nlm).

Energie im Magnetfeld

E

Drehimpuls

N

Abbildung 5.26: Aufspaltung der
Magnetfeld.

Zustinde im

Hier ist n die Hauptquantenzahl, ¢ die Drehimpuls-
Quantenzahl und m die magnetische Quantenzahl.
Die Energie besteht aus den Teilen

ERy

n2

e
éanlm = -

éaR
— Bh - _ v Bm.
. n ) Upbm

Die magnetische Energie ist hier immer eine klei-
ne Storung der Gesamtenergie. Fiir eine Magnetfeld-
stirke von 1 T wird die magnetische Energie ~ 10™4
eV, also < &gy = 13.6 eV.

s(0=0) p(L=1)

a

4

L

n=3
n=2

Energie / eV

-13.6  n=l 4

Abbildung 5.27: Aufspaltung der
Magnetfeld.

Zustinde 1m

Im Magnetfeld spalten deshalb die Zustidnde auf. Der
Grundzustand besitzt allerding keinen Bahndrehim-
puls und spaltet deshalb nicht auf. Bei den n = 2
Zustianden gibt es £ = 0 (s-) Zustidnde, welche auch
nicht aufspalten, sowie ¢ = 1 (p-) Zustinde, welche
im Magnetfeld entsprechend m = —1,0, 1 in drei Zu-
stande aufspalten. Im n = 3 Zustand kommen zusétz-
lich die ¢ = 2 Zusténde dazu, welche in 5 magneti-
sche Unterzustinde aufspalten usw. Hier ist nur der
Bahndrehimpuls beriicksichtigt (der normale Zee-
man Effekt).

5.8 Der Elektronenspin

Das Elektron (wie auch andere Elementarteilchen)
besitzt nicht nur einen Bahndrehimpuls, sondern
auch einen Eigendrehimpuls, den man als Spin be-
zeichnet.

5.8.1 Experimentelle Grundlagen

Experimentell stellt man fest, dass die Aufspaltung
der Spektrallinien in Wasserstoff oder Wasserstoff-
dhnlichen Atomen, wie z.B. den Alkaliatomen, nicht
dem entspricht, was man auf Grund des normalen
Zeemaneffektes erwarten wiirde. So findet man z.B.,
dass auch der Grundzustand des Wasserstoffatoms,
welcher keinen Bahndrehimpuls aufweist, in einem
Magnetfeld aufspaltet - in 2 Unterzustinde, wel-
che um A& =~ 2upB aufgespalten sind. Goudsmit
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5 Das Wasserstoffatom

und Uhlenbeck interpretierten das 1925 so, dass of-
fenbar das Elektron noch einen weiteren Drehim-
puls aufweist, dessen z-Komponente 2 Werte an-
nehmen kann. Dies wurde von Gerlach und Stern
1922 in einem beriihmten Experiment gezeigt (W.
Gerlach und O. Stern, ”Der experimentelle Nach-
weis der Richtungsquantelung im Magnetfeld”, Zeit-
schrift fiir Physik 9, 349-352 (1922).).

S
2

Detektor

mit Feld ohne Feld

—

%,

Ofen

Kollimater

Magnet

Abbildung 5.28: Das  Stern-Gerlach Experiment:
Atome mit Spin fliegen durch ein
Magnetfeld.

Sie lenkten einen Strahl von Silber-Atomen durch
ein Magnetfeld. Silber (Ordnungszahl Z = 47) hat
die Elektronenkonfiguration [Kr] 4d'© 5s': Der
Krypton-Rumpf und die 4d Schale sind vollstin-
dig gefiillt und besitzen deshalb keinen Drehimpuls.
Das eine 5s Elektron besitzt keinen Bahndrehimpuls,
aber einen Spin von s = /2 und damit zwei mogli-
che Zustinde, mit m; = +1/2.

Um den Betrag der Auspaltung zu erkldren, benotigt
man einen Hamiltonoperator mit folgenden Termen:

A = Ay — —g§28..
2m

Im Stern-Gerlach Experiment wirkt auf die Atome
eine Kraft parallel zum Magnetfeld. Klassisch be-
rechnen wir sie aus der potenziellen Energie

U=—Ji-B=—uBycosH.

Hier stellt 6 den Winkel zwischen dem Magnetfeld
und dem magnetischen Dipol fi dar. Ist das Magnet-
feld inhomogen, so wirkt auf das Atom eine Kraft,
das durch den Gradienten der potenziellen Energie
gegeben ist,

—

F=-VU.

Beim Stern-Gerlach Experiment verwendet man
deshalb ein inhomogenes Magnetfeld, das parallel
zur z-Achse ausgerichtet ist, und dessen Stirke ent-
lang der z-Achse zunimmt. Damit wird die Kraft

JdB

U
— U, = 7z cos 0.

F=- 0z

Diese Kraft fiihrt zu einer Ablenkung der Atome aus
ihrer bisherigen Bewegungsrichtung, welche propor-
tional zur z-Komponente des magnetischen Momen-
tes ist. Bei einem klassischen magnetischen Moment
wiirde man erwarten, dass ein Ensemble von Atomen
mit zufilliger Orientierung des magnetischen Dipol-
momentes deshalb beim Flug durch das inhomogene
Magnetfeld in vielen unterschiedlichen Richtungen
abgelenkt wird.

sty W Lirter | andi S Fpshek 2
WL Juite fio. /92/.) Y o wivsssnhill
Richa-

Gt (rid
hacdioro

P

i

4‘

g ity 7
MWW%K

l/ e P
Abbildung 5.29: Die Original-Messresultate von
Stern und Gerlach von einer Post-
karte and Niels Bohr (Niels Bohr

Archiv).

Experimentell findet man aber nur zwei Richtungen
welche den beiden Orientierungen m, = 41 5 entspre-
chen.

5.8.2 Magnetisches Moment

Wie beim Bahndrehimpuls erwarten wir auch beim
Spin-Drehimpuls eine Proportionalitit zwischen
Drehimpuls und magnetischem Moment, allerdings
mit einer anderen Proportionalititskonstanten. Fiir
die Berechnung des magnetischen Moments eines
Spins bendtigt man eine relativistische Theorie. Die-
se wurde zuerst von Dirac fiir das Elektron herge-
leitet. Sie ergibt in erster Ndherung, dass der Spin
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des Elektrons im Vakuum bei gleichem Drehimpuls
ein doppelt so starkes magnetisches Moment besitzt
wie ein gleich groBer Bahndrehimpuls. Man schreibt
deshalb

fis=—upgS/h
Dieser sogenannte g-Faktor ist zunédchst auf relativi-
stische Effekte zuriickzufiihren. In der Dirac’schen
Theorie betrigt er exakt g = 2. Berlicksichtigt man
verschiedene Korrekturen zur Dirac’schen Theorie,
findet man fiir ein freies Elektron den Wert

g =12.002319304386(20).

Die Abweichung vom Wert g = 2 wird als “g — 2
Problem” bezeichnet und hat sowohl die Theore-
tiker wie auch die Experimentatoren zu Hochstlei-
stungen angespornt. Die meisten Korrekturen stam-
men aus der Quanten-Elektrodynamik, aber auch die
Quanten-Chromodynamik liefert signifikante Bei-
trage.

mit g~ 2.

5.8.3 Larmorprizession

Bringt man einen Elektronenspin in ein Magnetfeld,
so erzeugt die Wechselwirkung zwischen dem ma-
gnetischen Moment und dem Magnetfeld ein Dreh-
moment

dS

o

Zur Erinnerung: Ein Drehmoment T bewirkt eine
Drehung um den Vektor 7' im Uhrzeigersinn! Das
Drehmoment verschwindet, wenn der Dipol parallel
(oder antiparallel) zum duBleren Feld steht, d.h. im
Gleichgewicht. Gleichzeitig stellt das Drehmoment
die zeitliche Ableitung des Drehimpulses dar.

T =ixBosing =

Da das Drehmoment senkrecht auf dem Drehimpuls
S||ii steht, dreht sich der Spin nicht in Richtung auf
das Magnetfeld, sondern fiihrt eine Prizessionsbe-
wegung senkrecht um das Magnetfeld durch, analog
zu einem Gyroskop, dessen Achse gegeniiber dem
Gravitationsfeld geneigt ist. Diese Bewegung ei-
nes Elektronenspins wird als Larmor-Préizession be-
zeichnet. Die Prizessionsfrequenz, welche als Lar-
morfrequenz bezeichnet wird, entspricht der energe-
tischen Aufspaltung der beiden Spinzustéinde,

hop = UpgBy.

Abbildung 5.30: Spin im Magnetfeld: das erzeugte
Drehmoment 7" fiihrt zu einer Pri-
zessionsbewegung des Drehimpul-
ses, analog zu einem Gyroskop.

Exp.: Modelle der Elektronen-Spinresonanz
5.9 Feinstruktur

Wihrend die bisher berechneten Zustandsenergien
exakt mit den Ergebnissen des Bohr-Modells iiber-
einstimmen und damit auch recht gut mit den ex-
perimentellen Fakten, ergeben sich bei genauerem
Hinsehen verschiedene Korrekturen, welche unter
dem Begriff “Feinstruktur” zusammengefasst wer-
den. Wir diskutieren hier die wichtigsten.

5.9.1 Spin-Bahn Kopplung

Spin und Bahndrehimpuls sind beide an ein magneti-
sches Moment gekoppelt. Auch diese beiden magne-
tischen Momente unterliegen einer Wechselwirkung.

Eine Moglichkeit, die Spin-Bahn Wechselwirkung
herzuleiten, besteht darin, das Magnetfeld zu berech-
nen, welches auf ein Elektron wirkt. Im Ruhesystem
des Kerns erzeugt dieser lediglich ein elektrische
Feld E. Wir kénnen den Hamiltonoperator schreiben
als

A =kL-S§,
wobei k die in den Ubungen berechnete Kopplungs-
konstante ist.

Wir berechnen als Beispiel die Aufspaltung zwi-
schen dem 2p, /2 und dem Zps /2 Zustand: beide wer-

97



5 Das Wasserstoffatom

den aus den ¢ = 1 und s = 1/2 Zustéinden gebildet.
Wir bestimmen die Eigenwerte von L-Sals

1

-

> (=@ -)

hz
5(j(j+1)—£(£+1)—s(s+1)).

(L-S)

Damit erhalten wir fiir j = 1/2

3 3
J(J"f‘])—f(@—i-l)—s(s—i—l):1—2_12_2

und fiir j =3/2

15 3

J'(J'"‘l)—g(f—l-l)—s(s—i—l):?—2_1:4_1‘
le,s:% P3n ﬂ’g
I N

Abbildung 5.31: LS-Aufspaltung der 2p Zustinde
des Wasserstoffatoms.

Der urspriinglich 3 -2 = 6-fach entartete Zustand
spaltet damit auf ein den 2-fach entarten j = 1,/2 und
den 4-fach entarteten Zustand mit j = 3 /2.

I
1600 Fr
E 900
2 Cs
g 400
E Rb_¢
g 100 K
2 Na
Ot Li -
0 20 40 60 80 100
Kernladung Z

Abbildung 5.32: Zunahme der Aufspaltung der
Feinstruktur-Doublets  mit der
Ordnungszahl Z.

Die Stirke der Spin-Bahn-Kopplung nimmt etwa mit
dem Quadrat der Ordnungszahl Z zu.

5.9.2 Anomaler Zeeman Effekt

Beim Gesamtdrehimpuls, welcher z.B. Bahndrehim-
puls und Spin enthilt, wird das Verhiltnis des atoma-
ren magnetischen Moments zum (Gesamt-) Drehim-
puls durch den ebenfalls mit gug (oder g;up) be-
zeichneten Landé-Faktor ausgedriickt.

Energie 4
m;
3/2
2p 1/2
3/2 9,=4/3
T 172
-3/2
3
56
lZP 12 1/2
_<__|/2 gj =2/3

Abbildung 5.33: Unterschiedliche g-Faktoren fiir
Zustinde mit unterschiedlichem
Gesamtdrehimpuls.

Da bei unterschiedlichen J-Zustinden die Antei-
le von Bahndrehimpuls und Spin in unterschiedli-
cher Weise addieren (oder subtrahieren), unterschei-
den sich die gyromagnetischen Verhiltnisse. Man
kann die entsprechenden Konstanten mit Hilfe der
Clebsch-Gordon Koeffizienten bestimmen.

Exp.: Zeeman Effekt in der Na Flamme

o

Abbildung 5.34: Zeeman Effekt in der Na Flamme.

Man kann den Effekt z.B. auch beobachten, wenn
man Na-Atome in einer Flamme verdampft. Die gas-
formigen Atome konnen dann Licht von einer Na-
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Lampe absorbieren. Die Na-Flamme erscheint des-
halb als Schatten. Legt man ein Magnetfeld an, so
werden die Linien aufgespalten und die Absorpti-
on des schmalbandigen Lichtes wird reduziert, der
Schatten verschwindet.

5.9.3 Der Paschen-Back Effekt

Paschen-Back

/

T T
Magnetfeld

Abbildung 5.35: Unterschiedliches Verhalten fiir
starke und schwache Magnetfelder.

Beriicksichtigen wir die Spin-Bahn und die Zeeman-
Wechselwirkung, so lautet der Hamiltonoperator

UB
Sy
5 Do

Die beiden Terme vertauschen nicht miteinander,
und es ist deshalb schwierig, eine allgemeine Lo-
sung anzugeben. Meistens betrachtet man deshalb
Grenzfille, z.B. den Bereich, in dem die Zeeman-
Wechselwirkung eine schwache Stérung der Spin-
Bahnwechselwirkung ist, oder den Fall starker Fel-
der, wo die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld
dominiert.

H = (L, +2S.)+AL-S.

Im Bereich starker Felder ist die Wechselwirkung
mit dem Magnetfeld deutlich stirker als die Spin-
Bahn Wechselwirkung. Wie im Rahmen der Sto-
rungsrechnung gezeigt wird, kann in diesem Bereich
der Hamiltonoperorator in guter Naherung geschrie-
ben werden als

H ‘;B (L, +25,) + ALSS..

Hier koppeln Spin und Bahn-Moment unabhingig
an das Magnetfeld, und nur derjenige Teil der Spin-
Bahn Wechselwirkung bleibt {ibrig, der mit der

Zeeman-Wechselwirkung vertauscht. Dies wird als
Paschen-Back Effekt bezeichnet und der entspre-
chende Parameter-Bereich als Paschen-Back Be-
reich.

Im Zeeman-Bereich hingegen ist das Magnetfeld nur
eine schwache Storung der Spin-Bahn Wechselwir-
kung. Hier konnen wir den Gesamtdrehimpuls als
sinnvollste Messgrofie betrachten, und nur derjeni-
ge Teil des Kopplungsoperators mit dem Magnetfeld
bleibt iibrig, welcher mit der Spin-Bahn Wechselwir-
kung vertauscht.

5.9.4 Kernspin

Neben dem Elektron besitzen auch Kerne ein ma-
gnetisches Moment. In Analogie zum Bohr’schen
Magneton

_eh
- 2m,

Up

definiert man ein Kernmagneton

e 1.6-1071.1.05-10734]

Hy = 21671027 T

2mp

277

=5.03-10 T
in dem die Protonenmasse die Elektronenmasse er-
setzt hat. Da die Masse des Protons mehr als 1000
mal grosser ist als die des Elektrons, ist das gy-
romagnetische Verhiltnis, welches im Wesentlichen
durch das Verhéltnis von Ladung und Masse gege-
ben ist, entsprechend kleiner.

Verschiedene Kerne besitzen unterschiedliche ma-
gnetische Momente, welche man allgemein als Viel-
fache des Kern-Magnetons angibt, wobei die Betri-
ge sich um weniger als eine Groflenordnung unter-
scheiden. Das Vorzeichen kann auch negativ sein,
und es gibt keine einfache Theorie, welche die Wer-
te vorhersagt. Das liegt daran, dass der Kernspin
ein Resultat der komplizierten internen Struktur des
Kerns ist, welcher aus Protonen, Neutronen und
Wechselwirkungsteilchen besteht, welche alle so-
wohl Spin wie auch Bahndrehimpuls besitzen.
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5 Das Wasserstoffatom

Spindreh- Magnetisches

impuls L, Dipolmoment
Elektron  1h - 1,001 14 pg
Proton %h +2,79 px
Neutron %h - 1,91 px
Deuteron 1A + 0,86 pg
a-Teilchen 0 0
JLi-Kemn 3h + 3,26 pg
Ag 3h 1 us
Dy** L 9,9 up
0, 1h 1 up

Abbildung 5.36: Magnetische Momente verschiede-
ner Teilchen.

5.9.5 Hyperfein Kopplung

Der Kernspin koppelt an den Bahndrehimpuls des
Elektrons. Dies fiihrt zu einer weiteren Aufspaltung.
Da der Kernspin ein schwicheres magnetisches Mo-
ment besitzt als der Elektronenspin, ist diese Kopp-
lung auch schwicher und die Aufspaltung deshalb
kleiner als die Spin-Bahn Wechselwirkung des Elek-
trons. Da jene Feinstruktur genannt wird, bezeichnet
man die Spin-Kern Wechselwirkung auch als Hyper-
feinkopplung.

Der Hamiltonoperator, welcher die Hyperfeinwech-
selwirkung beschreibt, hat die gleiche Form wie bei
der Spin-Bahnkopplung:

Sy =AJ 1.

Hier steht J fiir den elektronischen Gesamtdrehim-
pulse und 7 fiir den Kernspin. A ist die Hyperfein-
Kopplungskonstante. Da der Spin des Wasserstoff-
kerns (des Protons) s = 71/2 betrigt, sind die mogli-
chen Gesamtdrehimpulse

1
F=J+—-.
2
Der Grundzustand des Wasserstoffatoms spaltet so-
mit in zwei Zustidnde auf, mit den Gesamtdrehimpul-
sen

F=0 ud F=1.

Der erste wird als Singulett bezeichnet, da er nur
einen Unterzustand (mp = 0) besitzt, der zweite als

Abbildung 5.37: Hyperfein-Aufspaltung des

Wasserstoff-Grundzustandes.

Triplett, da er im Magnetfeld in die drei Zustidnde
mit mp = {—1,0, 1} aufspaltet. Die Energiedifferenz
zwischen diesen beiden Zustinden betragt

b ; & = 1420.405751786 MHz.

VHF =

Der Effekt wurde zuerst von Fermi berechnet. Er er-
hielt den Wert

8
VHFh = gazéDRygp% ~ 1421 MHz.
mp

Hier stellt g, das gyromagnetische Verhiltnis des
Protons dar.

- 24, >
0 < >
F=2
24, 24,
F=1
F=2
— 424,
F=1
— T T T

-1 0 1
Laserfrequenz / GHz

Abbildung 5.38: Hyperfein-Aufspaltung in 2 elek-
tronischen Zustinden von 23Na.

Die Stirke der Hyperfein-Aufspaltung hiingt sowohl
vom elektronischen Zustand wie auch vom Kern
ab. Als Beispiel zeigt Abb. [5.38] die Hyperfein-
Aufspaltungen des 3s;/, und des 3p;/, Zustandes
von 23Na. Der Kern hat einen Spin von I = 3/2,
so dass die beiden J = 1/2 Zustinde jeweils in ein
F=1 und ein F=2 Multiplett aufspalten. Die Grofie
der Aufspaltung ist allgemein fiir s-Zustinde gro-
Ber, da die endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Elektrons am Kern den grofiten Beitrag zur
Hyperfein-Wechselwirkung liefert.
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Die experimentellen Spektren wurden hier optisch
gemessen. Da sowohl der untere, wie auch der obere
Zustand in jeweils zwei Zustdnde aufspalten, erhilt
man insgesamt vier Ubergangsfrequenzen, welche
durch die Hyperfein-Kopplungen aufgespalten sind.
Die groBere stammt vom Grundzustand, die kleine-
re vom angeregten (p;/2) Zustand. Die hier verwen-
dete dopplerfreie Messtechnik fiihrt dazu, dass zwi-
schen zwei Ubergiingen jeweils eine weitere Linie
erscheint.

5.9.6 Relativistische Korrekturen

Die bisherige Behandlung hat die Bewegung des
Elektrons als nichtrelativistisch behandelt. Wenn wir
relativistische Korrekturen beriicksichtigen, erwar-
ten wir Korrekturen in der Groflenordnung des Ver-
hiltnisses v,/c zwischen der Geschwindigkeit des
Elektrons relativ zur Lichtgeschwindigkeit. Um ei-
ne Idee zu erhalten, wie wichtig diese sein kdnn-
ten, schitzen wir zunichst mit Hilfe einer klassi-
schen Rechnung die Geschwindigkeit des Elektrons
ab. Bei einem Drehimpuls 7 und einem Abstand ag
betrigt die Geschwindigkeit

h
V= —.
mayg

2
Einsetzen des Bohr’schen Radius li ap = 4285271
ergibt

62

' dneon

Bezogen auf die Lichtgeschwindigkeit ist das

V1 &2 1
a = — = ~ —.
¢ drmeyghe 137

Beim Wasserstoffatom ist der Effekt somit nicht sehr
grof3, bei schwereren Atomen kann er aber einen viel
groBeren Beitrag liefern.

Zur Berechnung der Korrekturen schreiben wir die
kinetische Energie des Elektrons als

& = \/m2c* + P2t — mc?.

Die Terme niedrigster Ordnung sind

N2
P 1 p?

& = —

k 2m, 2m,c? <2me> +

Das Verhiltnis des quadratischen Terms gegeniiber
dem linearen Term ist somit

- 2
215362 ~ c% <1

fiir den Wasserstoff, und damit relativ klein. Wie be-
reits erwihnt stellt die Feinstrukturkonstante o (sie-
he GI. (5.10) unter anderem das Verhiltnis zwischen
Bahngeschwindigkeit des Elektrons im Grundzu-
stand des Wasserstoffatoms und der Lichtgeschwin-
digkeit dar. Die Korrektur niedrigster Ordnung kann
deshalb geschrieben werden als

o? 1 3
sw=tu |1+ ()|

Hier ist j der Gesamt-Drehimpuls des Elektrons, be-
stehend aus Bahn- und Spin-Drehimpuls. Der Kor-
rekturterm ist immer positiv, d.h. die relativistschen
Korrekturen erhohen die Bindungsenergie. Der Be-
trag nimmt mit zunehmendem Drehimpuls j ab. Der
Ausdruck in den runden Klammern betrédgt fiir die
niedrigsten Zustinde

BERNRIF >
IEREIENE
21015 3 2
211 |50 5] m

Die Korrekturterme nehmen mit zunehmender
Quantenzahl m wie auch mit zunehmendem Drehim-
puls j ab.

Ein weiterer relativistischer Term ist der Darwin
Term. Dieser hat die Form

i e?
= 4r
8m?2c? (4%80
d.h. er wirkt nur am Ort des Kerns. Er beeinflusst
deshalb nur die s-Elektronen, welche als einzige ei-
ne Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ort des Kerns

haben. Er ist positiv, verschiebt also die Energie der
s-Zustinde nach oben.

b
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5.9.7 Lamb-Verschiebung

Eine weitere Korrektur ist die Lamb-Verschiebung,
welche auf die Wechselwirkung der Atome mit dem
Vakuum des elektromagnetischen Feldes zuriickzu-
fiihren ist. Sie hdngt ab vom Bahndrehimpuls und
hebt deshalb die Entartung zwischen Zustinden mit
gleichem j und unterschieldichem /¢ auf, also z.B.
zwischen dem sy, und dem p , Zustand.
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Abbildung 5.39: Messung der Lamb-Verschiebung.

Die Lamb-Verschiebung kann selber nicht gems-
sen werden, da Atome nicht ohne die Kopplung
an das elektromegnetische Vakuum beobachtet wer-
den konnen. Man kann aber Unterschiede in der
Verschiebung zwischen unterschiedlichen Zustin-
den messen. Dies wurde erstmals 1947 von Lamb
und Retherford gezeigt, welche die Aufspaltung zwi-
schen dem sy, und dem p;/, Zustand massen. Sie
betrégt fiir diese beiden Zustdnde 1057.9 MHz. Er-
klart wurde der Effekt im gleichen Jahr von Hans
Bethe.
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