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8.3 Die Quantenmechanik des Wasserstoffatoms

8.3.1 Grundlagen, Hamiltonoperator

Das Wasserstoffatom besteht aus einem Pro- | Bestandteile Elekt
ton (Ladung +e) und einem Elektron (Ladung @ @ ZzUlektronen
—e). Der Kern des leichtesten Wasserstoffatoms

besteht aus einem Proton; er besitzt die Masse Kern @ @ ®

mp = 1.67:10%7 kg und Ladung e = 1.602:10°
19c. Spektrum

Die Elektronen wurden 1897 von J.J. Thom-
son entdeckt. Sie besitzen eine Ladung —e = -

1.602-10"1? C und eine Masse m, = 9.11:1031 Wellenliinge

kg. Das Elektron kann als Punktpartikel be- |ausserdem bekannt:
trachtet Werden; man kann ihm aber auch einen Faraday Effekt, Stre ue xperime nte mit Elektronen, a-Teilchen

Radius von 2.8 1013 m zuordnen.

Der Hamiltonoperator # des Systems hat dann die Form E} dektrostatische Energie

eines Elektrons

162 h2

— - —A.
dweg r  2m

H=-

Hier stellt der erste Term die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen Kern und Elektron dar, der zweite Term die kine-
tische Energie des Elektrons.

Kern |

8.3.2 Wasserstofforbitale

Die stationdren Zustande des Wasserstoffs ergeben sich laut dem Bohr-Sommerfeld'schen
Modell dadurch dass die elektronische Wellenfunktion gerade in ein Kreis-, resp. ellipsenformi-
ge Umlaufbahn passt. In der Heisenberg-Schrodinger'schen Quantenmechanik stellen sie Fi-
genfunktionen des Hamiltonoperators dar. Diese Zustdnde sind fur den oben dargestellten
Hamiltonoperator exakt bestimmbar. Sie werden mit drei Indizes indexiert und haben in Po-
larkoordinaten die Form

IP'Ilfl’n(r ’G’q)) = Rn[ (I') Y[m(e’q))

schreiben. Die Radialfunktion ist

14
2 n-/-1)! 1 —r/ 2r 2w+1| 2r
Rn[(r) =" ( )3 3/2 € Fdo ) — Ln-:-f - | >
n” Y((n+ 0!~ ay na na

wobei L%f: gl das entsprechende Laguerre Polynom darstellt. Die Winkelfunktionen Y,(0,¢)

sind die Kugel(flachen)funktionen.

8) Atomphysik 29. Juli 2003, 9:30



Dieter Suter -410 - Physik B3

Die Hauptquantenzahl n bestimmt die Energie des Systems und gibt gleichzeitig an wie
grof} das entsprechende Orbital ist. Wie in anderen Systemen nimmt die Anzahl der Null-
durchginge (=Knoten) der Funktion mit der Energie zu. Fur Wasserstoff ist die Zahl der Kno-
ten jeweils n-1.

Fur den oben angegebenen Hamiltonoperator ist die Energie aller |Energienim Waserstoffatom
Zustande mit gleichem n identisch. Man spricht von Entartung. Die E-
nergie betragt

i1

1
L
]

Ep =-E;/m?=hRyn>.

Die Konstante

Energie [ e%
5

Ry = 3.29-1015 Hz

wird als Rydbergkonstante bezeichnet. 1

Sie gehort zu den 2 _ —1
wichtigsten Natur- Rydberg constant mcco /2h Rec 10973731.534(13) m
konstanten und be- in hertz: Rocc 3.2898419499(39) 101° Hz
stimmt u. A. die E- in joules: Reohc 2.179874 1(13) 10718 ]
nergieskala chemi- in eV: Roohic/le} 13.605 698 1(40) eV

scher Bindungen.

8.3.3 Drehimpuls

Die Drehimpuls-Quantenzahl / bezeichnet den Bahndrehimpuls des Zustandes:

L=h 1/£(f+1)[=0,1,2,....

Wihrend die Bahn selber nicht scharf bestimmt ist, ist der Drehimpuls in jedem stationiren
Zustand eine exakte GroBe, d.h. saimtliche Messungen des Bahndrehimpulses an einem Elekt-
ron in einem bestimmten Zustand wiirden den selben Wert ergeben. Fur Elektronen in einem
Zustand mit 1 = O (sog. s-Elektronen) verschwindet der Bahndrehimpuls exakt. Dies ist offen-
bar ein Resultat, welches in einem klassischen Atom nicht moglich wire.
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Die dritte Quantenzahl m bezeichnet die Komponente des z L=ivlil+ 1)
Drehimpulses entlang der z-Achse: =AVZ2Z+ 1)
ddddddd . =&V

L,=mh l=-1-1+1,...-1,0, 1,2, ... 1.

Die z-Komponente kann somit positiv oder negativ sein, der
Betrag kann jedoch nicht grofer werden als der gesamt
Drehimpuls.

Die Orbi-
tale konnen
auf unter-
schiedliche
Weise gra-

Py d,;

phisch darge-
stellt werden. Auf diese Weise werden auch die
Symmetrieeigenschaften besser sichtbar, wel-
che z.B. fur die Interpretation der Spektren ei-
ne grofBe Rolle spielen.

Berechnet man den Erwartungswert des

—

Ortsoperators <r>, so findet man dass er fur
alle Orbitale identisch ist:

—

<>y =0,

d.h. das Elektron befindet sich im Schnitt beim Kern. Allerdings ist das Quadrat des Abstan-
des,

—

<1r2>1p1 >0,

d.h. die mittlere Entfernung vom Kern ist > 0; sie wéachst mit der Hauptquantenzahl n.
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8.3.4 Das Wasserstoffspektrum

Damit kann das Linienspektrum des | T jnjenspektrum des Wasserstoffs
Wasserstoffs interpretiert werden: Die e N
. . R nrarg Sl violett
einzelnen Linien entsprechen Uber- l -
gangen WelChe naCh dem SChGl’l’la Bracket - Serie (1922} Paschen - Serie: {1908} Balmer - Serie (153'06‘?)
b {1885
2500 ermn™ Wellenzah! 50?0 cm® 10000 em’ ’ 5000q qn“
v=R —2——2 n],n2=1,2, I — L1l
nfi ) 4000nm A Welienlange  3000nm 20000m | 100oem | ] 200nm
4 5 6 78910 n
Balmer - Serie
He Hy H,  |Hs
. . 760nm‘ | ' I ; nm T l " 0 nm‘ i I I nm
zusammengefasst werden konnen. Die = * e
n= 3 4 5 3 7 8
Konstante berechnet: 15233,00 2086455 2303229 2437280 2518108 2570568
gemessen: 15233,21 20564,77 2303254 2437307 2518133 25705,84
R =3.29101° Hz oo

wird als Rydbergkonstante bezeichnet.
Sie entspricht einer Energie von

hR=2.181018J=136eV.

Die Rydbergenergie kann man auch halbklassische aus dem Bohr'schen Atommodell erhal-
ten: Danach betragt die Energie des n-ten stationdren Zustandes

| mee4

(43‘580 )2 2h2n2 ‘

E,=-
Fur n = 1 erhalt man
El =-13.6eV.
8.3.5 Elektronenspin

Dass Elektronen nicht nur eine Ladung und eine Masse besitzen wurde aus der Untersu-
chung der atomaren Linienspektren sowie des periodischen Systems relativ bald klar.
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Wolfgang Pauli stellte die Vermutung auf, dass die
Elektronen durch eine zusatzliche Quantenzahl be-
schrieben werden miuissen, welche nur zwei mogliche
Werte annehmen kann. Es stellte sich heraus, dass die-
se Quantenzahl dem Spin entspricht, einem quantisier-
ten internen Drehimpuls. Dieser Spin ist an ein magne-

tisches Moment gekoppelt.

Physik B3

Ein magnetisches Moment, wel-
ches durch ein inhomogenes Mag-
netfeld fliegt, erfahrt eine Kraft in
Richtung des Magnetfeldes, wel-
ches von seiner Orientierung be-
zuglich dem Magnetfeld abhangt.
Ist das Magnetfeld stiarker beim

magnetischen Sudpol des inhomo-
genen Magneten, so wird der flie-

gende Magnet in die Richtung abgelenkt, in der sich sein magnetischer Nordpol befindet.

Stern und Gerlach konnten als erste
zeigen, dass diese magnetischen Momen-
te tatsachlich durch Ablenkung in einem
inhomogenen Magnetfeld gemessen
werden konnten und dass sie praktisch
nur zwei unterschiedliche Werte anneh-
men konnten.

Ein Elektron besitzt einen internen
Drehimpuls, welcher als Spin bezeichnet
wird. Er hat die Gro3e

s =h/2=53103° Nms .

Man kann sich dies in einer ersten An-

naherung als eine rotierende Kugel vorstellen. Allerdings ist der Drehimpuls fest, d.h. die Rota-

tionsgeschwindigkeit ist fix.

Eine rotierende, elektrisch geladene Kugel bedingt einen Kreisstrom und damit ein magneti-
sches Moment. Dies trifft auch fur das Elektron zu: es besitzt ein magnetisches Moment
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Der Faktor g bezeichnet das Verhiltnis zwischen dem magnetischen Moment aufgrund des
Spins und demjenigen, welches fur einen klassischen Kreisstrom erwartet wiirde. Dieses wird

mit yg = 9.3:102* Am? bezeichnet.

Es durfen nicht mehr als zwei Elektronen im gleichen Orbital sein. Diese haben entgegen
gesetzten Spin. Fur vollstandig gefullte Schalen verschwindet deshalb der Drehimpuls:

L=3%4=0. S=%;5=0.

Ahnlich wie Elektronen besitzen auch Atomkerne einen Spin.
Diesen kann man u.a. mit Hilfe der magnetischen Resonanz, resp.
Kernspinresonanz untersuchen. Eine bildgebende Variante der
Kernspinresonanz, die Kernspintomographie oder MRI
(=Magnetic Resonance Imaging) wird in der Medizin verwendet.

Besonders nutzlich ist die
bildgebende magnetische Re-
sonanz im Bereich des Ge-
hirns, wo Rontgenbilder kei-
nen guten Kontrast liefern.

Man kann dabei die Art des
Kontrastes wahlen und so z.B.
Tumore erkennen, welche mit

anderen Methoden
nur schwer nachzu-
weisen sind.
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8.3.6 Schwerere Atome

Die Elektronen werden einzeln eingefullt, wobei im-
mer der niedrigste leere Zustand gefullt wird. Die
Drehimpulszustiande sind nicht mehr entartet, d.h. die
Energie von Zustinden mit gleicher Hauptquantenzahl

d ==
aber unterschiedlicher Drehimpulsquantenzahl unter- p ﬁé
scheidet sich: sie nimmt mit dem Drehimpuls zu. Dies
_H_ _H_

kann so interpretiert werden, dass ein Elektron in einem
s-Orbital sich ndher beim Kern befindet und deshalb die A

vollstandige Kernladungszahl "spurt" und aufgrund die- i
ser Coulomb-Energie eine niedrigere Gesamtenergie | Pauli-Prinzip:

Pro Zustand maximal 2 Elektronen

besitzt, wiahrend ein Elektron in einem hodheren Dreh- | mit entgegengesetztem Spin

impulszustand nur die effektive Kernladungszahl der
Atomrumpfs (Kern + tiefer liegende Elektronen) "sieht".

8.3.7 Das Periodensystem

Bei der Betrachtung der Elemente als Funktion Dmitrij Iwanowitsch

der Kernladungszahl fallen unterschiedliche Regel- .
maBigkeiten auf. Mendlejew (1834-1907)

ONNTD CACTEMB IJNEMEHTOBD.

OCHOGAMHOR Ha HXL ATOMHOMD BACE % XHMHYECKONT CXORCTES.

Ti=5 Zr= 90 ?=180.
V=5t Nb= 94 Ta=182
Cr=52 Mo= 96 W=86.
Mn=55 Rh=104s Pt=1974¢
Fe=>56 Ru=1044 Ir=198
Ni=Com=s9 Pi= 1068 Os=199.

H=1 Cu==63. Ag = |08 Hg =200
Be= 94Mg=~24 In=632 Cd=11?
B=11 Al=274 ?=68 Ur=116 Au=]97?

C=12 %=28 ?=70 So=]IiB
N=14 P=3) As=75 Sb=122 Bi=210?
O0=16 S=32 Se=794 Te=1287
F=19 C1=353Br=80 i=127
Li=7 Na=23 K=39 Rb=854 Cs=133 TI=204

Coax=q0) Sr=87s Ba=137 Pb=207.
7=45% Ce=92

Ee=56 Lam94

Sie werden deshalb in ein periodisches

Wi=60 Di=95 System eingeteilt. Am Beginn der Periode

Mn =156 Th = | 18? steht jeweils ein Alkalimetall (Ausnahme:
Wasserstoff), am Ende ein Edelgas. Die

Die alteste Darstellung des Perioden haben unterschiedliche Lange:

. Sie betragen 2, 8, 8, 18, 18 und 32.
Periodensystems ©
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Die Zahlen entsprechen ,
der Anzahl der Elektronen,
welche in einer vollstandig
gefullten Schale unterge-
bracht werden kann. Es ist
jeweils die Reihenfolge zu be-
rucksichtigen, in der die Orbi-
tale gefullt werden.

3 =5 £=) 7
1Ime I1IveE vB VIE VIIE —-—--
B S9E SBE =121 e =1

)

Perioden (=Zeilen)

s

Die Periodizitiat schlagt
sich 1n unterschiedlichen
Groflen nieder. So erreicht
der Atomradius jeweils bei
den Alkalimetallen ein Maxi-
mum. Wenn weitere Elektro-
nen in die gleiche Schale ein-
gefullt werden nimmt der A-

Lh

T

Groppen (=Kolonnen)

s Iva vea viavns BHe
I aa ma

13

1E
A RIS
B &

13 15 1& 17

B T

tomradius unter dem Einfluss der zunehmenden (effektiven) Kernladungszahl ab. Das Mini-
mum wird kurz nach der Mitte der Periode erreicht, danach nimmt der Atomradius wieder zu.

He
5 ] Ne
% ‘ ’f'i 55 !a"%i by Xe
=w 10— 2
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Die Ionisierungsenergie zeigt ebenfalls ein
periodisches Verhalten: hier wird das Maxi-
mum bei den Edelgasen erreicht: Wenn eine
Schale vollstandig gefullt ist wird fur die
Entfernung eines Elektrons eine besonders
hohe Energie benotigt. Bei den Alkaliato-
men hingegen ist die Bindungsenergie des
auBersten Elektrons relativ gering.

Jedes Atom besitzt ein charakteristisches

Linienspektrum. Aus den Frequenzen dieses Spektrums kann man die Energien der elektroni-

schen Zustande berechnen.

Die Frequenz der beobachteten Uberginge entspricht im-
mer dem Unterschied zwischen den Energien zweier stationa-
rer Zustiande. Dieser Befund gilt nicht nur fur Atome, sondern
ebenso fur Festkorper, Molekille oder Atomkerne. Lediglich
die Energiedifferenzen liegen in etwas unterschiedlichen Berei-
chen: elektronische Ubergidnge entsprechen Energiedifferenzen
im eV Bereich, Ubergange zwischen unterschiedlichen Zustan-
den in Atomkernen liegen im MeV Bereich.
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