2 Mechanik

2.1 Kinematik

2.1.1 Grundbegriffe

Die Mechanik ist der ,klassischste” Teil der Physik,
sie umfasst diejenigen Aspekte die schon am lédng-
sten untersucht wurden. Dazu gehoéren z.B. die be-
rithmten Fallversuche von Galilei.

Abbildung 2.1: Galileo Galilei (1564-1642)

Zu den wichtigsten Begriindern gehort Galileo Ga-
lilei, der wichtige Beitridge zur experimentellen Un-
tersuchung von Naturgesetzen (Mechanik, Astrono-
mie) lieferte und vor allem sehr geschickt war, deren
Bedeutung und seine Beitridge dazu offentlichkeits-
wirksam zu verbreiten.

Dazu verwendete er vor allem seine ,Dialoge", in de-
nen fiktive Personen die verschiedenen Systeme ver-
gleichen.

Die eigentliche Formalisierung der Mechanik ist vor
allem Isaac Newton (1642-1727) zu verdanken, wel-
cher mit Hilfe weniger Grundprinzipien ("Newtons
Gesetzen”) den grofiten Teil des damaligen physika-
lischen und astronomischen Wissens herleiten konn-
te. Sein Hauptwerk sind die “Philosophiae natura-
lis principia mathematica", also die mathematischen
Grundlagen der Naturwissenschaft.

Die Mechanik kann aufgeteilt werden in

Abbildung 2.2: Titelseiten von Galileos Dialog tiber
die Weltsysteme.

Statik: Zusammensetzung und Gleichgewicht von
Kriften

Kinematik: Beschreibung von Bewegungsvorgin-
gen

Dynamik: Krifte verursachen Bewegung

AuBerdem unterscheiden wir Teilgebiete danach,
welche Objekte beschrieben werden. Wir beginnen
mit punktférmigen Objekten (="Massenpunkt"; Bei-
spiel: Planeten). Danach werden meist starre und de-
formierbare Korper behandelt. Da diese in der Vor-
lesung ,Mechanik" extensiv diskutiert werden wird
dieser Teil iibersprungen, und wir beschéftigen uns
direkt mit Fliissigkeiten und Gasen.

2.1.2 Eindimensionale Kinematik

Wir beginnen mit eindimensionaler Kinematik, d.h.
mit einer Bewegung, welche mit einer einzigen Orts-
koordinate beschrieben werden kann, welche die Po-
sition des Korpers auf einer vorgegebenen Bahn be-
schreibt. Ein typisches Beispiel ist eine Eisenbahn
auf einem einzelnen Gleis: dieses kann gebogen
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2 Mechanik

Abbildung 2.3: Isaac Newton (1642-1727).

sein, aber die Position der Eisenbahn ist exakt be-
stimmt wenn man die Position beziiglich einem Ko-
ordinatennullpunkt angibt.

Ein Massenpunkt ist ein Modell fiir einen Korper,
dessen Ausdehnung fiir die behandelte Fragestellung
keine Rolle spielt. Die Bewegung des Massenpunk-
tes ist vollstindig beschrieben wenn man die Positi-
on s als Funktion der Zeit ¢ angibt. Dies erfolgt ma-
thematisch durch eine Funktion s(7) oder graphisch
durch ein Weg-Zeit Diagramm.

Abbildung 2.4: Weg-Zeit Diagramm.

Die Geschwindigkeit v des Massenpunktes kann aus
dem Weg-Zeit Diagramm durch Ableitung bestimmt
werden:

I As
y= l1m —
Ar—0 At

_ds
Cdt

[v]
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Graphisch ist die Geschwindigkeit durch die Stei-
gung der Kurve im Weg-Zeit Diagramm bestimmt.

Anstelle der instantanen Geschwindigkeit v(z) inter-
essiert manchmal auch die mittlere Geschwindigkeit

_As
V= —.
At
Im Weg-Zeit Diagramm ist dies die Steigung der di-
rekten Verbindung zwischen zwei Punkten.

Anstelle des Weges kann man auch die Ge-
schwindigkeit als Funktion der Zeit auftragen. Im
Geschwindigkeit-Zeit Diagramm ist die zuriickge-
legte Wegstrecke als Integral (=Flidche unter der Kur-
ve) gegeben:

qn:smyggv@dﬁ

Genau so wie die Geschwindigkeit als Anderung des
Ortes pro Zeiteinheit definiert ist wird die Beschleu-
nigung als Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit-
einheit definiert:

v
Cdt

@

m
T2

Im Geschwindigkeit-Zeit Diagramm erscheint die
Beschleunigung als Steigung der Kurve, im Ort-
Zeit Diagramm als Kriimmung: Positive Kriimmung
(nach oben) bedeutet positive Beschleunigung, ne-
gative Kriimmung Verzogerung (d.h. Abbremsung).
Die Geschwindigkeit ist durch das Integral der Be-
schleunigung gegeben:

WO=WW+AQOM%

2.1.3 Konstante Beschleunigung

Ein wichtiger Spezialfall ist die konstante Beschleu-
nigung, a(t) = a. Dazu gehort u. a. der freie Fall. Fiir
einen Korper, der sich zunéchst in Ruhe (vg = 0) am
Punkt xp = O befindet nimmt die Geschwindigkeit
bei konstanter Beschleunigung proportional zur Zeit
zu, v(t) = at. Der zuriickgelegte Weg ist deshalb
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2 Mechanik

Auf der Erdoberfldache entspricht dies einer konstan-
ten Beschleunigung nach unten mit a = —g = -9,81
ms 2 fiir ein Koordinatensystem, das senkrecht nach
oben zeigt.

Wir erwarten somit, dass der zuriickgelegte Weg
quadratisch mit der Zeit ansteigt.

Exp. 14: Freier Fall (Fallschniire)

Wir verifizieren diese Vorhersage anhand eines Ex-
perimentes. Jeweils vier Gewichte werden in unter-
schiedlicher Hohe tiber dem Boden aufgehédngt und
gleichzeitig losgelassen. An der ersten Schnur sind
die Gewichte im Abstand 1:2:3:4 (d.h. linear) an-
gebracht, an der zweiten im Abstand 1:4:9:16 (also
quadratisch. Wir konnen akustisch feststellen, dass
im zweiten Fall die Gewichte etwa gleichzeitig auf
dem Boden (d.h. der Metallplatte) auftreffen.

r(t) = r(0) + v(0) t + a/2 t2
~

Anfangsort Beschleunigung

Anfangsgeschwindigkeit
Abbildung 2.5: Superpositionsprinzip.

Befindet sich der Korper zu Beginn nicht in Ru-
he, so wird die Bewegung aufgrund der Anfangsge-
schwindigkeit der Bewegung aufgrund der (gleich-
formigen) Beschleunigung tiberlagert. Man bezeich-
net dies als Superpositionsprinzip: der Anfangsort,
die gleichformige Bewegung und die gleichférmige
Beschleunigung konnen unabhiéngig berechnet und
die Resultate addiert werden.

Als Beispiel betrachten wir einen Korper, der von
einem Turm (Hohe Ay = 10 m) mit einer Anfangs-
geschwindigkeit v(0) = 5 m/s senkrecht nach oben
geworfen wird. Die Schwerkraft erzeugt eine zeit-
lich konstante Beschleunigung von a = —g = -9.81
m/s? nach unten.

Die Geschwindigkeit wird somit

v(t)=vo+at=(5—-9.81t)m/s [t]=s

Der erste Term beschreibt die Anfangsgeschwindig-
keit und ist unabhiingig von der Zeit; dazu wird das
Produkt aus Beschleunigung und Zeit addiert.

Fiir den Ort (d.h. die Hohe h) erhalten wir
h(t) = ho+vot +a/2t* =
= (1045t —4.9*)m. [f]=s.

Hier stellt der erste Term den Ausgangspunkt dar - er
ist zeitunabhédngig. Der zweite Term beschreibt den
Effekt der Anfangsgeschwindigkeit, und der dritte
Term ist auf die konstante Beschleunigung zuriick-
zufiihren.

Die maximale Hohe wird erreicht fiir v(r) = 0, d.h

5-9,81t, =0 — ¢, =0,51s.

Sie betrédgt dann

h(0,51s) = (10+2.55—1.27)m = 11,28 m.

Sie trifft auf den Boden (4 = 0) auf wenn

h(ty) = 0 = ho + vot + gtz =

= 104510 —4.9¢3,

d.h. bei
t_Voi\/V(z)-FZgXO_Si 25+196
0~ g T 981 -
 5+14,87
9,81
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Abbildung 2.6: Hohe als Funktion der Zeit.




2 Mechanik

Wir erhalten somit zwei Losungen:

t1 =2,03 und 7 =-1,01.

Wir miissen jetzt iiberpriifen weshalb wir zwei Lo-
sungen erhalten. Die erste (f; > 0) ist diejenige die
wir suchen. Die zweite (f, < 0) entspricht ebenfalls
einer Durchquerung des Bodens durch den Korper
- allerdings bevor er vom Turm nach oben gewor-
fen wurde. Der Korper wiirde bei dieser Losung bei
t = 0 an der Spitze des Turmes eintreffen und an-
schlieend die gleiche Kurve verfolgen wie der Kor-
per, der bei t = 0 geworfen wurde. Man erhilt hiufig
mathematisch mehr Resultate als physikalisch sinn-
voll sind, wenn man die Randbedingungen nicht be-
riicksichtigt: in diesem Fall betrachten wir nur Zeiten
t>0.

2.1.4 Kinematik in zwei und drei
Dimensionen

In vielen Fillen findet Bewegung in mehr als einer
Dimension statt. In diesen Féllen wird die Positi-
on durch zwei oder mehr Koordinaten beschrieben.
Grundsitzlich ist man frei in der Wahl der Koordi-
naten, doch sind hiufig kartesische Koordinatensy-
steme einfach zu handhaben. Dabei handelt es sich
um rechtwinklige Koordinatensysteme mit gleichem
Mafstab in allen Richtungen. Die Bewegung eines
Massenpunktes in drei Dimensionen wird dann be-
schrieben durch

7(1) = {x(2),3(1),2(1)} -

Dementsprechend sind auch Geschwindigkeit

o do, o fdx(t) ,dy(t) dz(t)|
v(t)_dtr(t)_{ dt ' dt O drt }_

= {a(0), vy (1), (1)}

und die Beschleunigung

d dvy(t) dvy(t) dv,(1)
:dtv(t):{ dr ;t Tdt }

= {a(t),a,(1),a:(1)}

Vektoren in (zwei oder) drei Dimensionen.

a(r)

Abbildung 2.7: Bahnkurve in 3D.

Trigt man den Weg als Kurve auf, so ist die Ge-
schwindigkeit V() an einem beliebigen Punkt 7(¢)
entlang der Tangente gerichtet.

Ist die Beschleunigung eines Massenpunktes gege-
ben, so konnen Geschwindigkeit und Ort als Funk-
tion der Zeit fiir die Komponenten einzeln bestimmt
werden:

V() =v(0) + /Ol a(t')de' =
= {vx(0),v,(0),v:(0)} +

—l—{/Otax(t/)dt/,/Otay(t/)dt/,/(:az(t/)dt/}.

Somit sind die drei Komponenten unabhéngig von-
einander.

Fiir den Fall konstanter Beschleunigung erhalten wir
wiederum

2.1.5 Wurfparabel

Wir illustrieren dieses Verhalten anhand einer zweli-
dimensionalen Bewegung im Schwerefeld der Erde,
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2
. t
= {vot cos &, vyt sin o —gz} .

Wir kénnen diese Kurve auch als Gleichung schrei-
ben. Die beiden Koordinaten ergeben 2 Gleichun-
gen:
12
X=voptcos, z=votsina —gi.

Wir 16sen die erste Gleichung nach der Zeit ¢ auf:

X
=

Vo Cos O
Abbildung 2.8: Schiefer Wurf.
und setzen diesen Ausdruck in die 2te Gleichung ein:

2 8

d.h. mit konstanter Beschleunigung nach unten. Wir z=xtanot — x>’ —2 .
2v3cos? o

wihlen ein Koordinatensystem mit x in horizontaler
und z in vertikaler Richtung (nach oben). Der Korper

. . . Kurven der Form z = ax+ bx? stellen Parabeln dar. In
sei zum Zeitpunkt r = 0 bei

diesem speziellen Fall spricht man von der ”Wurfpa-
7(0) = {x(0),2(0)} = {0,0} . rabel”. Man kann sie z.B. durch einen Wasserstrahl
sichtbar machen.
Die Anfangsgeschwindigkeit betrigt

V(0) =vp{cosa,sina} Exp. 17: Wasserstrahlparabel
und die Beschleunigung
a= {07 _g} )

sei also konstant.

Abbildung 2.10: Wasserstrahlparabel.

Wir betrachten zunichst den einfachsten Fall, dass

Abbildung 2.9: Bahnkurve des schiefen Wurfs. das Wasser horizontal austritt, d.h. o = 0. Die Glei-
chung reduziert sich dann zu

Somit ist die Bewegung

r i t2 = _xzi
r(t) :vot{cosa,sma}—i—a{o?_g} — 2
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2 Mechanik

d.h. eine nach unten offene Parabel. Im Experiment
tritt der Wasserstrahl horizontal aus der Diise aus und
fillt unter dem Einfluss der Gravitationsbeschleuni-
gung. Die roten Kreise markieren eine Parabel durch
die Werte (x/y) = (1/1), (2/4), (3/9), (4/16), (5/25) ...

Wird der Wasserstrahl gekippt, so erhilt das Wasser
eine Anfangsgeschwindigkeit in vertikaler Richtung.
Wir erwarten, dass in diesem Fall der Parabel eine li-
neare Bewegung (x,z) = vot(cos &, sin @) iiberlagert
wird. Dies kann man im Experiment leicht durch ein
Kippen der Geraden zeigen, an der die Malkreise
befestigt sind.

2.1.6 Unabhiingigkeitsprinzip

Abbildung 2.11: Unabhingigkeitsprinzip.

Nicht nur die Anfangswerte von Beschleunigung,
Geschwindigkeit und Position gehen linear in die
Gleichung ein; wir haben auch gesehen, dass die ein-
zelnen Koordinaten voneinander unabhéngig sind.
Die bedeutet z.B., dass eine Kugel, welche aus 1
m Hohe fallengelassen wird, den Boden nach ¢ =
\/2s/a = 0.45s erreicht, unabhingig davon ob sie
sich zu Beginn in Ruhe befinden oder ob sie eine
horizontale Anfangsgeschwindigkeit aufweisen. Wir
tiberpriifen dies, indem wir zwei Kugeln am glei-
chen Hebel befestigen. Wird mit dem Hammer dar-
auf geschlagen, so fillt die eine senkrecht hinunter,
die andere in einer Parabel. Dass beide gleichzeitig
auf dem Boden auftreffen ldsst sich leicht akustisch
verifizieren.

X, + ¥ t+a/2t°
7, +V, t+a,/ 26

|

x(t)) _
Z(t) -

5

Abbildung 2.12: Das Unabhingigkeitsprinzip.

unabhiingig von x

unabhéingig von z

Das Unabhéngigkeitsprinzip besagt, dass sich die
beiden Koordinaten unabhiingig voneinander ent-
wickeln. Dies gilt immer fiir gleichférmig beschleu-
nigte Bewegung.

Exp. 18: Unabhingigkeitsprinzip.

x(t)) v t
X, Z z(t)) | -g2 £
x(t)
t
z(t)

Abbildung 2.13: Koordinaten

Die x-Komponente der Geschwindigkeit ist kon-
stant, die x Koordinate wichst deshalb linear (in bei-
den Fillen; fiir die rote Kugel ist v, = 0). Die z-
Komponente ist gleichformig beschleunigt; die Ko-
ordinate wichst deshalb quadratisch mit der Zeit.
Dies gilt fiir beide Kugeln.

Die Voraussage kann verifiziert werden, indem man
2 Kugeln gleichzeitig fallen ldsst, von denen die eine
zusitzlich eine horizonatale Geschwindigkeitskom-
ponente erhélt.

Exp. 18a: Affenschuss

Ein weiteres Experiment dazu ist der "Affenschuss":
Ein Jédger zielt auf einen Affen. Dieser lisst sich fal-
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2 Mechanik

Abbildung 2.14: Unabhingigketsprinzip: Eine Ku-
gel wird fallen gelassen, die ande-
re gleichzeitig horizontal geworfen.
Beide treffen gleichzeitig am Bo-
den auf.

Abbildung 2.15: Der ”Affenschuss”.

len wenn er den Miindungsblitz des Gewehrs sieht.
Wohin muss der Jiger zielen um den Affen (Hohe
h, Distanz xp) zu treffen? Was ist der Einfluss der
Anfangsgeschwindigkeit vy? VernachlidBigt man zu-
nichst die Erdbeschleunigung, so muss der Jager of-
fenbar auf den Affen zielen um ihn zu treffen, d.h.
tan & = h/xy. Die Flugzeit der Kugel ist
X0

th = .
Vo Ccos

Der zusitzliche Einfluss der Erdbeschleunigung ist
identisch fiir den Affen und die Kugel: Beide fal-
len um eine Strecke z = — gt& /2. Die Kugel trifft so-
mit unabhingig von der Miindungsgeschwindigkeit
wenn der Jiger richtig zielt und der Affe sich sofort
fallen ldsst.

Im Sinne einer kurzen Zusammenfassung soll hier
nochmals daran erinnert werden, was das Thema der

d/dt

Geschwindigkeit Beschleunigung

r(t) v(t) a(t)

o

[at

Abbildung 2.16: Zusammenfassung der Kinematik.

Kinematik ist: Es geht um die Beziehung zwischen
Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung, welche
aus einander durch Differenzieren, resp. Integrieren
hergeleitet werden konnen. In vielen Fillen gilt dies
fiir die verschiedenen Raumdimensionen unabhin-
gig voneinander.

2.2 Dynamik von Massenpunkten

Die Dynamik befasst sich mit der Bewegung, welche
von Kriften erzeugt und gedndert wird.

2.2.1 Definitionen

Die wichtigsten Grundbegriffe der Dynamik sind die
Masse, der Impuls und die Kraft.

Masse ein Maf fiir den Widerstand eines Korpers
gegen Bewegungsidnderungen. Sie ist unabhén-
gig vom Ort und vom Bewegungszustand. Da-
mit ist sie auch ein geeignetes MafB fiir die
Stoffmenge. Einheit: 1 kg. Man unterscheidet
manchmal zwischen der trigen Masse (siche
oben) und der schweren Masse, welche ein
MaB fiir die Schwerkraft ist. Experimentell fin-
det man keinen Unterschied zwischen schwe-
rer und triager Masse und die Relativitétstheorie
zeigt, dass sie sich nicht unterscheiden.

Exp. 4: Trigheit der Masse

Impuls ist ein MaB fiir die Bewegung. In der klas-
sischen Mechanik ist er gegeben durch das Pro-
dukt aus Geschwindigkeit und Masse. Er ist
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somit eine vektorielle GroBe parallel zur Ge-
schwindigkeit. Einheit: m kg s~!.

Kraft ist ein MaB fiir die Fihigkeit, eine Bewe-
gungsinderung zu erzeugen. Einheit: N = m kg

S

2.2.2 Newton’sche Axiome

Die Grundlage der klassischen Mechanik sind die
drei Newton’schen Axiome:

Tragheitsgesetz: Ein Korper, auf den keine dufe-
ren Krifte wirken, behilt seine Geschwindig-
keit nach Richtung und Betrag bei.

Exp. 10: Gleichformige Bewegung
(Luftkissenschiene)

Abbildung 2.17: Experimentelle Verifikation von
Newton’s Axiomen: Bewegung auf
einer Luftkisenschiene.

Die Bedingung, die in diesem Axiom enthalten ist,
ist in der Praxis natiirlich nur sehr schwer zu rea-
lisieren. Man kann sie in einem Demonstrationsex-
periment niherungsweise verwirklichen indem man
einen Korper auf einem Luftkissen laufen lidsst und
so Reibungskrifte sehr gering hilt. An zwei Stel-
len dieser Schiene wird jeweils gemessen wie lan-
ge der Korper die Fotozelle verdunkelt, wie lange er
also braucht um eine Strecke zuriickzulegen, die sei-
ner eigenen Linge entspricht. Wir erwarten eine Zeit

t =1/v, wobei [ die Linge des Korpers darstellt. De
gemessene Zeit ist somit indirekt proportional zur
Geschwindigkeit, eine Anderung der Geschwindig-
keit erscheint als eine Anderung der Zeit. Das Ex-
periment zeigt, dass die gemessenen Zeiten in etwa
konstant sind.

Aktionsgesetz = Grundgesetz der Mechanik: Die
zeitliche Anderung des Impulses p = mv ist
gleich der resultierenden Kraft F':

dp -
— =F.
dt

Eine Kraft wirkt auf diese Korper offenbar am Um-

kehrpunkt; dies geschieht durch zwei Federn, welche

am Wagen, resp. an der Schiene befestigt sind.

Wechselwirkungsgesetz (actio = reactio): Wirkt
ein Korper 1 auf einen Korper 2 mit der Kraft
F15 so wirkt der Korper 2 auf den Korper 1 mit

der Kraft
ﬁ21 = —ﬁlz,

d.h. mit gleichen Betrag und umgekehrter Richtung.

Abbildung 2.18: 3. Newtonsches Axiom: der Apfel
erfihrt die gleiche Kraft wie die Er-
de.

Exp. 24: Actio = Reactio

Dieses Prinzip kann in einem einfachen Experiment
verifiziert werden. Dabei werden nicht direkt die
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Krifte gemessen, sondern das Integral der Krifte.
Aus
dp
F=—
dt
folgt

15}
| Fat=ap=ple) - plan),
1

d.h. die gesamte Wirkung der zeitabhingigen Kraft
F ist eine Impulsidnderung Ap. Sind die beiden Kréf-
te zu jedem Zeitpunkt entgegengesetzt so sind auch
die Impulsidnderungen entgegengesetzt.

Dies kann sehr schon an Wagen auf einer Luftkissen-
schiene gezeigt werden, z. B. indem man die beiden
Wagen zunichst in Ruhe starten, wobei eine Feder
zwischen ihnen komprimiert ist, die eine absto3en-
de Kraft erzeugt. Dadurch werden sie in entgegen-
gesetzte Richtungen beschleunigt. Sind beide gleich
schwer so erhalten sie auch die gleiche (entgegenge-
richtete) Geschwindigkeit, wie die Messung durch
die beiden Lichtschranken ergibt. Wird die Masse
des einen Wagens verdoppelt, so bewegt sich die-
ser langsamer; seine Geschwindigkeit ist nur halb so
grof} wie diejenige des leichteren Wagens, und damit
haben beide den gleichen Impuls,
Vi
mpvy =2m|— = myvj .

2

@ Triigheitsgesetz : v = const
ohne fiufere Kraft

@ Aktionsgesetz : dp/dt=F
@ Actio = Reactio : F, =-F,,

Voraussetzungen:

@ Inertialsystem (d.h. nicht beschleunigt)

@ Kleine Geschwindigkeiten, v <<¢

Abbildung 2.19: Newton und seine Axiome.

Diese drei Grundgesetze sind die wichtigsten Grund-
lagen fiir die Dynamik. Ihre Einfiithrung fiihrte zu ei-
ner radikalen Vereinfachung der Physik und Astro-
nomie.

Der experimentelle Befund ist, dass diese drei Axio-
me gelten sofern folgende Bedingungen erfiillt sind:

* Das Bezugssystem ist nicht beschleunigt; Be-
zugssysteme, in denen die drei Axiome gelten
werden als Intertialsysteme bezeichnet.

* Die (relativen) Geschwindigkeiten der Korper
sind klein im Vergleich zur Lichtgeschwindig-
keit (Relativititstheorie).

2.2.3 Krifte

Krifte sind aus der Statik bekannt, welche im We-
sentlichen auf dem Gleichgewicht der Krifte beruht.
In der Dynamik sind die Krifte die Ursache fiir Be-
wegungsianderungen. Dazu gehoren z.B. elastische
Krifte, welche im linearen Bereich mit dem Hoo-
ke’schen Gesetz F = —cAx beschrieben werden kon-
nen.

Ein besonders interessanter Fall ist die Gewichts-
kraft. Sie resultiert aus der Massenanziehungskraft

Hier stellt

2 3
G=667-101 " _667.10 11
kgs? kgs?
die Gravitationskonstante dar. Wegen der Schwi-
che der Gravitationswechselwirkung ist eine ent-
sprechende Messung sehr aufwéndig und bedarf gu-
ter Planung um Fehler zu vermeiden.

Die Schwerkraft, die z.B. im Schwerefeld der Erde
auf einen Korper wirkt, ist somit proportional zur
Masse des Korpers. Die resultierende Beschleuni-

gung

1

v 1dp 1 -

1
dt  mdt m
Hier ist g die Erdbeschleunigung, welche offenbar
gegeben ist durch

a=

_ GmEqe.

2
TErde
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Damit ist die induzierte Impulsdnderung proportio-
nal zur Masse, wihrend die Beschleunigung unab-
hingig von der Masse ist.

Exp. 15: freier Fall im Vakuum

Abbildung 2.20: Freier Fall eines Apfeld und deiner
Feder im Vakuum.

Letzterer Effekt wird bekanntlich im Allgemeinen
davon iiberdeckt, dass unterschiedliche Luftreibung
vorliegt, kann aber im Vakuum leicht gezeigt wer-
den. In diesem Bild werden ein Apfel und eine Fe-
der im Vakuum fallen gelassen. Die einzelnen Auf-
nahmen zu unterschiedlichen Zeiten zeigen, dass sie
gleich schnell fallen.

Eine weitere Art von Kriften sind elektrische und
magnetische Krifte; diese werden im Kapitel 3 be-
handelt.

2.2.4 Reibungskriifte

Eine weitere Gruppe von Kriften sind Reibungskrif-
te. Man unterscheidet zwischen Gleitreibung und
Haftreibung. Haftreibung fiihrt dazu, dass ein Kor-
per sich nicht bewegt, wenn die daran angreifen-
de Kraft geringer ist als die Haftreibung. Gleitrei-
bung entsteht wenn ein Korper sich gegeniiber einer
Unterlage oder einem Medium bewegt. Sie ist der

Bewegungsrichtung entgegengesetzt und hiangt von
der relativen Geschwindigkeit zwischen Korper und
Umgebung ab. Man unterscheidet

AuRere Reibung/Festkorperreibung. Bei Fest-
korpern, dies sich auf einer festen Unterlage
bewegen. Hier ist die Reibungskraft Fg (in ge-
wisser Ndherung) proportional zur Normalkraft
Fy, mit der der Korper auf die Unterlage driickt:

Fr = [.LFN.

Die Proportionalitdtskonstante y wird als Reibungs-
zahl bezeichnet; sie ist unabhingig von der (makro-
skopischen) Kontaktfliche und von der Geometrie.
Man unterscheidet zwischen Gleitreibung und Haft-
reibung, wobei die erstere sich auf bewegte Korper
bezieht, die zweite auf ruhende. Typische Reibungs-
koeffizienten liegen im Bereich von 0.1 bis 0.5, wo-
bei Extremwerte deutlich kleiner, aber auch grofer
als 1 werden konnen.

Exp. 25 : Reibung

Abbildung 2.21: Messung des Reibungswiderstan-
des mit Hilfe eines Federkraftmes-
sers.

In diesem Experiment misst man die Stirke der Rei-
bung iiber eine Federwaage. Wir stellen fest, dass die
Haftreibung grofler ist als die Gleitreibung und dass
die Gleitreibung mit dem Gewicht des Korpers zu-
nimmt,

Innere Reibung in Fliissigkeiten. Fiir laminare
Stromungen gilt ndherungsweise

FR = bv.

Der Reibungskoeffizient b hingt von der Grofle und
Form des Korpers und der Viskositit der Fliissigkeit
ab. Fiir eine Kugel mit Radius r gilt

bx =6mnr.
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turbulente Reibung
Luftreibung

innere Reibung
Flassigkeitsraibung

@uliere Reibung
Fastkorperreibung

v,

Fy— 1y

Fa=by

Abbildung 2.22: Reibungskrifte.

Exp. 73: viskose Reibung

Abbildung 2.23: Freier Fall einer Kugel in OL.

Diese kann gemessen werden indem man die Sink-
geschwindigkeit von Kugeln in einer viskosen Fliis-
sigkeit misst. Nach einer ”Anlaufstrecke” erreicht
die Kugel eine konstante Geschwindigkeit. Diese
ist dadurch bestimmt, dass die Schwerkraft gerade
gleich grof3 und entgegengesetzt gerichtet zur Rei-
bungskraft ist:

Fg =Fgr = (mg —mp;)g =61Mrv.

Hier ist mg die Masse der Kugel und mp; die Mas-
se der verdringten Fliissigkeit, welche Auftrieb er-
zeugt. Wir schreiben diesen Ausdruck als

4r
(Px = pr1) 5 r'g = 6mmrv
und 16sen auf nach der Geschwindigkiet v:

2
v=(pk —sz)%rz.

Groflere Kugeln sollten also schneller fallen.

Turbulente Reibung / Luftreibung. Sie kann

niherungsweise beschrieben werden als

FR :dVZ.

Der Luftreibungskoeffizient d hingt von Form und
Oberfliche des Korpers, aber auch von der Art des
stromenden Mediums ab. Eine iibliche Beschreibung
verwendet den Widerstandsbeiwert c,,:

1
d= ECWPA7

wobei p die Dichte des Mediums und A die Quer-
schnittfliche darstellt.

2.2.5 Raketengleichung

Abbildung 2.24: Rakete beim Start.

Raketen bewegen sich im Weltraum und kénnen be-
schleunigen, ohne dass duflere Krifte auf sie wirken.
Wie ist dies mit dem Impulssatz vereinbar?

Abbildung 2.25: Modell einer Rakete.

Raketen erzeugen Schub indem sie einen Treibstoff
mit moglichst hoher Geschwindigkeit nach hinten
ausstofen. Die Impulserhaltung gilt fiir das Gesamt-
system Rakete plus Treibstoff (Vorrat in der Ra-
kete plus ausgestoBener Teil). Der Treibstoff wird
nach hinten beschleunigit, mit einer Kraft, welche
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gleich stark die Rakete nach vorn beschleunigt. Da-
durch dndert sich sowohl die Masse wie auch die Ge-
schwindigkeit der Rakete: im Zeitinterval dt dndert
sich die Masse m der Rakete um dm (mit dm<0) und
die Geschwindigkeit v um dv (>0). Der Impuls des
Gesamtsystems (=Rakete plus ausgestoener Treib-
stoff) dndert sich somit um

—p()
[((m+ dm)(V+ dV)
= mdvV —dm(Vr — (V+dV)) =

dp = p(t+dr)

—my

0.

Hier stellt vy die Geschwindigkeit des Treibstof-
fes dar. Wir definieren die Geschwindigkeit v,,; des
Treibstoffs relativ zur Rakete als

— me/‘T]

Viet = V1 — (V4 dV)
und erhalten damit die Raketengleichung
dp =mdvV—dmv,,; =0.

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet fiir
Anfangsgeschwindigkeit vy, konstante Austrittge-
schwindigkeit des Treibstoffes und konstante Rate
des TreibstoffausstoBes

myo
)
Mend

Vend = Vo + Ve In

wobei mg die Anfangsmasse bezeichnet und m,,,; die
verbleibende Masse bei Brennschluss.

In(p!- ",

end rel

0\\\‘\.\1[‘9.\\\\\.\\.1

T
0.2 0.4 0.6 08

Nutzlast / Gesamtmasse

Abbildung 2.26: Endgeschwindigkeit der Rakete als
Funktion der Nutzlast.

Man kann somit beliebig hohe Geschwindigkeiten
erreichen: Allerdings nimmt das verbleibende Ge-
wicht (d.h. die Nutzlast) exponentiell mit der Ge-
schwindigkeit ab.

Exp. 47: Raketenantrieb

Abbildung 2.27: Modellrakete.

Ein einfaches Modell einer Rakete zeigt bereits die
wichtigsten Merkmale. Diese Modellrakete kann mit
Luft oder Wasser als Treibstoff verwendet werden,
wobei die Relativgeschwindigkeit in beiden Fillen
durch Aufpumpen mit Druckluft erzeugt wird. Wh-
rend die Endgeschwindigkeit bei Luft als Treib-
stoff relativ bescheiden ist findet man bei Wasser als
Treibstoff eine wesentlich hohere Endgeschwindig-
keit. Die relative Austrittsgeschwindigkeit ist im Fal-
le von Luft hoher, das Massenverhiltnis ist jedoch
bei Wasser als Treibstoff erheblich giinstiger.

In der theoretischen Analyse haben wir die Schwer-
kraft nicht beriicksichtigt. Startet die Rakete von der
Erde muss noch die Schwerebeschleunigung abge-
zogen werden, so dass die resultierende Beschleu-
nigung und Geschwindigkeit deutlich niedriger wer-
den.

Als Beispiel betrachten wir die erste Stufe der Sa-
turn V Rakete des Apollo Programms. Thre Ausstof3-
geschwindigkeit v,.; betrug 2220 m/s, die Startmasse
mo = 2,95-10° kg, die Nutzlast 27% davon, und die
Brenndauer 130 s. Bei konstantem Massestrom be-

trug dieser
dm 0,73 kg
— = = 16565 —=
di 1305
Dies entspricht einem Schub
dm

Vel = 16363 -2220N = 36,8MN.

Damit war die Anfangsbeschleunigung am Boden

dv
dr

yd’" Frel 266 .
my S
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Am Ende der Brenndauer ist die Beschleunigung

dv dm Vrel m
= =36,4—.
dt ‘ Mend ’ S2
Die Endgeschwindigkeit betrégt

Vend = —8IB + VrerIn L =—1275+ 2906T

end S
k
— 1,632
S

2.3 Arbeit und Energie

2.3.1 Motivation und Definition

Prinzipiell kann man mit den Newton’schen Axio-
men die Bewegung von Massenpunkten wie auch
Systemen von Massenpunkten beschreiben. In vie-
len Fillen ist es aber sehr aufwendig, die Bewe-
gungsgleichungen exakt zu losen. Es ist dann niitz-
lich, andere Methoden zur Verfiigung zu haben, um
relevante Aussagen machen zu konnen. Ein wich-
tiges und sehr leistungsfihiges Hilfsmittel ist das
Konzept der Energie.

Abbildung 2.28: Ein fahrender Zug besitzt kineti-
sche Energie.

Als Beispiel betrachten wir eine Eisenbahn, die mit
einer Geschwindigkeit von 250 km/h auf ebener
Strecke fahrt. Die Zugkraft der Lokomotive reicht
genau um die Reibungskraft zu iiberwinden. Sie
fahrt auf einen Hiigelkamm zu, der 200 m iiber der

Ebene liegt. Gelingt es der Eisenbahn, diesen Hiigel
mit konstanter Zugkraft zu tiberqueren? Die Frage
kann mit Hilfe der Newton’schen Axiome diskutiert
werden, aber nur wenn der gesamte Streckenverlauf
(genauer: die Steigung als Funktion des Ortes) be-
kannt ist. Am Ende des Kapitels werden wir zeigen,
dass dies nicht nétig ist.

Exp. 23: Hemmpendel

Abbildung 2.29: Das Hemmpendel

Ein zweites Beispiel kann etwas einfacher im Expe-
riment gezeigt werden: Wir betrachten ein schwin-
gendes Pendel, bei dem wir jeweils einmal pro halbe
Periode eine Umlenkung einfiihrten, so dass die Pen-
dellinge verkiirzt wird. Frage: wie sieht die Bahn des
Pendels jetzt aus?

Wir beginnen mit der Definition der Arbeit. Die Ar-
beit, die an einem System geleistet wird, ist definiert
als das Integral der Kraft F, welche von auflen auf
das System ausgeiibt wird, iiber den Weg,

- S2
AW = F-d5 — lez/ F.ds.
51

Die Einheit der Arbeit betrigt demnach
[W] =Nm = J = Joule = m*kgs >

Wie aus der Definition hervorgeht tragt nur diejenige
Komponente der Kraft zur Arbeit bei, welche paral-
lel zum zuriickgelegten Weg wirkt, resp. nur diejeni-
ge Komponente des Weges, die parallel zur angeleg-
ten Kraft zuriickgelegt wird.
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Die Kraft, welche hier eingesetzt werden muss, ist
die von auBen angelegte Kraft. Somit ist die Ar-
beit positiv definiert wenn gegen den Widerstand
des Systems Arbeit verrichtet wird, z.B. wenn ein
Korper angehoben wird. Im Falle eines Motors, wo
der explodierende Treibstoff eine Kraft erzeugt, wird
dem Motor Arbeit entzogen, d.h. die am Motor ge-
leistete Arbeit ist negativ. Dies kann man natiirlich
auch so betrachten, dass der Motor an seiner Umwelt
Arbeit leistet.

2.3.2 Beispiele

Ist die Kraft unabhingig vom Ort, so muss ledig-
lich die Projektion des Weges auf die Kraft integriert
werden. Beispiele dafiir sind die Schwerkraft (in der
Niéhe der Erdoberfliche), die Beschleunigungskraft
fiir eine konstante Masse, oder die Arbeit gegen eine
Reibungskraft.

FooM
FG T h].
+ 1

Abbildung 2.30: Hebung eines Korpers.

Ein typischer Fall ist die Hebung eines Korpers
gegen die Gewichtskraft. Hier ist die erforderliche
Kraft F = —F; = mg, unabhingig vom Ort. Da
Kraft und Wegelement parallel sind, reduziert sich
das Integral auf
hy _, h
W= F-ds=mg | ds=mg(hy—hy).
h hy
Mit der Notation & = hy — hy fiir die Hohendifferenz
erhélt man somit fiir die zu leistende Arbeit

W = mgh.

Die Arbeit hingt somit nur von der Hohendifferenz
h ab.

Wir betrachten als nichstes den Fall, dass ein Korper
auf einer schiefen Ebene reibungsfrei nach oben ge-
schoben wird. Die Hangabtriebskraft betrigt Fy =

Abbildung 2.31: Schiefe Ebene.

—mg sin. Somit ist eine gleich starke Kraft in
Bewegungsrichtung notwendig, um den Koérper zu
transportieren. Die zuriickgelegte Wegstrecke be-
trigt i/ sin . Somit ist insgesamt eine Arbeit W =
mgh notwendig. Offenbar ist dies unabhédngig von
der Neigung der Ebene.

Fg F
ol -

5

F

Abbildung 2.32: Verschiebung in der Ebene.

Als nichsten Fall betrachten wir die Arbeit, die be-
notigt wird, um einen Korper auf einer horizonta-
len Fliche gegen die Reibungskraft zu bewegen. Die
Reibungskraft betrigt

Fr = pFy = pgm.

Um den Korper iiber eine Distanz s zu transportie-
ren betrigt die Arbeit somit W = pigms, sofern der
Reibungskoeffizient y konstant ist.

F F
it -

O O

Abbildung 2.33: Reibungsfreie Bewegung.

Das nichste Beispiel ist ein Korper, der sich rei-
bungsfrei auf ebener Strecke bewegt. Eine duflere
Kraft (die gegen die Tréigheitskraft wirkt) bewirkt
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in diesem Fall eine Beschleunigung. Die Kraft ist
F = ma. Betrigt die Geschwindigkeit des Korpers
zu Beginn vy und wird er gleichméaBig beschleunigt,
so legt er wihrend einer Zeit At eine Distanz

s = voAr + gAl‘2
2
zuriick, wobei die Geschwindigkeit auf
v =vy+ alAt
erhoht wird. Wir 16sen die zweite Gleichung nach

VvV —V
At 0

a

auf und setzen in die erste ein:

_ )2
s = VoAt + AR = vo(v=vo) + (v=vo) =
2 a 2a
2vvp — 2v3 4+ 2 +v3 — 2vwg vi—v3
2a 2a

Die Arbeit, welche dafiir geleistet werden muss, be-
trdgt somit

v —vh

).

Die entspricht gerade der Anderung der kinetischen
Energie des Morpers.

W:Fs:mas:%(

Die Kraft kann auch mit dem Weg variieren; in die-
sem Fall muss die Integration explizit durchgefiihrt
werden. Wir betrachten hier zwei Beispiele:

-+ —
==-CX X

Abbildung 2.34: Federkraft

Der einfachste Fall ist wohl das Federgesetz, wo die
Kraft proportional zur Auslenkung ist, Fy = —cx.
Die Kraft, welche von auflen angelegt werden muss,
ist deshalb F' = cx und die Arbeit betragt

C

b b
Wub:/ Fdx:c/ xdx:i(bz—az).

In diesem Fall wird die an der Feder geleistete Arbeit
in poenzielle Energie der Feder iiberfiihrt.

2.3.3 Energie

In den meisten hier diskutierten Fillen ist die Ar-
beit, die am Korper geleistet wurde unabhingig vom
Weg, den man vom Anfangs- zum Endpunkt genom-
men hat, also z.B. von der Geschwindigkeit 0 zur
Geschwindigkeit v. Durch die Arbeit, die am Kor-
per geleistet wurde, ist er in eine hohere Lage oder
zu einer hoheren Geschwindigkeit gebracht worden.
Dadurch ist er selbst in die Lage gebracht worden,
an anderen Korpern Arbeit zu leisten. Die Grofle,
welche diese Fahigkeit quantifiziert, ist die mechani-
sche Energie (potenzielle oder kinetische): die Ener-
gie des Korpers (oder Systems) bezeichnet sein Po-
tenzial, Arbeit zu leisten. Sie ist eine Grofle, die rein
durch den Zustand bestimmt ist, unabhingig vom
Weg, auf dem der Zustand erreicht wurde.

In der Mechanik unterscheidet man zwei Arten von
Energie, die kinetische und die potenzielle Energie:

Enecnh = Exin + Epol-

Die kinetische Energie ist eine Funktion von Ge-
schwindigkeit oder Impuls und Masse des Korpers,
die potenzielle Energie ist abhingig von Ort und
Masse sowie von den Kriften, die auf das System
wirken. Es konnen sowohl duflere Krifte wie auch
innere Krifte beitragen.

Die Anderung der mechanischen Energie eines Sy-
stems ist gleich der an diesem System geleisteten Ar-
beit,

AE =E;, —E| =W,

Wenn wir noch einen Nullpunkt fiir die Energie defi-
nieren, konnen wir somit direkt die Ausdriicke iiber-
nehmen, die wir fiir die Arbeit hergeleitet haben.

Nicht jede Art von Arbeit fiihrt zu einer Anderung
der mechanischen Energie des Systems. Das oben
diskutiert Beispiel der Arbeit gegen eine Reibungs-
kraft ist ein typisches Beispiel wo die mechanische
Energie nicht gedndert wird: der Korper ist immer
auf der gleichen Hohe, bei der gleichen Geschwin-
digkeit. Die aufgewendete Arbeit wird stattdessen in
Reibungswirme umgewandelt. Ob eine Kraft, gegen
die Arbeit geleistet wird, zu einer entsprechenden
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Anderung der Energie des Systems fiihrt, wird am
besten mit folgendem Kriterium gemessen:

Wir betrachten einen geschlossenen Pfad, d.h. das
System wird nach einem beliebigen Weg, welcher
gegen diese Kraft zuriickgelegt wird, wieder in
den Ausgangszustand gebracht (gleicher Ort, gleiche
Geschwindigkeit). Verschwindet die Arbeit fiir die-
sen geschlossenen Pfad, so wird die Kraft als kon-
servativ bezeichnet. Dies ist fiir alle oben genannten
Krifte mit Ausnahme der Reibungskraft erfiillt. Die
Reibungskraft wird deshalb als nicht-konservativ be-
zeichnet.

Es existiert keine absolute Skala fiir die Energie; ge-
messen werden immer Energiedifferenzen. Bei jeder
Energieform muss deshalb ein Referenzpunkt fest-
gelegt werden, denjenigen Zustand fiir den die Ener-
gie als Null definiert wird. Fiir die kinetische Energie
wihlt man den Nullpunkt bei v = 0; somit ist die ki-
netische Energie gegeben durch die Arbeit, welche
geleistet werden muss, um den Korper von 0 auf v
zu beschleunigen,
Exin = Woy = gvz-

Eng verwandt mit der Energie ist die Leistung, wel-
che sich durch Differenzierung nach der Zeit ergibt,

dE J
7 [P] . W =Wa

Handelt es sich um eine mechanische Leistung (Ar-

beit pro Zeit) und ist die Kraft konstant, so kann die

Leistung auch als Kraft mal Geschwindigkeit defi-
niert werden:

dw d

P = — = —

dt dt

—

- - ds
F.di=F.2
/ g d

F-v.

2.3.4 Potenzielle Energie

Potenzielle Energie ist immer mit einer konservati-
ven Kraft verbunden. Wir hatten zum Beispiel die
Federkraft diskutiert, bei der die Arbeit, welche ge-
leistet werden musste, um die Feder zu spannen, pro-
portional zum Quadrat der Auslenkung ist. Demnach
ist ihre potenzielle Energie

L

EFZECX .

Eine andere Form von potenzieller Energie ist die
Lageenergie im Schwerefeld. Da die Schwerkraft
unabhingig ist vom Ort wird die potenzielle Energie
proportional zur Hohe,

Ejge = mgh.

In diesem Fall wurde der Energienullpunkt so ge-
wihlt, dass ein Korper auf der Hohe h=0 keine po-
tenzielle Energie besitzt.

Abbildung 2.35: Potenzielle Energie einfacher 2-
atomiger Molekiile als Funktion
des atomaren Abstandes.

Bei potenzieller Energie, die mit einer distanzabhén-
gigen Kraft verbunden ist, wie z.B. der Gravitations-
energie oder der Coulomb-Energie, wihlt man den
Nullpunkt meist fiir unendlich getrennte Korper. Die
Kraft ist in beiden Fillen proportional zu r% und die
potenzielle Energie, welche durch das Integral tiber
die Kraft gegeben ist, zu —1/r.

Ein Molekiil als eine deformierbare Ansammlung
von Atomen besitzt es eine potenzielle Energie als
Funktion der Geometrie. In allen Fillen hingt die
Energie von rdumlichen Koordinaten ab.

Trigt man die potenzielle Energie als Funktion des
Ortes auf so erhilt man eine Kurve, aus der man
leicht qualitative (und auch quantitative) Aussagen
machen kann iiber die Bewegung, welche das Sys-
tem durchfithren wird. In einem eindimensionalen
System bewegt sich das System (falls es zu Beginn in
Rubhe ist) auf der Potenzialkurve nach unten, wobei
potenzielle Energie in kinetische Energie umgewan-
delt wird, d.h. das System beschleunigt. Indem die
dadurch erzeugte kinetische Energie wieder in po-
tenzielle Energie umgewandelt wird kann das Sys-
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tem sich auch auf der Potenzialkurve aufwérts be-
wegen.

2.3.5 Kraft und Gleichgewicht

Die potenzielle Energie wird dem System zugefiihrt
indem daran Arbeit verrichtet wird. Daraus lisst sich
umgekehrt ableiten wie grof} die (konservative) Kraft
ist, welche iberwunden werden muss, um dem Sys-
tem die entsprechende potenzielle Energie zuzufiih-
ren:

Die Kraft, welche von auflen aufgebracht werden
muss betragt
dw  dE,y
F=—=""
ds ds

Diese ist im Gleichgewicht entgegengesetzt gleich
der Kraft, welche das System auf seine Umgebung
ausiibt. Wird keine dullere Kraft auf das System an-
gewendet, so bewegt es sich nur unter dem Einfluss
der potenziellen Energie. Es wird dann beschleunigt
durch eine entgegengerichtete Kraft

_dEpo

F
P ds

Die Kraft, welche auf einen Korper wirkt, kann so-
mit aus der Ortsabhingigkeit der potenziellen Ener-
gie bestimmt werden. In drei Dimensionen gilt ent-
sprechend

ﬁP = *VEpotv

d.h. die resultierende Kraft zeigt in Richtung des
steilsten Abfalls.

Offenbar gibt es auch Situationen, in denen kei-
ne Kraft auf den Korper wirkt. Dies ist der Fall
bei einem Maximum, bei einem Minimum oder ei-
nem ebenen Teil der Potenzialkurve. Man bezeich-
net diese Punkte als instabiles, stabiles oder neutra-
les Gleichgewicht: bei einem instabilen Gleichge-
wicht fiihrt eine geringe Auslenkung dazu, dass eine
Kraft wirkt und das System immer stirker beschleu-
nigt. Ein Beispiel dafiir ist ein Bleistift, der auf sei-
ner Spitze steht. Im Fall des stabilen Gleichgewichts
fiihrt eine Auslenkung zu einer Kraft, welche das
System zuriick zum Gleichgewicht treibt, wahrend

in einem neutralen Gleichgewicht verschiedene Po-
sitionen mit identischer Energie vorhanden sind und
eine Auslenkung keine Kraft erzeugt.

2.3.6 Umwandlung und Erhaltung von
Energie

Unterschiedliche Energieformen konnen ineinander
umgewandelt werden. Dies geschieht z.B. wenn man
einen Korper fallen ldsst: dabei wird potenzielle
Energie in kinetische Energie umgewandelt.

In einem Pendel wird ebenfalls Energie von poten-
zieller in kinetische umgewandelt (und umgekehrt):
Ein mathematisches Pendel bewegt sich wie

8

=
l,

®(t) = Asinot
wobei @ den Winkel der Auslenkung darstellt, / die
Linge des Pendels und A die Amplitude der Schwin-
gung. Die potenzielle Energie ist gegeben durch die

Hohe,
z mgl

P
=mgh=mgl— = —

> > (Asinot)?,

Epot
wobei - wie immer beim mathematischen Pendel -
die Niherung sin® ~ @, cos® ~ 1 — ®?/2 verwen-
det wurde. Die kinetische Energie ist

Epin = %vz = %lzcbz = %12(02(14 cos a)t)2
l
= mgiA2 cos® wr.

Die Summe aus potenzieller und kinetischer Energie
ist somit

/
=mg-AZ,

l
E= ngAz(cos2 ot + sin” @r) >

also zeitunabhingig. Es findet lediglich ein aus-
tausch zwischen den beiden Energieformen statt.

Wird die Energie eines Systems erhoht indem daran
Arbeit geleistet wird, so muss dazu die Energie eines
anderen Systems erniedrigt werden. Allgemein gilt,
dass Energie weder erzeugt noch vernichtet werden
kann. Energie ist eine Erhaltungsgrofe. Sie kann aus
einer Form in eine andere tiberfiihrt werden oder von
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einem Ort zu einem anderen Ort transportiert wer-
den, die gesamte Energie eines abgeschlossenen Sy-
stems bleibt jedoch konstant. Im Rahmen der Me-
chanik ist die Energie auf potenzielle und kinetische
Energie beschrinkt, so dass gilt

Enech = Ekin + Epg[ = konst.

Exp. 22: Kugeltanz

Die Umwandlung von potenzieller in kinetische
Energie kann man z.B. beim Fallenlassen eines Kor-
pers beobachten. Beim Auftreffen auf dem Boden
wird die kinetische Energie kurzfristig in elastische
Energie umgewandelt, dann wieder in kinetische
und schlieBlich wieder in potenzielle. Die Umwand-
lungsprozesse sind nie 100% effizient, sondern ein
Teil der Energie wird jeweils in Wirme umgewan-
delt. Deshalb erreicht die Kugel nicht mehr ganz die
Ausgagshohe.

Nicht in allen Fillen wird die Arbeit, die am System
geleistet wurde, auch in mechanische Energie um-
gewandelt. Erfolgt die Arbeit gegen eine Reibungs-
kraft, wie z.B. beim Transport eines Korpers auf ei-
ner horizontalen Ebene mit konstanter Geschwindig-
keit, so bleibt die mechanische Energie des Korpers
konstant. In diesem Fall wird die geleistete Arbeit in
Wirme umgewandelt.

Es ist nicht méglich, zu "beweisen”, dass die Energie
eines beliebigen Systems konstant ist. Der Energie-
erhaltungssatz ist jedoch mit allen bisher gemach-
ten Erfahrungen vereinbar. Er kann auflerdem be-
wiesen werden fiir den Fall, dass die Naturgesetze
zeitlich invariant sind. Dies ist wiederum ein nicht
beweisbarer Glaubenssatz, welcher mit allen bis-
her gemachten Erfahrungen iibereinstimmt. Im Falle
der oben erwihnten nichtkonservativen Krifte (z.B.)
Reibung, bei denen die gesamte Arbeit iiber einen
geschlossenen Pfad nicht verschwindet, wird die ge-
leistete Arbeit in Wirmeenergie umgewandelt. Au-
Berdem sind Energie und Materie dquivalent, d.h. sie
konnen ineinander umgewandelt werden.

Wenn in den Medien von einem "Energieproblem"
die Rede ist, oder sogar von einem "Energieman-
gel" so kann sich dies offenbar nicht auf die gesam-

Abbildung 2.36: Gibt es ein "Energieproblem”?

te zur Verfiigung stehende Energie beziehen, son-
dern offenbar nur auf bestimmte Formen von Ener-
gie. Da es nicht moglich ist, Energie zu erzeugen,
kann das "Energieproblem" auch nicht "gelost" wer-
den indem man mehr Energie erzeugt. Es gibt jedoch
unter den unterschiedlichen Formen der Energie sol-
che die niitzlicher sind als andere. So konnen die me-
chanischen Formen der Energie theoretisch zu 100%
in andere Energieformen umgewandelt werden. Be-
wegt man sich von A (z. B. Uni Dortmund) nach B
(z. B. nach Hause) und wieder nach A, so ist offenbar
die mechanische Energie des Korpers, welcher da-
bei bewegt wurde, konstant geblieben. Die Energie,
welche dabei "verbraucht" wurde, wurde somit nicht
in mechanische Energie des transportierten Korpers
umgesetzt, sondern typischerweise in Wirme umge-
wandelt. Die minimal fiir einen solchen Transport
notwendige Energie ist damit Null. Ein Verkehrssy-
stem kann als umso intelligenter bezeichnet werden,
je néher es diesem Grenzwert kommt.

2.3.7 Anwendungen

Die Verwendung des Prinzips der Energieerhaltung
kann Rechnungen héufig stark vereinfachen. Als
Beispiel berechnen wir die Geschwindigkeit eines
Pendels am tiefsten Punkt. Man verwendet dazu die
Tatsache, dass die kinetische Energie am niedrig-
sten Punkt gerade gleich der potenziellen Energie am
hochsten Punkt ist,

mna

Ekin (CI) = O) = Epot (cbmax) = )

= mgh.
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Somit ist die Geschwindigkeit am niedrigsten Punkt

v=1/2gh,

d.h. wie wenn ein Korper fallengelassen wird, aufler,
dass in diesem Fall die Geschwindigkeit horizontal
ist. Der Faden iibt zwar eine Kraft aus auf die Pen-
delmasse, da die Linge konstant ist leistet er aber
keine Arbeit.

D

Abbildung 2.37: Bahn des Hemmpendels.

=
"y

Damit kénnen wir auch die Frage beantworten was
fiir eine Bahn das Hemmpendel beschreibt: auf der
gestreckten Seite wird die gesamte potenzielle Ener-
gie in kinetische Energie umgewandelt.

Auf der gehemmten Seite wird die kinetische Ener-
gie wieder in potenzielle Energie umgewandelt, d.h.
der Pendelkorper erreicht die gleiche Hohe wie auf
der gestreckten Seite.

Hier die Losung der Eisenbahnfrage: Da die Loko-
motive die Reibungskraft kompensiert ist das Sys-
tem &dquivalent zu einem reibungsfreien Zug ohne
Lokomotive. Er kann den Hiigel iiberqueren wenn
die kinetische Energie in der Ebene hoher ist als die
potenzielle Energie auf dem Hiigel. Die beiden Ener-
gien betragen, jeweils durch die Masse dividiert

2

1, m J
2
m J

Die Energie reicht somit aus. Es bleiben sogar 449
m?/s? iibrig, d.h. die Eisenbahn hat noch eine Ge-
schwindigkeit von 30 m/s = 108 km/h.

2.4 StoBprozesse

2.4.1 Definition und Motivation

vorher nachher
StoB :
; V2 V1
d Vi Unbekannte Vo
Wechselwirkung 2
keine keine
Wechselwirkung Wechselwirkung

Abbildung 2.38: Sto3prozess

Unter einem StoB versteht man eine zeitlich begrenz-
te Wechselwirkung zwischen zwei oder mehr Syste-
men, wobei man sich fiir die Einzelheiten der Wech-
selwirkung entweder nicht interessiert oder keine
Moglichkeit hat, sie zu untersuchen oder zu beein-
flussen. Man betrachtet einerseits die Korper be-
vor die Wechselwirkung stattfindet und anderer-
seits dann, wenn die Wechselwirkung praktisch nicht
mehr vorhanden ist. Dazwischen liegt die eigentli-
che Wechselwirkungszone. Interessant ist eine sol-
che Betrachtung vor allem dann wenn die Wechsel-
wirkung mit dem Abstand zwischen den beiden Kor-
pern rasch abnimmt, so dass die beteiligten Korper
sich meist frei und unabhéngig bewegen.

Fiir den gesamten Prozess geht man davon aus, dass
keine duferen Krifte auf das System wirken: Das
Grundgesetz der Mechanik sagt, dass in diesem Fall
der Gesamtimpuls P, des Systems, also die Summe
der Einzelimpulse p;konstant bleibt:

Pees = ) Pi = konst.
i

Ein typischer Fall sind Kollisionen in der Kern- und
Elementarteilchenphysik, wo die Wechselwirkungen
hiufig gar nicht analytisch beschrieben werden kon-
nen. In der Molekiilphysik, resp. bei chemischen Re-
aktionen zwischen Molekiilen ist die Situation sehr
ghnlich: man kennt die Details der Wechselwirkung
nicht, man kann hochstens die Ausgangszustinde
bestimmen und die Produkte analysieren.
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Abbildung 2.39: StoBprozess eines a-Teilchens mit
einem Stickstoffatom.

In vielen Fillen kann man einen Teil oder sogar die
gesamte Kinematik nach dem Stof} vorhersagen oh-
ne die Details der Wechselwirkung zu kennen. Wir
werden fiir geeignete Beispiele die Geschwindigkei-
ten nach dem Stof3 berechnen ohne die Art der Wech-
selwirkung tiberhaupt zu diskutieren. Dies bedeutet,
dass die folgenden Uberlegungen fiir die Gravitati-
onswechselwirkung zwischen Galaxien genau so zu-
trifft wie fiir Billardkugeln oder sub-atomare Teil-
chen in einem Beschleuniger.

StoBprozesse zwischen Atomen und Molekiilen in
Gasen spielen eine wichtige Rolle. Kollisionen zwi-
schen Atomen und Molekiilen sind die Grundlage
fiir die kinetische Gastheorie.

2.4.2 Klassifikation von StoBprozessen

Man unterscheidet verschiedene Arten von Sto3pro-
zessen. Zum einen konnen wir sie anhand der Zahl
der StoBpartner klassifizieren. Im Rahmen dieser
Vorlesung beschrinken wir uns auf zwei StoBpart-
ner.

Ein weiteres wichtiges Kriterium ist, ob beim Stof3
kinetische Energie der Korper in Deformationsener-
gie umgewandelt wird. Je nachdem wird der Sto8 als
elastisch, inelastisch, oder unelastisch bezeichnet.

Da keine duferen Krifte auf das System wirken
ist die gesamte Energie des Systems immer kon-
stant. Bei elastischen St6Ben ist auch die mechani-
sche Energie konstant, bei inelastischen und unela-

Art

elastisch <_O ( )

inelastisch <_© ( )

Abbildung 2.40: Klassifizierung von Stoprozessen
zwischen 2 Korpern.

Charakteristika

Die Summe der kinetischen
Energien vor und nach dem Stofl
ist gleich

Die Summe der kinetischen
Energien vor und nach dem Stof
ist verschieden

Die Korper bewegen sich
nachher mit der gleichen,
gemeinsamen
Endgeschwindi gkeit weiter

unelastisch

stischen StoBen wird ein Teil in Wirme umgewan-
delt.

Abbildung 2.41: Beispiel fiir einen unelastischen
StoB3: Meteorkrater in Arizona.

Ein typisches Beispiel eines unelastischen Stof3es ist
der Aufprall eines Meteoriten auf die Erde: hier wur-
de die gesamte kinetische Energie des Meteoriten in
Wirme umgewandelt.

Ein weiteres typisches Beispiel fiir inelastische oder
unelastische StoBe sind ZusammenstéBe zwischen
Automobilen oder Autos mit stationidren Objekten.
Die Deformationsenergie wird hier sehr leicht sicht-
bar.

2.4.3 Elastischer 2-Korperstof3

Wir betrachten zwei Korper mit Massen m; und m.
Wir diskutieren hier nur den Fall wo die Schwer-
punkte der beiden Korper sich zu jeder Zeit auf der
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Abbildung 2.42: Unelastischer Sto3 eines Automo-
bils.

gleichen Linie bewegen - man spricht dann von ei-
nem zentralen Stofl. Wir brauchen dann den Vektor-
charakter der Geschwindigkeit nicht zu beriicksich-
tigen. Damit konnen wir die Geschwindigkeiten vor
dem StoB mit v; » bezeichnen. Man wiirde erwarten,
dass je nach der Art der Wechselwirkung wéhrend
des StoBes die beiden Korper sich nach dem Stof3
sehr unterschiedlich verhalten.

Um die Geschwindigkeiten v} , nach dem StoB} zu
berechnen bendtigen wir lediglich die Erhaltungssiit-
ze fiir Energie und Impuls. Der Impuls bleibt nach
den allgemeinen Voraussetzungen fiir StoBprozesse
immer erhalten, die mechanische Energie fiir den
Fall elastischer StoBe. Die Erhaltungssitze lauten

/ / / /
p1+p2=mvy +myvy = py+py, =mvy +mpv),

2Ein = mlv% + mzv% = mlv’% + mzv% .

Die beiden Erhaltungssitze konnen als Bestim-
mungsgleichungen fiir die beiden Ausgangsge-
schwindigkeiten verwendet werden. Auflésung nach

V) , ergibt:

/

B 2movo + v (m1 — m2>
| =

my —+myp

v

o 2myvy +V2(m2—m])
5=
my +my

Exp. 30:

elastischer Stof3

Abbildung 2.43: Elastischer Stof} auf Schiene.

Wir betrachten zunichst als einfachen Spezialfall
die Situation wo beide Massen identisch sind, m; =
my = m: Dann vereinfachen sich die Ausdriicke zu

/ . ;)
Vi =V2, V=V,

d.h. die beiden Korper tauschen Geschwindigkeit
(und damit Impuls).

Fiir zwei weitere Spezialfille verwenden wir Schlit-
ten mit einem Massenverhiltnis von 2:1, von denen
der eine jeweils auf den ruhenden zweiten auftrifft.
Ist der massivere Schlitten in Ruhe, d.h. my =2 m,,
v=0, so finden wir durch Einsetzen in die allgemei-
ne Formel

141 2\)1

37 3

d.h. die leichtere Masse bewegt sich nach dem Stof3
riickwirts, die leichtere mit reduzierter Geschwin-
digkeit vorwirts. Im Extremfall von einem grof3en
Massenverhiltnis (m; > m ) wird die leichtere Mas-
se exakt reflektiert.

!/

VIIZ— Vy) =

Der dritte Spezialfall entspricht dem umgekehrten
Massenverhiltnis: my = m /2,v, = 0. Hier bewegen
sich beide Schlitten nach dem Stof} in die gleiche
Richtung, mit dem Geschwindigkeitsverhéltnis 4:1:

Vi 4vy

3 3

Die leichtere Masse bewegt sich somit nach dem
StoB schneller als die schwere vor dem Stof3!

/ /
vlz 7\)2:
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Exp. 32: StoB an Kugelreihe

Abbildung 2.44: Stof an einer Kugelreihe.

Die Ubertragung von Impuls von einem Korper auf
einen anderen kann auch sehr schon mit Hilfe von
aufgehidngten Kugeln gezeigt werden. Wenn wir ei-
ne Kugel in Ruhe haben und eine andere darauf fal-
len lassen so realisieren wir den Fall den wir gerade
berechnet haben. Zwar ist die Bewegung der Kugel
nicht auf einer Geraden, aber unmittelbar beim Stof3
ist die Bewegung horizontal; unmittelbar danach be-
ginnt ein Austausch von kinetischer und potenzieller
Energie, der aber wihrend des Stofles vernachlaBigt
werden kann. Durch Zufiigen weiterer Kugeln erhilt
man verschiedene Fille die auch analog berechnet
werden konnen, wie z.B. den Ubertrag von zwei Im-
pulsen.

Wenn alle Kugeln die gleiche Masse haben sind nach
dem Stofl immer gleich viele Kugeln in Bewegung
wie vor dem StoB. Dies dndert sich, wenn wir Ku-
geln mit unterschiedlicher Masse verwenden - in ex-
akter Analogie zum Stof} auf der Schiene. So schiebt
eine schwere Kugel eine leichtere vor sich her und
gibt nur einen Teil seines Impulses ab. Trifft jedoch
eine leichte Kugel auf eine schwere, so wird sie
reflektiert. wihrend die schwere nur entsprechend
langsamer zuriickweicht.

2.4.4 Unelastischer 2-Korperstof3

Von einem unelastischen Stofl zweier Korper spricht
man dann wenn sich die beiden Korper nach dem
Sto3 gemeinsam weiterbewegen, also “verschmel-

zen". In diesem Fall ist die mechanische Ener-
gie des Systems nicht erhalten, da ein Teil davon
in Deformations- und Wirmeenergie umgewandelt
wird. Es gilt jedoch weiterhin die Impulserhaltung:

P11+ p2=mvy +mavy = (m +M2)V/7

wobei V' die Geschwindigkeit des kombinierten Kor-
pers nach dem StoB darstellt. Sie betrigt somit

V/ . nmivy —i—mzvz
my +my

entspricht also massengewichtete Mittel der An-
fangsgeschwindigkeiten.

Exp. 31: unelastischer Stof§

Abbildung 2.45: Unelastischer Sto8.

Wir fithren das Experiment so durch, dass ein Kor-
per mit einer Anfangsgeschwindigkeit v1 auf einen
ruhenden Korper der gleichen Masse auftrifft. Die
beiden kleben aneinander und bewegen sich gemein-
sam weiter, wobei die resultierende Geschwindig-
keit gleich der halben Geschwindigkeit des beweg-
ten Korpers ist. Die Geschwindigkeit wird gemessen
indem fiir den ersten Korper zweimal die Verdunke-
lungszeit gemessen wird, fiir den kombinierten, dop-
pelt so langen, nur einmal; die zweite Zeit ist in guter
Néherung doppelt so lang wie die erste.

2.4.5 Elastischer Stof in zwei Dimensionen

Im Allgemeinen finden St68e nicht in einer Dimensi-
on statt. Wir diskutieren hier den zweidimensionalen
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Fall. Der Erhaltungssatz fiir die Energie bleibt unver-
dndert, wihrend der Erhaltungssatz fiir den Impuls
jetzt fiir beide Dimensionen unabhéngig gilt. Wir be-
trachten einen elastischen Stof8 zwischen zwei Kor-
pern

Pr+P2=P+Ps
E|+E,=E|+E}.

Damit hat man drei Gleichungen und (im Allgemei-
nen) vier Geschwindigkeitskomponenten nach dem
StoB. Es ist somit nicht moglich, die Bewegung der
Korper nach dem Stof vorauszusagen.

Abbildung 2.46: Elastischer Stof} in 2 Dimensionen.

Dass man trotzdem zu niitzlichen Aussagen kommen
kann zeigen wir fiir den Spezialfall, dass die beiden
Korper gleiche Masse haben und der eine Korper zu
Beginn in Ruhe ist. Dann vereinfachen sich die Er-
haltungsgleichungen zu

—

2

=/ =/
=V]+V

va =V 5.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
die Behandlung vereinfachen indem wir die x-Achse
des Koordinatensystems in Richtung der Anfangs-
bewegung v, legen. Dann folgt aus der Impulser-
haltung fiir die y-Komponente, dass die beiden y-
Komponenten nach dem Stof3 entgegengesetzt sind,

N
Viy = —Vp, = Vy.

Wie bereits erwihnt kann man die Bahnen der bei-
den Korper nicht bestimmen; sie hingen u.a. da-
von ab, wie stark die beiden Korper gegeneinander
versetzt sind. Aus der obigen Beziehung zwischen
einlaufenden und auslaufenden Geschwindigkeiten

erhélt man aber eine Bedingung fiir die auslaufen-
den Geschwindigkeitsvektoren, welche fiir alle Sto-
e dieser Art erfiillt sein muss, unabhingig von der
Art der Wechselwirkung: Der Winkel 6, + 6, zwi-
schen den beiden auslaufenden Bahnen ist immer
90°.

2.5 Dynamik der Drehbewegung

2.5.1 Drehimpuls

Genau so wie ein Korper sich ohne die Einwirkung
duferer Krifte geradlinig mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt, so behilt er seine Orientierung ge-
geniiber einem Inertialsystem bei, sofern er sich zu
Beginn in Ruhe befindet, resp. behilt eine vorhande-
ne Drehbewegung bei.

Dies kann man anhand eines Kreisels im Horsaal
zeigen. Es gibt aulerdem eine lange Liste von physi-
kalisch relevanten Phdnomenen, bei denen dies eine
Rolle spielt.

Abbildung 2.47: Eigendrehimpuls findet man bei
Elementarteilchen wie auch bei
Galaxien.

Dies beginnt auf sehr kleinen Skalen mit dem Spin,
d.h. dem Eigendrehimpuls von Elementarteilchen,
und es setzt sich iiber viele Groflenordnungen fort,
z.B. zur Rotation von Planeten, ihrer Bahnbewegung
um die Sonne, oder der Rotationsbewegung von Ga-
laxien.

Offenbar existiert hier ebenfalls ein Erhaltungssatz.
Dieser kann am besten fiir den Drehimpuls formu-
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liert werden. Fiir einen Massenpunkt ist der Drehim-
puls definiert als

Z:?xp‘, [L]:mzkgsflszS:JS,
also als Vektorprodukt aus Ort und Impuls. Der
Drehimpuls ist somit immer in Bezug auf ein Ko-

ordinatensystem definiert.

w

Abbildung 2.48: Kreisbewegung und Drehimpuls.

Wir betrachten den Fall einer Kreisbewegung. Hier
ist die Geschwindigkeit eines Massenpunktes be-
stimmt durch das Produkt aus Winkelgeschwindig-
keit und Abstand von der Rotationsachse:

V=0XTF,

wobei @ den Winkelgeschwindigkeitsvektor be-
zeichnet. Er steht parallel zur Rotationsachse und
sein Betrag ist durch die Rotationsfrequenz /27
gegeben. Der Drehimpuls wird somit
L=FxP=mix(®dxF).

Im Fall der Kreisbewegung sind die Vektoren 7, ¥
und @ jeweils senkrecht zueinander. Damit verein-
facht sich der Ausdruck zu

L=mra®.
Offenbar ist der Drehimpuls proportional zur Win-
kelgeschwindigkeit.

Héufig ist es niitzlich, das Trigheitsmoment I
als Proportionalititskonstante zwischen Winkelge-
schwindigkeit und Drehimpuls einzufiihren, analog
zur Masse als Proportionalititskonstante zwischen
Geschwindigkeit und Impuls. Damit erhalten wir
L=1®.

Fiir die Kreisbewegung eines Massenpunktes gilt of-
fenbar I = mr?

Allgemein wird das Triagheitsmoment berechnet als
Integral iiber die Beitrige einzelner infinitesimaler
Massenelemente,

I:/rzdm,

wobei das Integral iiber den gesamten Korper lauft
und r den Abstand von der Rotationsachse darstellt.
Das Trigheitsmoment ist deshalb im Allgemeinen
abhingig von der Orientierung der Rotationsachse.
Man spricht deshalb von einem Trigheitstensor. Fiir
einen asymmetrischen Triagheitstensor ist der Dreh-
impuls L nicht mehr parallel zur Winkelgeschwin-
digkeit @.

Abbildung 2.49: Trigheitsmomente von Hohlzylin-
dern.

Auch ein Korper, der sich auf einer Geraden bewegt,
besitzt einen Drehimpuls; dieser wird als Bahndreh-
impuls bezeichnet. Im Gegensatz dazu unterscheidet
man den Eigendrehimpuls, bei dem man sich auf ei-
ne Achse durch den Schwerpunkt bezieht.

Offenbar bestehen eine Reihe von Analogien zwi-
schen Drehimpuls und linearem Impuls:

Translation | Rotation
Impuls P L Dreh-
impuls
Masse m I Tréagheits-
moment
Geschwin; Vv 0) Winkelge-
digkeit schwindig-
keit

In Analogie zum Erhaltungsgesetz fiir den linearen
Impuls gilt ein Erhaltungssatz fiir den Drehimpuls:
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So lange keine duBeren Krifte wirken bleibt der
Drehimpuls eines Systems erhalten. Die Erhaltung
des Drehimpulses spielt eine grofle Rolle in vielen
Teilen der Physik, vom Mikrokosmos (z.B. Wech-
selwirkungen zwischen Elementarteilchen, Absorp-
tion von Licht) bis zum Makrokosmos (Planetenbe-
wegung, Stabilitit von Galaxien).

2.5.2 Drehmoment
Der Drehimpuls ist eine Erhaltungsgrofie wenn kei-
ne duBere Kraft angreift. Wie beim linearen Impuls

kann aber eine duflere Kraft den Drehimpuls verén-
dern.

Wir diskutieren dies anhand eines Experimentes.

Exp. 44: E s — E,

T

[ —— R ——»|

Abbildung 2.50: Drehmoment

In diesem Experiment greift eine Kraft (Gewichts-
kraft) tangential am Rad an. Wir berechnen die dar-
aus resultierende Anderung des Drehimpulses ge-
mail seiner Definition iiber die Kraft, welche an ei-
nem Massenpunkt an der Stelle des Fadens angreift
als

dL  d

dt  dt

—

(Fx p) =
Die beiden Vektoren des ersten Terms (V und p)
sind parallel, so dass das Vektorprodukt verschwin-
det. Bei einer Drehbewegung ohne duBere Krifte (@
konstant) ist auBerdem %‘;’ ||7, so dass auch der zweite

Term verschwindet: der Drehimpuls ist konstant.

Wenn jedoch eine Kraft angreift und die Geschwin-

D - a1, dP _ 2
digkeit der Drehbewegung sich éndert, erhilt %% = F

eine tangentiale Komponente, so dass

—

dL

—7xF.
dt

Dies ist offenbar das Aquivalent zum zweiten New-
ton’schen Axiom. Man bezeichnet die Grof3e auf der
rechten Seite als Drehmoment

—

M=7#xF [M]=Nm.
Damit kann man das Grundgesetz der Rotation
schreiben als

dl. . d®
o M=1.
dt dt

Das Drehmoment liegt im rechten Winkel zur Kraft
und erzeugt damit einen Drehimpuls senkrecht zur
Kraft. Da das Drehmoment aus dem Vektorprodukt
FxF besteht, verschwindet es, wenn die Kraft par-
allel zum Ortsvektor (d.h. radial) angreift; in diesem
Fall wiirde eine Anderung des linearen Impulses er-
zeugt.

Wie beim Drehimpuls ist auch beim Drehmoment
die Definition immer auf ein bestimmtes Koordina-
tensystem bezogen; Drehimpuls und Drehmoment
dndern sich wenn man den Ursprung des Koordina-
tensystems verschiebt.

2.5.3 Pirouette

Abbildung 2.51: Pirouette

Eine bekannte Anwendung der Drehimpulserhaltung
ist die Piroiitte von Eiskunstldufern. Hier reduziert
der Artist das Tragheitsmoment indem er die Arme
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anzieht. Als Beispiel nehmen wir an, dass er sich zu-
nichst mit einer Drehfrequenz von vy = 1/s bewegt
und, dass sein Tragheitsmoment zunichst bei Iy = 6
kg m? betrigt. Durch Anziehen der Arme reduziert
er dieses auf I; = 1.5 kg m>. Wenn wir Reibungs-
verluste vernachlidBigen muss der Drehimpuls dabei
erhalten bleiben und damit die Drehfrequenz zuneh-
men auf

Die kinetische Energie bleibt dabei nicht erhalten;
diese wird dem System iiber eine Arbeitsleistung zu-
gefiihrt, indem die Arme gegen die Zentrifugalkraft
angezogen werden miissen. Die mittlere Leistung,
die dafiir notwendig ist, konnen wir berechnen wenn
wir annehmen, dass die Erhohung der Geschwindig-
keit wiahrend einer Sekunde ablduft. Sie betrdgt dann

AW 1hof - Loy

At 2 At

P=
At

1
= 5(1,5-631 —6-39,5)W =592W.

Exp. 39: Drehimpulserhaltung

Abbildung 2.52: Experiment zur Drehimpulserhal-
tung.

Das Experiment kann auch im Horsaal durchgefiihrt
werden, wobel der Effekt durch Gewichte in den
Hénden verstdrkt wird. Beim Anziehen der Arme
wird das Tragheitsmoment reduziert und die Erhal-
tung des Drehimpulses fiihrt zu einer Erhohung der
Winkelgeschwindigkeit.

Abbildung 2.53: Ringe des Saturns

Die Erhaltung des Drehimpulses ist auch verantwort-
lich fiir die Rotation von Planeten im Sonnensy-
stem, von Satelliten (Monden, Ringen) um Planeten,
und der Sonnensysteme in der Galaxis: diese bilde-
ten sich aus Wolken von Gas und Staub durch Kon-
traktion unter dem Einfluss der Schwerkraft. Die Er-
haltung des Drehimpulses bei der Kontraktion fiihr-
te zu einer Erhohung der anfangs geringen Rotati-
onsgeschwindigkeit und verhindert eine vollstindige
Kontraktion: ohne Drehimpulserhaltung wiirden die
Planten unter dem Einfluss der Schwerkraft in die
Sonne fallen. Ahnliche Effekte fiihren zur Form der
Galaxien.

2.5.4 Planetenbahnen: Die Kepler’schen

Gesetze
o ¥ *

* = x*
4 *
'*l' O *4
% 5 by
Z* <
x a *
5™ 0 . o %
| r »
hd *7
i *7

} - M

‘-. * b ®

Abbildung 2.54: Das Ptolemdische Weltbild.

Die Planetenbahnen haben die Menschen seit Lan-
gem fasziniert. Ptoleméus fasste im 2. Jh. nach Chri-
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stus den damaligen Wissenstand zusammen und er-
stellte ein Weltbild, welches mehr als tausend Jahre
Bestand hatte.

Die wichtigste Neuerung wurde von Kopernikus
(1473-1543) initiiert, welcher die Sonne ins Zen-
trum stellte. Der dédnische Hofastronom Tycho Bra-
he (1546-1601) stellte umfangreiche Beobachtungen
an, welche insgesamt weder mit dem kopernikani-
schen noch mit dem ptoleméischen Weltbild wirk-
lich vereinbar waren.

Abbildung 2.55: Johannes Kepler (1571-1630).

Die erste Theorie, welche die Beobachtungen an-
hand einiger weniger Gesetze erkldren konnte
stammt von Johannes Kepler (1571-1630). Er for-
mulierte die ersten zwei seiner Gesetze 1609, das
dritte 1619.

e Planet

iSennenndhe) {Sannenferne}

Abbildung 2.56: 1. Kepler’sches Gesetz.

1. Kepler'sches Gesetz: Die Planeten bewegen
sich auf Ellipsen. Die Sonne steht jeweils in
einem der Brennpunkte. Genauer: Sonne und
Planeten kreisen um den gemeinsamen Schwer-
punkt: Dieser wird aber durch die Sonne domi-
niert.

Abbildung 2.57: 2. Kepler’sches Gesetz.

2. Kepler'sches Gesetz: Der von der Sonne zum
Planeten gezogene Radiusvektor r iiberstreicht
in gleichen Zeiten Ar konstante Flichen AA:
At /AA = konstant. Dies ist eine direkte Konse-
quenz der Erhaltung des Drehimpulses.

\\k '-\l Planat
\\ ”
[ W
’d___,f-’""_b}f/i Planet
Y\ Sanne |
4
L —

Abbildung 2.58: 3. Keplersches Gesetz.

3. Kepler'sches Gesetz: Die Quadrate der Um-
laufzeiten 77, T> zweier Planeten verhalten sich
wie die Kuben der grolen Halbachsen aj, as:

< >2 < )3
Solche Potenzgesetze kann man am besten iiberprii-
fen indem man die vorhandenen Daten logarithmiert:

Bildet man auf beiden Seiten den Logarithmus dann
findet man

I
1

a

a

2
T
log (1) =2(logT) —logT»)
Ip)

3
=log <al> =3(loga; —logay)
ap

oder

loga; —loga, 2

logTi —logTh 3°
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Abbildung 2.59: Vergleich des 3. Keplerschen Ge-
setzes mit Daten der Planetenbah-
nen.

Trigt man loga gegen log T" auf, so erhilt man somit
eine Gerade mit Steigung 2/3. Die experimentellen
Daten passen sehr gut zu dieser Voraussage.

2.5.5 Theorie der Gravitation

Wihrend es sich hierbei um ad-hoc Regeln handelte
lieferte Newton (1642-1727) die physikalischen Ge-
setze die diesen Beobachtungen zugrunde lagen, ins-
besondere seine Axiome und das Gravitationsgsetz,

!FG\ZGmlzmz
V)
N 2 3
G=6,673-10"1 - =6,673-10"11 ——.
kg kg“s?

Nachdem die Gravitationskonstante bestimmt ist
kann man eine Messung der Fallbeschleunigung an
der Erdoberfliche dazu verwenden, die Erdmasse
zu bestimmen. Mit dem mittleren Erdradius r =
6,37-10°m erhilt man mg = 5,97-10** kg. Analog
kann man aus dem Radius einer Planetenbahn und
seiner Umlaufzeit die Masse der Sonne bestimmen:
Aus dem Gleichgewicht zwischen Zentrifugalkraft
und Gravitationskraft der Sonne

mpnig

2
Tp

FZP = mPl’p(DI% = FG =G

Die Sonnenmasse erhilt man daraus als

ms =ryop/G ~2-10°%%kg.

Dies beinhaltet gleichzeitig das dritte Kepler’sche
Gesetz (fiir den Grenzfall eines Kreises, d.h. ver-
schwindender Elliptizitét).

Zu Beginn dieses Jahrhunderts erkannte Einstein,
dass die Newton’sche Theorie als eine Niherungs-
form betrachtet werden muss. In dieser Theorie er-
folgt die Wechselwirkung zwischen unterschiedli-
chen schweren Korpern nicht mehr iiber Krifte, son-
dern indem jeder Massenpunkt den Raum in sei-
ner Umgebung verzerrt. Die Theorie behandelt somit
nicht Krifte, sondern die Geometrie des vierdimen-
sionalen Raum-Zeit Kontinuums.

Abbildung 2.60: Kriimmung des Raum-Zeit Konti-
nuums durch eine Masse.

Sie gibt in vielen Fillen die gleichen Voraussagen
zu experimentell beobachtbaren Grofien; in einigen
wenigen Spezialfillen findet man Unterschiede. So
kann sie z.B. die Prizessionsbewegung bei der Mer-
kurbahn erklédren, oder die Ablenkung von Sternen-
licht beim Passieren der Sonne.

2.6 Mechanik in bewegten
Bezugssystemen

2.6.1 Galilei’sche Relativitit

Die Beschreibung einer Bewegung hingt ab vom
verwendeten Bezugssystem: Wenn jemand in einem
Eisenbahnwagen einen Ball aufwirft so hingt die
Form der Bahnkurve davon ab ob der Betrachter
ebenfalls in der Eisenbahn sitzt oder auf dem Bahn-
steig steht.

Man ist grundsitzlich frei in der Wahl des Bezugssy-
stems, d.h. man kann auswihlen welches Bezugssy-
stem man verwendet um die beobachteten Phianome-
ne zu beschreiben. Im oben genannten Beispiel un-
terscheiden sich die beiden Bezugssysteme lediglich
um die Anfangsgeschwindigkeit in der Bewegungs-
richtung der Eisenbahn. Es gibt meist ein Bezugssy-
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stem, welches eine besonders einfache Beschreibung
ermdglicht. Vor allem aber ist nicht garantiert, dass
in jedem Bezugssystem die Newton’schen Axiome
erfiillt sind. Ist dies der Fall, so bezeichnet man das
System als Intertialsystem. Es gibt beliebig viele un-
terschiedliche Inertialsysteme.

Zunidchst kann man jedes Inertialsystem in ein an-
deres transformieren wenn man eine Translation
oder Rotation vornimmt. AuBlerdem kann man das
Bezugssystem immer mit konstanter Geschwindig-
keit gegeniiber einem Inertialsystem verschieben
und erhilt ein weiteres Inertialsystem. Die Tatsache,
dass alle diese Systeme gleichwertige Moglichkei-
ten fiir die Beschreibung der beobachteten Phidnome-
ne darstellen bedeutet, dass absolute Geschwindig-
keit keine Bedeutung hat. Ahnlich bedeutet die Tat-
sache, dass der Ursprung des Koordinatensystems
frei wihlbar ist, dass absolute Position keine Bedeu-
tung hat. Aus der (experimentell verifizierten) Tatsa-
che, dass die physikalischen Gesetze giiltig bleiben
bei einer beliebigen (konstanten) Bewegung des Be-
zugssystems kann man u. a. die Erhaltung des linea-
ren Impulses herleiten.

Abbildung 2.61: Ortsvektor 7 in 2 unterschiedlichen
Bezugssystemen A, B.

Wir betrachten zunichst zwei Bezugssysteme, wel-
che gegeneinander in Ruhe sind, aber einen unter-
schiedlichen Ursprung besitzen. Ist der Ursprung des
Systems B im System A am Ort 745, und der Ortsvek-
tor des Punktes P im System B Fgp, so ist offenbar
der Ortsvektor 74p im System A

YAP = TAB +TBp.

Abbildung 2.62: Bewegte Bezugssysteme.

2.6.2 Relativgeschwindigkeit

Bewegt sich das System B gegeniiber dem System A
mit der konstanten Geschwindigkeit V45 und ist die
Position zum Zeitpunkt r = 0 745(0), so gilt offenbar
zur Zeit t

7AB(I) = ?AB(O) -+ VABZ‘.

Fiir einen Punkt P, der sich gegeniiber dem System
B mit der konstanten Geschwindigkeit V45 bewegt,

Fap(r) = Fap(0) + Tppt
gilt somit
Pap(t) = 7ap(t) +7pp(t) =

7a(0) +7pp(0) + Vapt + Vgpt = Fap(0) + Vapt

wobei die Geschwindigkeit V4p des Punktes gegen-
iiber dem System A durch die Vektorsumme

VAP = VAB +Vpp

gegeben ist. Die Geschwindigkeit im Bezugssystem
A ist somit gegeben durch die Summe aus der Ge-
schwindigkeit im Bezugssystem B und der Relativ-
geschwindigkeit der beiden Bezugssysteme.

2.6.3 Gleichformig beschleunigte
Bezugssysteme

Die Behandlung von gleichformig beschleunigten
Bezugssystemen ist zunédchst analog zur Behandlung
von Bezugssystemen, die sich mit gleichférmiger
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Geschwindigkeit bewegen. Wir betrachten hier nur
den einfachen Fall, dass die beiden Systeme zum
Zeitpunkt + = 0 identisch sind, das System B gegen-
iiber dem System A jedoch gleichférmig beschleu-
nigt wird mit d4p. In beiden Systemen gilt die iib-
liche Kinematik. Fiir den Punkt P, der gegeniiber
System B mit dgp beschleunigt wird findet man im
System A in Analogie zur obigen Herleitung fiir die
Geschwindigkeiten die Beschleunigung

dAp = dap+dpp.

Fiir Geschwindigkeit und Ort gilt mit bei 745(0) =0,
Vap(0) =0

Vap = Vap+Vpp = dapt + Vpp,

2
- - - - T
TAP = TAB +TBp = dAB~ +7p.

Da die Beschleunigung in den beiden Bezugssyste-
men unterschiedlich ist kdnnen Newtons Axiome
nicht in beiden Systemen gelten. Gelten sie z.B. im
System A und ist die resultierende Kraft auf den Kor-
per

so konnen wir im Bezugssystem B schreiben

=

mEin = m(ZiAp — Zin) =F— mZiAB.

Der zusitzliche Term —mdyp in der Bewegungsglei-
chung kann als scheinbare Kraft, als Triagheitskraft
interpretiert werden. Wir spiiren sie z.B. beim An-
fahren eines Aufzugs: beschleunigt der Aufzug nach
oben, so driickt uns eine Kraft nach unten, wel-
che proportional zur Beschleunigung und zu unse-
rer Masse ist. Geht man weiter und verwendet ein
Bezugssystem, welches mit der Erdbeschleunigung
g nach unten beschleunigt wird, so verschwindet
scheinbar die Schwerkraft.

2.6.4 Schwerelosigkeit

Dies wird z.B. im Fallturm Bremen ausgenutzt: dort
werden Experimente in der Schwerelosigkeit durch-
gefiihrt, die sonst nur im Weltraum moglich sind.

Abbildung 2.63: Links: Fallturm in Bremen ;Rechts:
Kapsel im Fallturm.

So konnen fiir Kurzzeitexperimente die hohen Ko-
sten einer Weltraumexpedition eingespart werden. In
dem 110 m hohen Rohr des Turms wird eine Fallkap-
sel hochgezogen und losgelassen.

Wihrend des freien Falls von knapp fiinf Sekun-
den herrscht in der Kapsel Schwerelosigkeit. Das
Fallrohr wird luftleer gepumpt, um Stérungen durch
Luftreibung zu vermeiden.
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Abbildung 2.64: Prinzip des Parabelflugs.

Lingere Zeiten von Schwerelosigkeit kann man in
Spezialflugzeugen von NASA und ESA erleben,
oder bei der Firma "Go Zero g”. Diese Flugzeuge
fliegen steil nach oben und folgen dann fiir ca. 25
s einer Parabel. Dieser Teil der Flugbahn entspricht
einer Wurfparabel, d.h. das Flugzeug fliegt mit kon-
stanter Horizontalgeschwindigkeit und einer vertika-

len Beschleunigung nach unten von 9,81 ms~2.
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Abbildung 2.65: Schwerelosigkeit beim Parabelflug.

Wihrend dieser Zeit sind die Passagiere praktisch
schwerelos.

Wihrend Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung
und Kraft von der Wahl des Bezugssystems abhin-
gen gilt dies nicht fiir Abstinde oder Geschwindig-
keitsdifferenzen: diese sind im Rahmen der klassi-
schen Mechanik nicht von der Wahl des Bezugssy-
stems abhéngig.

2.6.5 Kreisbhewegung

Ein Spezialfall der Bewegung in zwei (oder drei)
Dimensionen ist die Kreisbewegung. Bewegt sich
ein Massenpunkt mit gleichférmiger Geschwindig-
keit auf einer Kreisbahn, so kann sein Ort und seine
Geschwindigkeit mit einem dreidimensionalen Vek-
tor beschrieben werden. Hiufig geniigt es jedoch,
wenn man seine Bewegung mit einer einzigen Ko-
ordinate beschreibt, dem Winkel ¢ beziiglich der
x-Achse, gemessen vom Zentrum des Kreises. Die
entsprechende Winkelgeschwindigkeit @ = d¢ /dt
entspricht dann ebenfalls einer skalaren Grofe. In
drei Dimensionen wird sie als Vektor dargestellt, der
senkrecht auf dem Kreis steht und mit der Drehbe-
wegung zusammen eine Rechtsschraube bildet.

Ein gleichformig rotierendes Bezugssystem ist of-
fensichtlich ein beschleunigtes System. In 2 Dimen-
sionen kann der Ortsvektor eines Punktes, welcher
im drehenden Koordinatensystem in Ruhe ist, ge-
schrieben werden als

L cos(r + o)
"0 sin(wr + ¢o)

A
r

a \ wt+d,

-

Abbildung 2.66: Kreisbewegung.

)

—cos(wr + ¢yp)
—sin(t + (I)())

Somit betrigt die Geschwindigkeit

dr <
1o

—
dt
und die Beschleunigung

dv 2 ( >

—
dt
d.h. sie wirkt in radialer Richtung nach innen.

—sin( ot + ¢p)

v cos(®t + @)

a

Offenbar ist eine Kreisbewegung eine beschleunigte
Bewegung. Wenn wir in die Bewegung von Objekten
in einem rotierenden Koordinatensystem betrachten
haben somit die Newtonschen Axiome keine Giiltig-
keit. Wir erwarten, dass zusitzliche Krifte auftreten.

Exp 70a: Coriolis Drehstuhl

Wir betrachten als Beispiel eine sich drehende
Scheibe, auf der ein Korper liegt. So lange sich die-
ser mit der Scheibe dreht fiihrt er offenbar eine be-
schleunigte Bewegung durch. In einem Koordinaten-
system, welches an die Scheibe gekoppelt ist, ist er
jedoch in Ruhe, d.h. nach Newton’s Axiom diirfte
keine Kraft auf ihn wirken. Lisst man ihn los so
dreht sich das Bild: im Ruhesystem ist er jetzt kraf-
tefrei und fiihrt deshalb eine gradlinige Bewegung
durch (tangential zur Scheibe). Im rotierenden Koor-
dinatensystem beginnt er sich zunichst radial nach
auflen zu bewegen und fiihrt dann eine gekriimmte
Bewegung aus; gemill Newtons Axiom miissen so-
mit Kréfte auf den Korper wirken.
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2.6.6 Bewegungsgleichung im rotierenden
Bezugssystem

Wir versuchen jetzt, die Bewegungsgleichungen fiir
eine allgemeine Bewegung im rotierenden System
herzuleiten. Wir beschrinken uns auf eine Ebene,
die senkrecht zur Rotationsachse steht. Dies ist keine
wesentliche Einschrinkung, da die Bewegung par-
allel zur Achse durch die Rotation nicht beeinflusst
wird.

Bahn

¥(®) Y0) ()

PA X
rotierendes

Koordinatensystem

X(0)

Abbildung 2.67: Bewegung in einem rotieernden
Koordinatensystem.

In einem Koordinatensystem X(¢), ¥(), welches sich
um die z-Achse dreht, lautet der Ortsvektor

X(t) + By (1)-

Die Geschwindigkeit erhilt man wie iiblich durch
Ableiten:
d d

W) = 5.7(0) = 5 [@0F(0) + BT

Die Koordinaten «, 8, im rotierenden Koordinaten-
system sind im Allgemeinen zeitabhiingig. Die Ro-
tation der Koordinatenachsen kann beschrieben wer-
den als

X(1)

¥(t) = ¥(0) cos ot — X(0) sin wr .

r=a

= X(0) cos ot + ¥(0) sin wt

Die Geschwindigkeit des Ortsvektors ist demnach

7(t) = a()(1) + B(1)F(1) + o (0)i() + (1) (1)

Die zeitlichen Ableitungen der Koordinatenachsen
sind

X(t) = —%(0)wsin(ot) +¥(0) o cos(wt) = 0y(t).

¥(t) = —¥(0)wsin(wr) —X(0)w cos(ot) = —wX(t).
Demnach ist
W(t) = a(0)F(1) + B (1) (1) + @[o(1)y (1) — B(1)%(1)].

Der erste Term besitzt die gleiche Form wie in ei-
nem Intertialsystem. Der zusétzliche zweite Term
beriicksichtigt die Zeitabhingigkeit der Basisvekto-
ren. Er tritt auch dann auf wenn a(f) = a(0) und
B(t) = B(0), d.h. wenn sich der Punkt gegeniiber
dem rotierenden Koordinatensystem nicht bewegt.

2.6.7 Scheinkrifte im rotierenden
Koordinatensystem

Nach dem gleichen Verfahren konnen wir die Be-
schleunigung berechnen:

(03 (1) + 0a()F(1) + B(1)5(t) — 0 (1)(1)
+ola(n)j(r) - BO)I(0)]+0? [~ o)1) — B(1)F(1)).-
= a(1)x(t) + B (0)5(t) +20[c(n)F(
+0?[~a(D)X(t) = B(0)F(1)).

Der gleiche Sachverhalt kann auch etwas kompakter
geschrieben werden wenn wir die Vektoren

/7 = (a7ﬁ70)7

= (&, B,0),
7 = (&,3,0),

einfithren, d.h. Position, Geschwindigkeit und Be-
schleunigung im rotierenden Koordinatensystem,
sowie den Winkelgeschwindigkeitsvektor

® = (0,0,m).

Damit wird

—

G=a +20 x v — o*r .
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Wir konnen diese Gleichung natiirlich auch nach der Im Experiment wurden folgende Werte gefunden:

Beschleunigung im rotierenden Koordinatensystem Radivs ‘ Kraft ‘ Periode ‘ 7 ‘ —
auflosen: “em | N | T | 5T | e
31,5 | 0,15 3,6 1,75 | 0,14

@ =d—-20x V' + 0’1 33 | 03 | 27 |233] 027

Der erste Term entspricht der Beschleunigung im In- 3838 | 075 L7 37 | 08

ertialsystem. Fiir ein kriftefreies System verschwin-  Offenbar stimmen die gerechneten Werte in der letz-
det er nach dem Grundgesetz der Mechanik. Die bei- ten Kolonne im Rahmen der Messgenauigkeit mit
den anderen Terme erzeugen eine Beschleunigung den gemessenen Werten in der zweiten Kolonne
im rotierenden Koordinatensystem, welche nicht von  iiberein.

duBeren Kriften bestimmt wird; sie werden deshalb
als Scheinkrifte bezeichnet. Der mittlere Term ist
proportional zur Geschwindigkeit des Massenpunk-
tes im rotierenden Koordinatensystem und zur Rota-
tionsgeschwindigkeit des Systems. Der dritte Term
ist proportional zum Quadrat der Winkelgeschwin-
digkeit, und zum Abstand von der Drehachse.

Exp. 41: Zentrifugalkiivette

2.6.8 Zentrifugalkraft

Der letzte Term entspricht der Zentrifugalbeschleu-
nigung (resp. Zentrifugalkraft). Sie muss durch ei-
ne gleich grofle Zentripetalkraft kompensiert werden
wenn der Massenpunkt im rotierenden Koordinaten-
system am Ort bleiben soll. Der Betrag ist

|F| = m|a| = ma*r = m?/r.
Exp. 41a: Zentrifugalkraft

Abbildung 2.69: Zentrifugalkiivette.

Die Beschleunigungskrifte konnen auch in Fliissig-
keiten gemessen werden.

—Drehlager filr Angelschnur

—Angelschnur

= ! P
'
Littahne I_I I_I Aluschisne mit Lageilss

m=150g

Abbildung 2.68: Messung der Zentrifugalkraft.

Die Zentrifugalkraft kann auch experimentell ge-
messen werden. Man ldsst dazu ein Gewicht um
einen Punkt rotieren und misst, iiber eine Umlen-
kung, die Kraft, mit der das Gewicht an der Schnur Abbildung 2.70: Kriftegleichgewicht an der Flis-
nach auBen zieht. sigkeitoberflache.
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Hier wird die Oberflache der Fliissigkeit durch die
Gleichgewichtsbedingung definiert, dass die Kraft
auf die Molekiile an der Oberflache senkrecht zur
Oberfldache sein muss. Sie setzt sich zusammen aus
der Gewichtskraft (unabhingig vom Abstand von
der Rotationsachse) und der Zentrifugalkraft (~r?).
Somit ist die Steigung der Oberflache proportio-
nal zur Zentrifugalkraft. Damit erhilt man folgende
Form fiir die Oberfldche:

B w22

z= 2%
Offenbar bildet die Oberfliche eine Parabel. Dies
kann im Experiment gut bestitigt werden. Auflerdem

konnen wir die Abhédngigkeit von der Rotationsge-
schwindigkeit semi-quantitativ verifizieren.

Die Zentrifugalkraft wirkt auf alle Korper proportio-
nal zu ihrer Masse. Sie wird u.a. dazu verwendet,
um Suspensionen zu trennen, indem man diese in ei-
ne Zentrifuge ladt. Ultrazentrifugen erzeugen Krifte
bis zu 10° g.

In der Kernspinresonanz (NMR) verwendet man
ebenfalls sehr schnelle Drehungen: Man rotiert Pro-
ben mit bis zu 50 kHz um ihre eigene Achse um aus-
gemittelte Spektren zu erhalten. Bei typischen Zah-
len von v, = 12 kHz, d = 5 mm erhilt man

azr = (27-1,2-10%2522mm = 1,1.-10'm/s*
=1,2-10%,

also mehr als 1 Mio mal die Erdbeschleunigung.

Abbildung 2.71: Loopingbahn.

Die Zentrifugalkraft wird auch in vielen spieleri-
schen Anwendungen genutzt.

Exp. 43a: Loopingbahn

In diesem Experiment kann man messen, wie schnell
ein Fahrzeug durch den Looping fahren muss um
nicht herunterzufallen. Dabei muss am hdochsten
Punkt die Zentrifugalkraft gerade die Erdanziehung
kompensieren. Die Zentrifugalkraft ist proportional
zum Quadrat der Geschwindigkeit und damit zur ki-
netischen Energie; diese wiederum ist gegeben durch
die Differenz der potenziellen Energie des Fahrzeugs
beim Start minus der potenziellen Energie an der
Spitze des Loopings. AuBlerdem hingt die Zentrifu-
galkraft vom Radius der Bahn ab.

Abbildung 2.72: Eisschnelldufer in einer Kurve.

Die Zentrifugalbeschleunigung kann auch gemes-
sen werden an der Neigung dieser Eisschnelldufer:
Die Summe aus Gewichtskraft und Zentrifugalkraft
muss entlang der Korperachse wirken, damit die
Léufer stabil um die Kurve fahren.

2.6.9 Corioliskraft

Wenn ein Korper sich auf einer rotierenden Scheibe
bewegt, so wird er durch die Zentrifugalkraft nach
auflen beschleunigt. Er folgt jedoch keiner geradlini-
gen Bahn, sondern diese ist gekriimmt. Verantwort-
lich dafiir ist die zweite Scheinkraft, die als Coriolis-
kraft bezeichnet wird, nach dem franzosischen Phy-
siker Gaspard Gustave de Coriolis, (1792-1843). Die
Corioliskraft kann geschrieben werden als

ﬁcZZﬁXE),
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wobei der Impuls sich auf das rotierende Koordi-
natensystem bezieht. Er fithrt dazu, dass die Bewe-
gung von reibungsfreien Korpern in einem rotieren-
den Koordinatensystem gekriimmt ist, falls die Be-
wegung eine Komponente senkrecht zur Rotations-
achse aufweist.

Exp. 70a: Coriolis / Drehstuhl

TR )

Bahn der Kugel

-
LTS

Abbildung 2.73: Messung der Corioliskraft im

Drehstuhl.

Die Corioliskraft ist proportional zur Geschwindig-
keit des bewegten Korpers und zur Winkelgeschwin-
digkeit des Systems, wobei nur die senkrechte Kom-
ponente beitrdgt. Wenn der Korper aufgrund der
Zentrifugalkraft nach aulen beschleunigt wird setzt
auch die Corioliskraft ein, welche proportional zur
Geschwindigkeit ist und senkrecht zur Geschwdin-
digkeit wirkt, d.h. die Bahn biegt. Der Effekt der bei-
den Krifte ist eine spiralférmige Bewegung nach au-
Ben.

Die gleichen Krifte treten z.B. auch bei Bewegun-
gen auf der Erdoberfliche auf. Hier ist die Coriolis-
kraft z.B. fiir die Ablenkung der Windsysteme ver-
antwortlich. Gébe es keine Erdrotation so wiirden
die Winde direkt in Richtung des Zentrums eines
Tiefdruckgebietes blasen. Aufgrund der Erdrotation
wird bewegte Luft jedoch abgelenkt. Die Richtung
wird durch das Vektorprodukt ¥ X @ bestimmt. Der
Winkelgeschwindigkeitsvektor @ zeigt auf der Er-
de nach Norden. Auf der Nordhalbkugel werden die
Winde nach rechts abgelenkt. Dies ist der Grund fiir
die dominanten Westwinde in unseren Breitengra-

den: es handelt sich um Luft, die aus den Hochdruck-
gebieten im Bereich der Sahara nach Norden flief3t
und dabei durch die Corioliskraft nach Osten abge-
lenkt wird.

Gleichzeitig fiihrt die Corioliskraft dazu, dass Luft
nicht gerade in ein Tiefdruckgebiet hinein flie3t, son-
dern sich im Gegenuhrzeigersinn darum dreht.

N
siidliche Halbkugel
nordliche Halbkugel k

N
i |
i
1
1

NSEAN
\\\\ 4—_‘7‘// \\\ ! ’/‘/
o= ///f;;*\,jl
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Abbildung 2.74: Windrichtung von Tiefdruckhebie-
ten auf der nordlichen, resp. siidli-
chen Halbkugel.

Auf der Siidhalbkugel wechselt das Vorzeichen von
V x @, die Winde werden nach links abgelenkt und
drehen sich im Uhrzeigersinn um die Tiefdruckge-
biete.

Abbildung 2.75: Hurrikan.

Die resultierende Drehung der Tiefdruckgebiete ist
praktisch in jeder Wetterkarte sichtbar. Hier als Bei-
spiel ein Hurricane iiber dem Golf von Mexiko.

Ebenso kann die Drehung der Pendelebene beim
Foucault’schen Pendel als Effekt der Coriolis-
Kraft verstanden werden. Sie verschwindet auf
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Abbildung 2.76: Das Foucault’sche Pendel.

dem Aquator, wo die Bewegung parallel zur Erd-
Rotationsachse l4uft, so dass das Vektorprodukt ¥ x
@ verschwindet. Zwischen Pol und Aquator variiert
die Prédzessionsgeschwindigkeit mit sin¢, wobei ¢
die geographische Breite darstellt. In Deutschland
dauert eine Rotation gegeniiber dem terrestrischen
Bezugssystem rund 32 Stunden.

2.7 Hydrostatik

2.7.1 Aggregatzustinde

Abbildung 2.77: Die drei Aggregatzustinde

Die drei wichtigsten Aggregatzustinde sind Festkor-
per, Fliissigkeiten und Gase. Die wesentlichsten Un-
terscheidungsmerkmale sind, dass Festkorper eine
Gestalt haben; diese kann unter dem Einfluss einer
duBeren Kraft dndern, so lange diese Kraft nicht zu
grof} wird kehrt der Korper jedoch nach Nachlassen
der duBeren Kraft in die urspriingliche Form zuriick;
man nennt dies Formgedichtnis. Eine Fliissigkeit be-
sitzt keine bestimmte Form, sie nimmt jedoch ein
definiertes Volumen ein. Unter dem Einfluss einer
duBeren Kraft kann dieses Volumen kleiner werden;
nach Entfernen der Kraft dehnt sich die Fliissigkeit

wieder aus bis sie das urspriingliche Volumen wie-
der einnimmt. Man bezeichnet dies als Volumenge-
dédchtnis. Ein Gas fiillt im Gegensatz dazu immer das
gesamte verfiigbare Volumen.

Man fasst Festkorper und Fliissigkeiten unter dem
Begriff "kondensierte Materie" zusammen; Fliissig-
keiten und Gase werden unter dem Begriff "Fluide"
zusammengefasst.

Diese FEigenschaften sind jedoch nicht absolut
scharf: Auch Eis, oder sogar Steine, die als Fest-
korper bezeichnet werden, haben die Tendenz, unter
hohem Druck und iiber lange Zeiten zu flieBen. Au-
Berdem gibt es eine Reihe von Substanzen, die sich
nur schlecht in dieses Schema einordnen lassen: Gra-
nulare Medien bestehen aus vielen festen Korpern,
aber als gesamte Medien zeigen sie typisches Fliel3-
verhalten. Gldser sind unterkiihlte Fliissigkeiten, die
sich fiir viele Belange wie Festkorper verhalten.

2.7.2 Spannung

Abbildung 2.78: Definition der Spannung.

Spannung ist definiert als Kraft pro Fldche,

dF

S=—
dA

[S] =
Eine allgemeine Spannung kann zerlegt werden in
eine Normalspannung und eine Tangential- (Schub-)
spannung:

dF;
dA~’

_dF,

S = —
c+7T A
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Mit Hilfe dieser Klassifizierung kann man den Un-
terschied zwischen Fluiden und Festkorpern so for-
mulieren: Bei Fluiden verschwindet der Schermo-
dul, es treten also (im statischen Grenzfall) keine
Scherspannungen auf.

2.7.3 Hydrostatischer Druck und
Komressibilitit

Abbildung 2.79: Hydrostatischer Druck.

Man spricht von hydrostatischem Druck wenn die
Normalspannung aus allen Raumrichtungen gleich
ist und die Scherspannung verschwindet. Spannun-
gen sind deshalb reine Normalspannungen, werden
als Druck p bezeichnet und sind skalare GrofB3en.

Spannungen allgemein und Druck im Besonderen
werden im SI System in Pascal = N/m? gemessen.
Normaldruck, d.h. der mittlere Luftdruck auf Mee-
reshohe, (1 atm) entspricht ca. 10° N/m?.

Unter dem Einfluss des Druckes kommt es zu einer
Volumeninderung AV, welche proportional ist zum
Volumen V und zur Druckinderung Ap:

AV A

Vv K
wobei die Proportionalititskonstante k als Kompres-
sibilitdt bezeichnet wird. Sie ist das Inverse des

Kompressionsmoduls K.

(k] = m?N~!,

Die Dichte eines Mediums ist definiert als Masse pro
Volumen; da das Volumen mit zunehmendem Druck
abnimmt steigt somit die Dichte an. Fiir infinitesima-
le Anderungen gilt
Ap =—-— =KAp.
p Vv

Diese Gleichungen gelten sowohl fiir Fliissigkeiten
wie auch fiir Gase; bei Fliissigkeiten ist die Kom-
pressibilitét jedoch sehr viel geringer als bei Gasen.
Typische Werte fiir die Kompressibilitit von Fliis-
sigkeiten sind rund zwei GréBenordnungen hoher als
bei Festkorpern. Einige Beispiele sind (bei 20 °C, 1
atm):

| Fliissigkeit K |
Quecksilber | 0,4-10~19m%/N
Wasser 5-1079m2/N
Benzol 10-10- m?/N
Athanol 10-10-m?/N

Fiir ein ideales Gas ist die Kompressibilitit k;, =
1/p, bei Normaldruck also 10> m?/N und damit um
rund 4 Groflenordnungen iiber dem entsprechenden
Wert fiir eine typische Fliissigkeit. Die Grofenord-
nung der Kompressibilitit ist somit, neben der Dich-
te, das wesentliche Kriterium, welches Fliissigkeiten
von Gasen unterscheidet.

Man kann damit z.B. die Kompression von Wasser
in einer Tiefe von 4000 m (=mittlere Meerestiefe)
ausrechnen. Hier betriigt der Druck 4-107 N/m? und
die entsprechende Volumeninderung etwa

AV

v -5.10719.4.10" = -0.02 = —2%.

Eine Volumenénderung wird auch durch eine Tem-
peraturdnderung erzeugt:
AV

AT
% Y:

[Y]:g-

Die Proportionalititskonstante wird als Volumen-
ausdehnungskoeffizient bezeichnet. Wie bei der
Kompressibilitit ist der Volumenausdehnungskoeffi-
zient fuir Fliissigkeiten sehr viel kleiner als fiir Gase.
Fiir ideale Gase ist y=1/T (~1/300K bei Raumtem-
peratur).

2.7.4 Hydraulische Kraftiibertragung

Fliissigkeiten (="Hydraulik") konnen fiir die Uber-
tragung und Umwandlung von Kriften verwendet
werden. Ist die vertikale Ausdehnung eines Systems
von Rohren klein so herrscht innerhalb im Gleichge-
wicht tiberall derselbe Druck.
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Abbildung 2.80: Hydraulische Presse.

Damit gilt fiir die beiden Kolben

R
A PTa,
oder
A
F,=F—.
2=hy

Somit lassen sich auch kleine Krifte F; in sehr grof3e
Krifte F, umwandeln, sofern die Flachenverhaltnis-
se entsprechend gewéhlt werden. Die Wege, die da-
bei zuriickgelegt werden, verhalten sich genau ent-
gegengesetzt.

Abbildung 2.81: Hydraulischer Lift.

Auf diese Weise werden z.B. mit hydraulischen
Pressen groBe Krifte erzeugt.

2.7.5 Schweredruck

Bei tiefen Fliissigkeiten und Gasen tritt ein Schwe-
redruck auf: zusitzlich zum AuBendruck wirkt an
jeder Stelle die Gewichtskraft der dariiber liegen-
den Teilchen. Die Gewichtskraft einer Fliissigkeits-
sdule mit Querschnittsfliche A, Dichte p und Hohe
h = hy — hy betrigt

Fs=mg=Vpg=Ahpg.

LIl

A

Tttt

li‘*tv
frve

Abbildung 2.82: Schweredruck.

Wenn sich das markierte Volumenelement im
Gleichgewicht befindet muss diese Gewichtskraft
durch eine groBere Kraft auf der Unterseite kompen-
siert werden. Der Druckunterschied zwischen oben
und unten muss somit

Fy

ps=X=th

sein. Dieser Druckbeitrag wird als Schweredruck be-
zeichnet.

Der gesamte hydrostatische Druck ist demnach

p(z) =pa+zpg,

wobei p, den Aulendruck darstellt und z die Distanz
zur Oberflache. Der Druck ist somit nur abhingig
von der Dichte der Fliissigkeit und von der Hohe der
Fliissigkeitssdule. Fiir den Fall von Wasser gilt

kg m kg
=10°-2.9.81— ~ 10*
pr m3 ) S2 m2S2
2
_ o110 NM g Am
m m

d.h. der Druck nimmt pro 10 m Tiefe um 1 atm (=10°
N/m?) zu. Innerhalb des Systems ist der Druck nur
von der Hohe abhingig, nicht vom (horizontalen)
Ort. Dieses Prinzip gilt fiir alle unbewegten Fluide.

Exp. 76a: kommunizierende Rohren

Eine Konsequenz davon ist, dass die Fliissigkeit in
einem System von verbundenen (="kommunizieren-
den") Rohren iiberall bis zur gleichen Hohe auf-
steigt, unabhingig vom Querschnitt und Form der
Rohre.
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Abbildung 2.83: Kommunizierende Réhren.

Abbildung 2.84: Druckverteilung im Wasserrohr-
Netz.

Die gleichmifige Verteilung des Drucks in einem
System von Rohren wird verwendet um den Wasser-
druck in der stadtischen Wasserversorgung sicherzu-
stellen: Das Reservoir muss mindestens so hoch lie-
gen wie das hochste Haus. Eine Erweiterung dieses
Prinzip ist, dass man - in einer gewissen Niherung
- die Rohre auch weglassen darf: Eine Fontidne er-
reicht die Hohe des Wasserspiegels im Reservoir.

2.7.6 Hydrostatischer Druck in Gasen

Im Falle von Gasen ist die Dichte abhingig vom
Druck. Die Druckzunahme ist deshalb nicht mehr
proportional zur Hohe. Fiir eine diinne Schicht kann
die Dichte als konstant angenommen werden, doch
bei Druckénderungen in der Atmosphére miissen die
Dichtednderungen beriicksichtigt werden.

Fiir die Berechnung der Hohenabhingigkeit des
Druckes in der Atmosphire betrachten wir zunichst
eine Schicht, welche so diinn ist, dass die Dich-
te noch als konstant betrachtet werden kann. Die
Druckénderung durch diese Schicht ist dann wie bei
einer Fliissigkeit

dp=—pgdh,

wobei i nach oben zunimmt und somit der Druck ab-
nimmt. Fiir ein ideales Gas gilt bei konstanter Tem-
peratur (Boyle-Mariott Gesetz): p = po p/po. Damit
wird

dp=—poL-gdh.
Po

Integration ergibt

Pd h
i’:—@g/ dh=m2 = P
po P po°Jo Po Po
oder
_ Pogh
p—poexlv(—io),

d.h. der Druck nimmt mit zunehmender Hohe expo-
nentiell ab.
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Abbildung 2.85: Atmosphérischer Druck als Funkti-
on der Hohe.

Numerische Werte fiir diese Parameter sind fiir Nor-
malatmosphire (T = 0°C, pg = 1,013-10° Pa) Po =
1,293 kg/m?. Damit hat das Produkt % den nume-
rischen Wert 1,254-10~* m~! oder

p = poexp(—h/8km).

Der Druck fillt pro 8 km Hohe auf 1/e oder pro 5,5
km auf die Hilfte ab. In Wirklichkeit variieren so-
wohl die Temperatur wie auch die Zusammenset-
zung der Erdatmosphire mit der Hohe. Die obige
Formel gibt aber eine gute Niherung fiir das tatsich-
liche Verhalten ab.
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Abbildung 2.86: Auftrieb: der Druck auf die untere
Fléache ist groBer als auf die obere
Fliche.

2.7.7 Auftrieb

Aufgrund des Schweredrucks erhilt ein Korper in ei-
ner Fliissigkeit Auftrieb.

Dieser Effekt ldsst sich relativ leicht am Beispiel ei-
nes Kubus in einer Fliissigkeit berechnen. Der Druck
auf die beiden Seitenfldchen ist der gleiche; in hori-
zontaler Richtung heben sich die Druckkrifte somit
auf. Der Druck auf den Boden ist aber aufgrund des
Schweredrucks grofer als auf die obere Flidche. Da-
mit erhélt man eine resultierende Druckkraft auf den
Korper, die nach oben wirkt.

Exp. 75a: Hydrostatischer Druck

Abbildung 2.87: Der Holzblock klebt am Boden des
Wassertanks.

Man kann die Kraft auf die Unterseite eliminieren
indem man den Korper so auf dem Boden driickt,
dass keine Fliissigkeit darunter bleibt. Erst nach ei-
ner gewissen Zeit gelangt Wasser wieder darunter
und erzeugt Auftrieb.

Die resultierende Kraft kann direkt aus der Druckdif-
ferenz berechnet werden, welche durch den Schwe-
redruck erzeugt wird:

Fx=Fh—-F=Ap—p1) =

= Apflg(hZ - hl) = PflgV = Myerdraengt8

=Fs ,verdraengt -

Abbildung 2.88: Archimedes von Syrakus (287 -
212 v. Chr).

Die Auftriebskraft entspricht somit der Gewichts-
kraft der verdridngten Fliissigkeit. Dieses Gesetz
wurde zuerst von Archimedes formuliert und wird
deshalb als Prinzip von Archimedes bezeichnet. Es
ist eines der dltesten immer noch giiltigen physikali-
schen Gesetze.

Fir den Spezialfall, dass der Korper die gleiche
Dichte besitzt wie die Fliissigkeit konnte man dieses
Resultat noch einfacher erhalten: Ein Fliissigkeits-
volumen ist dann im Gleichgewicht wenn die Auf-
triebskraft gerade die Gewichtskraft kompensiert.
Dieses Resultat wurde hier fiir einen Kubus herge-
leitet, ist aber unabhéngig von der Form giiltig.

Exp. 78: Prinzip von Archimedes

Der Auftrieb kann experimentell gemessen werden
indem man die Reduktion der Gewichtskraft misst,
wenn der Korper in eine Fliissigkeit eingetaucht
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Abbildung 2.89: Messung des Auftriebs.

wird. Die verdringte Fliissigkeitsmenge wird da-
durch gemessen, dass sie in einem Becherglas auf-
gefangen wird. Wird sie anschlieend in den Behil-
ter gegossen, welche am gleichen Federkraftmesser
hiingt wie der Aluminiumblock so misst man wieder
die gleiche Kraft wie zu Beginn.

Abbildung 2.90: Ballonflug

Nicht nur in Fliissigkeiten, sondern auch in Luft und
anderen Gasen existiert dieser Auftrieb. Dies ist z.B.
die Grundlage fiir den Ballonflug, kann aber auch
anhand eines einfachen Laborexperimentes nachge-
wiesen werden.

Exp. 79: Auftriebswaage

Abbildung 2.91: Auftriebswaage.

Man kann den Effekt u.a. nachweisen indem man die
Luft entfernt.

in Luft
mit Auftrieb
Fres Fres
Fgly Fely
FA
Fy

Abbildung 2.92: Gleichgewicht in Luft.

In Luft sind die beiden K&rper im Gleichgewicht: die
Summe F,.; aus Schwerkraft F; und Auftrieb Fy ist
fiir beide gleich. Wird die Luft abgepumpt, so ver-
schwindet der Auftrieb. Da dieser fiir den grofleren
Korper erheblich groBer ist als fiir den kleinen Kor-
per sinkt er ab.

Der Auftrieb fiir den eingetauchten Korper bedeu-
tet umgekehrt, dass das Gefil3, welches die Fliissig-
keit enthilt, entsprechend schwerer wird. Man kann
dies dadurch verstehen, dass die Fliissigkeitsséule,
welche auf den Boden des Gefisses driickt, entspre-
chend dem verdringten Volumen hoéher geworden
ist.
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2.8 Grenzflacheneffekte

2.8.1 Oberflichenspannung

An Grenzfliachen treten besondere Effekte auf, wel-
che im Volumen nicht beobachtbar sind. Die mole-
kulare Grundlage dafiir sind Kohisionskrifte, d.h.
Krifte zwischen gleichartigen Atomen / Molekiilen.
In den meisten Fliissigkeiten dominieren dabei van
der Waals Krifte. Sie erniedrigen die Energie des
Molekiils gegeniiber einem Molekiil im Vakuum und
sind damit die Ursache dafiir, dass sich Fliissigkeiten
iitberhaupt bilden. Eng verwandt damit sind Adhi-
sionskrifte: diese wirken zwischen Molekiilen ver-
schiedener Stoffe, also z.B. zwischen einem Molekiil
in der Fliissigkeit und einer festen Oberfliche.

Befindet sich ein Molekiil an der Oberfliche einer
Fliissigkeit so ist es weniger Kohésionskriften aus-
gesetzt und seine Energie ist hoher als im Innern der
Fliissigkeit. Auf solche Molekiile wirkt deshalb ei-
ne Kraft ﬁresulﬁerend nach innen. Mit einer Oberflache
ist deshalb eine potenzielle Energie verbunden, die
"Oberflichenenergie".

Abbildung 2.93: Oberflachenspannung.

Damit verbunden ist die Oberflichenspannung: Da
fiir die Erzeugung und VergréBerung einer Oberfld-
che Arbeit geleistet werden muss wirkt eine Kraft,
welche sie zu verkleinern sucht. Die spezifische
Oberflichenenergie ist

_diw [G]
7

Diese Grofie wird auch als Oberflichenspannung be-
zeichnet. Dabei stellt dW die geleistete Arbeit dar,

(o)) .
m

dA die zusitzliche Fliche. Im Gegensatz zu Span-
nungen im Volumen handelt es sich hier aber um ei-
ne Kraft pro Lingeneinheit.

Exp. 87a: Grenzflichenspannung

Abbildung 2.94: Experiment Oberflichenspannung.

Die Grenzflichenspannung kann gemessen werden
indem man an einem Biigel zieht, an den eine La-
melle anschliefit. Die Oberfldache S der Lamelle wird
um S vergrofert, wobei der Oberflichenzuwachs auf
beiden Seiten der Lamelle erfolgt. Bei einem Radius
r des Kreises wird die Oberflache der Lamelle um
den Betrag

AA =2Ahl =2Ah2rr

vergroBert, wobei [ = 27r den Umfang des Biigels
darstellt und Ah die Hohendnderung. Der Faktor 2
beeriicksichtigt, dass die Fliissigkeitslamelle zwei
Oberfldchen besitzt. Die Kraft, welche fiir die Ver-
groflerung der Oberflache bendtigt wird, 1dsst sich
berechnen aus der Anderung der Oberflichenenergie
Ws pro Wegelement Ah:

GAA—47TG
_Ah_A = roj.

F
Ah

Im Experiment hat der Ring einen Radius von 1 cm;
fiir eine Oberflachenspannung von 0.072 N/m (Was-
ser bei 20 °C) erwartet man eine Kraft von 9 mN.

Ein analoges Experiment wird haufig von Wasser-
laufern durchgefiihrt: Sie konnen auf dem Wasser
gehen weil Thre Korpergewicht so klein ist, dass die
Kraft auf die Wasseroberfliche kleiner ist als die
Kraft, welche benétigt wiirde, um ein Loch in der
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Abbildung 2.95: Wasserldufer

Wasseroberfliache zu driicken und damit die Oberfla-
che zu vergrofern.

Oberflichenspannungen kann es sowohl zwischen
festen Korpern und Gasen wie zwischen Fliissigkei-
ten und Gasen oder zwischen zwei Fliissigkeiten ge-
ben.

Am grofiten sind die Oberflaichenspannungen bei
Metallen. Dies ist ein Hinweis darauf, dass die Me-
tallatome eine sehr starke Wechselwirkung unterein-
ander besitzen. Wasser besitzt im Vergleich mit an-
deren Fliissigkeiten ebenfalls eine relativ hohe Ober-
flachenspannung. Dies ist ein Hinweis auf die relativ
starken intermolekularen Krifte in Wasser, welche
auch fiir den relativ hohen Siedepunkt (im Vergleich
zu gleich schweren Molekiilen) verantwortlich sind.

2.8.2 Minimalfléichen

Im Gleichgewicht besitzt ein System die niedrigste
mogliche Energie. Dazu gehort offenbar, dass die
Oberflichen moglichst klein sind. Oberflichen sind
deshalb Minimalfldchen.

In der Figur wird dies anhand von FEinzelbildern
beim Abfallen eines Wassertropfens gezeigt: Zu-
nichst findet man ein Gleichgewicht von Ober-
flachenspannung und Schwerkraft; erst wenn die
Fliissigkeitsmenge grof3 genug wird iiberwiegt die
Schwerkraft und der Tropfen reist ab. Der Tropfen
nimmt darauf Kugelform (eine Minimalfldache) an,
wobei transiente Schwingungen um die Gleichge-
wichtsform beobachtet werden konnen.

Abbildung 2.96: Entstehung eines Wassertropfens.

Exp. 88: Minimalfiichen

Abbildung 2.97: Minimalflache in einem Wiirfel.

Minimalflichen kann man z.B. erzeugen indem man
Seifenlamellen aufspannt. Je nach Randbedingung
(Dréhte) erzeugen die Seifenlamellen diejenigen
Oberflaichen, welche die Grofle der Lamelle mini-
mieren.

Ein Beispiel wo keine Drihte benttigt werden, ist
die Seifenblase. Hier ist das Volumen durch die
eingeschlossene Gasmenge vorgegeben. Die Mini-
malflache bei gegebenem Volumen ist eine Kugel.
Die Oberflachenspannung des Seifenfilmes betrigt =
30-10~3 N/m. Wir untersuchen folgende Fragen:

- wie hoch ist der Druck im Innern der Seifenblase
im Vergleich zum Auflendruck?

- was passiert wenn eine grof3e und eine kleine Sei-
fenblase zusammenkommen?
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Wir berechnen zunichst die Arbeit, welche benotigt
wird, um den Radius der Kugel von r auf r +dr zu
vergrofern. Die Kraft ist gegeben durch das Produkt
aus Druckdifferenz p und Oberfliche A, und der Weg
ist dr. Damit wird die Arbeit

dW = Fdr = pAdr = p4ni’dr,

Diese Arbeit wird benétigt um die Oberflichenener-
gie zu vergrofern,

dW = 6dA = o[An(r+dr)* —4mr?] =

ol4nr® 4+ 8nrdr — 4nr?] = o8nrdr,

wobei wie iiblich der Term o< dr? (quadratisch in ei-
ner infinitesimalen Grof3e) weggelassen wurde. Da-
mit erhalten wir

panrtdr=o8nrdr —p= ZE.
r

Fiir eine Seifenblase mit einem Radius von r = 1.8
cm erhilt man z.B. p = 3.33 N/m?.

Exp. 86: Oberfléiichenspannung
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Abbildung 2.98: Durckausgleich zwischen Seifen-
blasen.

Der Druck ist indirekt proportional zum Radius, d.h.
in grofleren Seifenblasen ist der Druck kleiner. Tref-
fen zwei Seifenblasen zusammen so pumpt die klei-
nere die grofere auf. Die resultierende gemeinsame
Seifenblase besitzt wiederum eine minimale Ober-
flache.

2.8.3 Benetzung

Befinden sich Fliissigkeiten auf Oberflichen so
kommt es zu einem Wettbewerb zwischen Kohisi-
onskriften und Adhésionskriften.

Abbildung 2.99: Benetzung

Ist die Adhésion stéirker als die Kohision wird die
Kontaktfliche zwischen Fliissigkeit und Oberflache
vergroBert. Dies ist z.B. fiir Wasser auf Glas der
Fall. Man quantifiziert das Verhéltnis von Kohisi-
on zu Adhédsion iiber den Randwinkel 8. Dieser
stellt sich als Gleichgewichtswert dadurch ein, dass
die drei Grenzflichenspannungen (fest-fliissig, fest-
gasformig und fliissig-gasformig) gleichzeitig mi-
nimiert werden miissen. Ist der Benetzungswinkel
kleiner als 90° so spricht man von Benetzung; liegt
er bei 0° so handelt es sich um vollstindige Benet-
zung. Bei 6 > 90° liegt eine nicht benetzende Fliis-
sigkeit vor.

Einige Beispiele fiir Benetzungswinkel:

] Grenzflache 0
Wasser auf fettfreiem Glas ~0°
Wasser auf Parafin 105-110
Quecksilber auf Glas 140
Quecksilber auf Stahl 154

Quecksilber ist ein typisches Beispiel einer nicht be-
netzenden Fliissigkeit. In diesem Fall sind die Koha-
sionskréfte stirker als die Adhésionskréfte. Das Sys-
tem verkleinert deshalb die Kontaktfliche. Diese Fi-
genschaft ist eine Folge der hohen Oberflichenspan-
nung von Quecksilber.
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2.8.4 Kapillarkriifte

Grenzflicheneffekte erzeugen auch die so genann-
ten Kapillarkréfte: Die Energie, welche ein System
durch die VergroBerung der Kontaktflaiche gewinnt,
kann dazu verwendet werden, um die Fliissigkeit auf
eine groflere Hohe anzuheben.

Abbildung 2.100: Kapillarkréfte

Die Kraft, welche die Fliissigkeit in der Kapillare
nach oben zieht, ist

20,
F=A=2
R

)

wobei A die Querschnittfliche der Kapillare und R
den Kriimmungsradius der Oberfliche bezeichnet.
Wird die Kapillare vollstindig benetzt (Kontaktwin-
kel 6 =~ 0) so ist dieser Kriimmungsradius gerade
gleich dem Radius r der Kapillare. Diese Kraft muss
gerade die Gewichtskraft der Fliissigkeit in der Ka-
pillare kompensieren, welche

Fg =mg = pAhg

betrdgt. Offenbar ist das Gleichgewicht erreicht
wenn die beiden Krifte gleich sind, F; = Fg. Dies
wird bei der Hohe

. 2GA

h=214
prg

erreicht. Die Steighohe ist somit proportional zur
Oberflichenspannung und invers proportional zum
Radius der Kapillare. Fiir Wasser (o4 = 0.072 N/m)
in einer Kapillare von 0.1 mm Radius erhélt man so-
mit eine Steighdhe von 0.144 m ~ 14 cm.

Anordnung der Platten

Flissigkeitspiegel

h=11mm

X=20 mm

Abbildung 2.101: Kapillarkrifte zwischen 2 Glas-
platten.

Exp. 89a: Kapillarkriifte

Man kann dies auch mit Hilfe von Glasplatten zei-
gen: in diesem Versuch stehen zwei Glasplatten un-
ter einem spitzen Winkel, so dass der keilférmige
Bereich dazwischen unterschiedliche Kapillardurch-
messer darstellt.

Man findet eine hyperbolische Abhingigkeit der
Steighthe von der Position und damit vom Abstand
der Platten.

Ist die Benetzung nicht vollstiandig (d.h. der Kontakt-
winkel 6 > 0°), so fillt der Effekt entsprechend ge-
ringer aus.

20,
h:—Acose.

prg

Abbildung 2.102: Kapillardepression

Auch hier kann der umgekehrte Fall eintreten, dass
die Kohisionskrifte stirker sind. In diesem Fall ist 6
> 90° und cos6 < 0: es kommt es zu einer Kapillar-
depression, d.h. die Fliissigkeitsoberfliche im Innern
der Kapillare ist tiefer als auf3en.
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2.9 Hydrodynamik und
Aerodynamik

In diesem Kapitel werden ebenfalls Fluide diskutiert,
wobei wir jetzt bewegte Medien betrachten. Durch
die Bewegung kommen 2 Aspekte dazu, welche bei
der Hydrostatik nicht diskutiert wurden:

* In bewegten Fluiden existieren Scherspannun-
gen auf Grund der endlichen Viskositit. Diese
innere Reibung ist proportional zum Geschwin-
digkeitsgradienten.

* Bewegte Fluide besitzen kinetische Energie. Es
findet deshalb eine Umwandlung von potenzi-
eller (Hohe, Druck) in kinetische Energie (und
umgekehrt) statt.

Der wichtigste Unterschied zwischen stromenden
Fliissigkeiten und stromenden Gasen ist, dass man
bei Fliissigkeiten meist davon ausgehen kann, dass
die Volumenénderungen der Fliissigkeit gering sind,
d.h., dass es sich um ein inkompressibles Medium
handelt. Im Falle der Arodynamik (bei Gasen) muss
die Kompressibilitit beriicksichtigt werden.

2.9.1 Stromlinien und
Geschwindigkeitsfelder

Um ein stromendes Medium zu beschreiben gibt
es verschiedene Methoden. Die Lagrange-Methode
entspricht einer zeitlichen Verfolgung der Masse-
elemente dm. Einfacher ist die Euler-Methode bei
der zu einem beliebigen Zeitpunkt die Geschwindig-
keitsvektoren der einzelnen Masseelemente betrach-
tet werden.

Fliissigkeits-
element

/0

Abbildung 2.103: Flusslinien

Stromlinie

Die Gesamtheit dieser Geschwindigkeitsvektoren
wird als Geschwindigkeitsfeld bezeichnet. Zur Dar-

stellung verwendet man meist Stromlinien. Dabei
handelt es sich um orientierte Kurven, welche den
Weg der Fliissigkeitselemente verfolgen. Die mo-
mentane Tangente an diese Kurven ergibt jeweils die
lokale Richtung der Stromungsgeschwindigkeit.

Gebiet niedriger
Geschwindigkeit

Gebiet hoher
Geschwindigkeit

Abbildung 2.104: Stromliniendichte als MaB fiir die
lokale Geschwindigkeit.

Die Dichte der Stromlinien ist ein Mass fiir den Be-
trag der Geschwindigkeit: Je grofer die Anzahl der
Stromlinien durch eine Flidche sind, desto grofer ist
die Stromdichte und damit die lokale Geschwindig-
keit.

Exp. 81: Stromlinien

Diese Stromlinien konnen auch sichtbar gemacht
werden; sie sind nicht nur ein theoretisches Konzept.
Man injiziert dafiir z.B. gefarbtes Wasser oder kleine
Partikel in das flieBende Medium.

Abbildung 2.105: Laminare Strémung um einen Zy-
linder.

In diesem Beispiel werden die Stromlinien beim
UmflieBen eines Zylinders dargestellt. Sie zeigen,

66



2 Mechanik

dass auf der Vorder- und Hinterseite ein Stau ent-
steht, also eine Region geringer Geschwindigkeit,
und auf beiden Seiten eine Region hoher Geschwin-
digkeit.

Abbildung 2.106: Automobil im Windkanal.

Figur [2.106] stellt entsprechende Untersuchungen an
einem Automobil in einem Windkanal dar. Die Stro-
mungslinien werden sichtbar gemacht, indem Rauch
in den Gasstrom geblasen wird. Solche Experimen-
te spielen z.B. fiir den Entwurf von Fahrzeugen und
Flugzeugen eine wichtige Rolle.

Stromungen werden als stationdr bezeichnet, wenn
die Stromlinien zeitlich konstant sind. Es gibt lami-
nare und turbulente Stromungen.

‘gll
J
laminar
(geringe Stromungs-
geschwindigkeit |

¥
I

turbulent

(hohe Stromungs-
geschwindigkeit )

Abbildung 2.107: Laminare und turbulente Stro-
mungen.

In diesem Beispiel geht die Stromung von laminar
nach turbulent {iber.

Dies geschieht z.B. bei hoherer Geschwindigkeit.
Die Charakterisierung von turbulenten Stromungen
gehort ins Gebiet der nichtlinearen Dynamik und
kann in diesem Zusammenhang nicht diskutiert wer-
den.

2.9.2 Kontinuititsgleichung

Geschwindigkeiten in bewegten Fliissigkeiten be-
schreiben den Transport von Materie. Lokal kann
dieser Transport durch die Massenstromdichte

j=pv
quantifiziert werden.

Volumen-
element

Abbildung 2.108: Massenbilanz fiir ein Volumenele-
ment.

Wir betrachten die Anderung der Masse in einem
Volumen V aufgrund der Zu- und Abfliisse. Der An-
teil des Massenstroms dm/dt durch ein kleines Fla-
chenelement dA ist

dém

dt

wobei o den Winkel zwischen der FlieBrichtung und

der Oberflachennormalen darstellt. Durch Integrati-

on iiber die geschlossene Oberfliche ergibt die ge-

samte Anderung der Masse im Volumen pro Zeitein-
dm

heit als
== [ . dA= V-dA=0,
m dt /A] /APV

da Masse weder erzeugt noch vernichtet wird. Die
Gleichung besagt einfach, dass die Summe der Zu-
und Abfliisse verschwinden muss. Sie kann iiber den
Satz von Gauf3

[Lv&&ib%dwa

(die Integralgrenzen sind O = Oberfliche und V =
Volumen) auch geschrieben werden als

= j-dA =|j|dA cosa,

divv =0,

da die Gleichung fiir beliebige Volumina V gelten
muss. Dies ist eine Bedingung fiir das Geschwindig-
keitsfeld: es enthilt weder Quellen noch Senken.
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Abbildung 2.109: Transport eines Volumenelemen-
tes in einer laminaren Stromung.

Diese Aussage gilt fiir beliebige Korper. Wir konnen
z.B. einen Flussschlauch betrachten, der auf der Au-
Benseite von Flusslinien begrenzt wird (V- dA = 0)
und an den Stirnflachen von zwei Scheiben mit Fli-
chen A; und A,. Da die Seitenwinde durch Flusslini-
en gebildet werden, flieBt kein Material durch diesen
Teil der Oberfliche. Damit sind Ein- und Ausfluss
gegeben durch die Durchflussmenge durch die bei-
den Flidchen links und rechts.

Die Fliissigkeitsmenge, welche pro Zeiteinheit durch
eine Stirnfliche fliet, ist proportional zum Pro-
dukt aus Querschnittsfliche und FlieBgeschwindig-
keit vdm = p Av, da die Geschwindigkeit senkrecht
auf der Fliche steht. Bei konstanter Dichte kann die
Massenbilanz somit geschrieben werden als

ViA1 = Ar
oder
Aq
Vo =Vi—.
A

Dies entspricht der Quantifizierung der oben ge-
machten Aussage, dass nahe beieinander liegen-
de Stromlinien hohe Geschwindigkeiten markieren
und geringe Stromliniendichte einer langsamen Ge-
schwindigkeit entspricht.

Fiir kompressible Fliissigkeiten muss die Gleichung
um die Dichte erweitert werden:

ViP1A1 = vpAs.

Fiir wirbelfreie Stromungen kann man das Ge-
schwindigkeitsfeld v(¥) als Gradient eines Ge-
schwindigkeitspotenzials ¢ (7) schreiben:

V() = grad (7).

Solche Stromungen werden deshalb auch als Poten-
zialstromungen bezeichnet.

2.9.3 Bernoullische Gleichung

Wir betrachten eine Stromung in einem Rohr, das
sich verengt. Die Zunahme der Geschwindigkeit auf-
grund der Verengung bedeutet fiir die Fliissigkeits-
elemente eine Beschleunigung. Die dafiir notwendi-
ge Kraft stammt aus einer Druckdifferenz.

dm

(%) p(x+dx)
-

A

Abbildung 2.110: Druckkraft auf diinne Fliissig-
keitsscheibe.

Wir betrachten eine diinne Scheibe der Fliissigkeit.
Die Masse des Zylinders mit Querschnittfliche A
und Dicke dx betrigt

dm=pAdx.

Das Newton’sche Axiom fiir dieses Fliissigkeitsele-
ment lautet

d
dF:—Adp:adm:%pAd@E?
Hier bezeichnet dp = p(x+ dx) — p(x) die (infini-
tesimale) Druckdifferenz, a die Beschleunigung und
p die Dichte der Fliissigkeit. Offenbar ist die Bezie-
hung unabhingig von der Querschnittfliche

—dp=pvdv.

Integration zwischen zwei Punkten 1 und 2 ergibt

—v%

pr—pr=20%-13)

2

oder

L5 L 5
p1+ §PV1 = P2+5PV2-
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=
;}pge:
& :
A -
A
Abbildung 2.111: Herleitung der Bernoulli-

Gleichung.

Offenbar wird eine Zunahme der Geschwindigkeit
(Zunahme der kinetischen Energie) durch eine Ab-
nahme des Druckes (Reduzierung der potenziellen
Energie) kompensiert.

Die Grofie % pv? hat die Dimension eines Drucks und
wird als Staudruck bezeichnet. Offenbar ist die Sum-
me aus statischem Druck und Staudruck fiir eine rei-
bungsfreie Fliissigkeit konstant. Man bezeichnet dies
als Gesamtdruck und schreibt

1 2
p+ EPV = Dges

fiir eine reibungsfreie Fliissigkeit.

Abbildung 2.112: Daniel Bernoulli (1700-1782)

Dies wird als die Bernoullische Gleichung bezeich-
net (nach Daniel Bernoulli, 1700-1782).

2.9.4 Druckinderung in einer Stromung

Geeignete Druckmessgeridte konnen diese unter-
schiedlichen Beitrige messen. Die Drucksonde

Bezeichnung Drucksonde Pitot-Rohr Prandtisches Staurohr

Skizze
Poat * Psiau

1

Differenzmessung von
Pitot-Rohr und Drucksonde

Staudruck,
Strémungsgeschwindigkeit

statischer Druck

MeRgroge und Staudruck

statischer Druck

N
" Papn = 2
Berechnungs- = - 0
Formel o P = Pytar Pges = Potar + 2
v= |2

Abbildung 2.113: Druckmessung

misst den statischen Druck, wihrend das Pitot-Rohr
den Gesamtdruck misst. Das Prandtl’sche Staurohr
besitzt zwei Offnungen fiir den statischen und den
Gesamtdruck, welche auf unterschiedlichen Seiten
der Fliissigkeit angeordnet sind. Die Hohendifferenz
ist dann direkt proportional zum Staudruck.

Exp. 82: Bernoulli

Abbildung 2.114: Experimentelle Verifizierung der
Bernoulli-Gleichung.

Die Voraussagen der Bernoulli Gleichung kénnen
experimentell leicht iiberpriift werden. Wir verwen-
den dafiir ein Rohr, das in der Mitte verengt ist, an
beiden Enden aber den gleichen (gréBeren) Quer-
schnitt zeigt. In den beiden dufleren Rohren steigt
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das Wasser hoher; an dieser Stelle ist offenbar der
statische Druck hoher als in der Mitte, wo das Was-
ser schneller flieft. Da die Stromung im Experi-
ment nicht reibungsfrei ist findet man zusétzlich zum
Staudruck auch einen linearen Druckabfall, welcher
die Reibungsverluste enthiilt.

Vs Py Iy

vy, P Iy

Abbildung 2.115: Beitrag des Schweredrucks zur
Bernoulli-Gleichung.

Eine etwas allgemeinere Form erhilt man, wenn man
zusitzlich den Schweredruck beriicksichtigt. Dann
ist der Gesamtdruck zusitzlich von der Hohe abhén-
gig; er betrdgt dann

1
p0+pgh+ Epvznges-

Insgesamt sind beide Formen der Bernoulli-
Gleichung Ausdriicke der Energieerhaltung: jeder
Term stellt eine Energiedichte, d.h. Energie pro Vo-
lumen dar; der erste enthilt die elastische Energie,
der zweite die potenzielle Energie der Gravitation,
der dritte die kinetische Energiedichte.

2.9.5 Demonstrationen zur
Bernoulli-Gleichung

Einige interessante Konseqiinzen konnen leicht de-
monstriert werden.

Exp. 83: Bernoulli Anwendungen

Bldst man durch ein Loch in einer Platte auf eine
zweite Platte so dass das Gas zwischen den beiden
Platten entweichen muss, so erzeugt die hohe Ge-
schwindigkeit des Gases zwischen den beiden Plat-
ten einen Unterdruck, welcher stark genug ist, das

Platte 1

Abbildung 2.116: Stromung zieht Platte an.

Gewicht der Platte zu halten und die Kraft zu iiber-
winden, welche durch die Impulsidnderung des stro-
menden Gases auf die freie Platte ausgeiibt wird.

Abbildung 2.117: Tanzender Pin-Pong Ball.

Bldst man auf einen Pingpong Ball schrdg nach
oben, so fillt er nicht zu Boden sondern gelangt in ei-
ne Gleichgewichtsposition etwas unterhalb der Mitte
des Luftstrahls: an dieser Stelle ist die Geschwindig-
keit des Gases oberhalb etwas groBer als unterhalb,
so dass eine Auftriebskraft wirkt, welche grofl genug
ist, die Gewichtskraft zu kompensieren.

Verwendet man einen Trichter so kann man sogar
nach unten auf den Ball blasen; da die Luft sich
oberhalb des Balls schneller bewegt als unten fillt
er nicht zu Boden.

2.9.6 Viskositiit

Eine Fliissigkeit bewegt sich nie widerstandsfrei.

Der Stromungswiderstand kommt aufgrund von Rei-
bungswiderstand und Druckwiderstand zustande.
Der zweite Effekt kann vor allem auf Verwirbelun-
gen zuriickgefiihrt werden.
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Abbildung 2.118: Ping-Pong Ball in einem Trichter.

Reibungs- und
Druckwiderstand

rairer ‘
Raibungswiderstand

- T

reiner
Druckwiderstand |
. L

a)

oo
—Fm—-i_\ @@

iberstrdmte
Kugel

langs (berstromte
Platte

quer angestrémte
Flatte ‘

Abbildung 2.119: Widerstand in einer Fliissigkeit.

Der Reibungswiderstand ist in jeder Fliissigkeit vor-
handen. Fiir viele Substanzen kann er beschrieben
werden als eine Kraft

dv B
o =
Diese ist proportional zur Fliche A auf der die Rei-
bung stattfindet, und zur Anderung dv/dx der Ge-
schwindigkeit mit der Entfernung x von der Oberfla-
che. Gilt diese Beziehung nicht, so spricht man von
nicht-Newton’schen Fliissigkeiten. Wahrend stati-
sche Scherkrifte in Fliissigkeiten verschwinden tre-
ten sie in der Form dynamischer Krifte bei nicht ver-
schwindender Viskositit auf. Diese quantifiziert so-
mit die Scherkrifte in einem fluiden Medium. Bei
sehr hoher Viskositit (Glas) verhilt sich eine Fliis-
sigkeit praktisch wie ein Festkorper.

Fr=nA —
R=T1 IIl2

Die Proportionalititskonstante 17 zwischen Kraft
und Fliche mal Geschwindigkeitsgradient wird als
Viskositit oder Zahigkeit bezeichnet. Neben der SI-
Einheit N s / m? wird héufig auch noch die iltere
Einheit Poise (= 0.1 N s / m?) verwendet. Sie stellt

eine Materialeigenschaft dar, welche stark von der
Temperatur abhéngt.

Die Viskositit von Wasser und dhnlichen Fliissigkei-
ten liegt bei etwa 1073 N's m~2, die Werte fiir Gase
etwa hundertmal niedriger; da die Dichte von Luft
etwa 1000 mal niedriger ist als die von Wasser, ist
aber die Viskositit pro Masse bei Luft grofer als bei
Wasser.

Fliissigkeiten Gase
o Luft
~1
g &
# %
Z 1 Athanol Z 2-
o~ — ",
= =)
: Wasser : ‘Wasserdampf
= =
1 —]
0 T I - T I -
0 20 40 0 100 200
T/°C T/°C

Abbildung 2.120: Temperaturabhiingigkeit der Vis-
kositdt von Fliissigkeiten und Ga-
sen.

Die Viskositét von Fliissigkeiten nimmt mit steigen-
der Temperatur ab, da dann die molekularen Bin-
dungen gegeniiber der Bewegung der Molekiile an
Bedeutung verlieren. Das Extrembeispiel dafiir ist
Glas, wo die Viskositidt beim Abkiihlen kontinuier-
lich um viele GréBenordnungen zunimmt.

Die Viskositit von Gasen nimmt dagegen mit stei-
gender Temperatur zu, da sie auf der Bewegung von
Molekiilen beruht, welche mit der Temperatur steigt.

2.9.7 Die Reynolds-Zahl

Die Viskositit spielt auch eine wichtige Rolle bei
der Charakterisierung von Stromungen. So wird der
Ubergang von laminaren zu turbulenten Stromungen
oder die Art des Stromungswiderstandes durch das
Verhiltnis aus kinetischer Energie zu Reibungsener-
gie beeinflusst. Ist dieses Verhéltnis gleich so spricht
man von dhnlichen Strémungen.

Ob zwei Stromungen dhnlich sind kann man einfach
anhand der dimensionslosen Reynolds-Zahl (nach
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Abbildung 2.121: Osborne Reynolds (1842 - 1912)

Osborne Reynolds, 1842-1912) bestimmen:

_pwd

Re [Re] =1

Hier stellen p und 1) die Dichte und Viskositit des
Mediums, v die Stromungsgeschwindigkeit und d ei-
ne typische Dimension des Korpers dar.

Abbildung 2.122: Einsetzen von Turbulenz.

Bei kleinen Geschwindigkeiten (und damit klei-
nen Reynolds-Zahlen) sind Strébmungen laminar, bei
grofen Reynolds-Zahlen werden sie turbulent.

2.9.8 Stromungswiderstand

Die viskose Reibungskraft wirkt als Bremskraft fiir
die Fliissigkeit und fiihrt gleichzeitig dazu, dass stro-
mende Fliissigkeiten eine Kraft auf den Behilter
oder den umstromten Korper ausiiben. Man schreibt

diese geschwindigkeitsproportionale Kraft als

N
_m

FR = —kv. [k]

Die Proportionalitdtskonstante k wird als Wider-
standsbeiwert bezeichnet. Sie betridgt z.B. fiir eine
Kugel mit Radius r

kxy =61 nr.
Dies wird als Stokes’sches Reibungsgesetz bezeich-
net.

Fillt eine Kugel durch ein viskoses Medium, so er-
reicht sie eine gleichféormige Geschwindigkeit wenn
sich die Schwerkraft und die Reibung autheben:

4
FG = g(pk —pﬂ)?}"3 = 67'L'TII’V = FR.

Dies ist offenbar der Fall wenn

r2g

roon

4m,3

(Px—py1)-

Die Bestimmung der Sinkgeschwindigkeit einer Ku-
gel ist deshalb eine der Moglichkeiten, die Viskositit
einer Fliissigkeit zu bestimmen.

2.9.9 Rohrdurchfluss

In einem Rohr fiihrt der Stromungswiderstand da-
zu, dass der Druck in einem System nicht gleichma-
Big verteilt ist, sondern abfillt in Richtung der Stro-
mung. Der Stromungswiderstand beschrinkt des-
halb auch den Durchfluss durch ein Rohr.

P1

i
i

l
I
Abblldung 2.123: Rohrdurchfluss

Um den Durchfluss zu berechnen teilt man das Fliis-
sigkeitsvolumen in konzentrische Zylinder ein. Die
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Fliissigkeitskomponenten in der Néhe der Rohrober-
flaiche werden durch die Reibung am stirksten ge-
bremst und bewegen sich deshalb am langsamsten;
die Komponenten in der Mitte werden am wenig-
sten gebremst und bewegen sich am schnellsten. Auf
einen Fliissigkeitszylinder mit Radius r wirkt die
Reibungskraft an seiner AuBlenwand
dv dv
Fr=nA P =n2nrl I

Diese muss kompensiert werden durch eine Druck-
differenz Ap = p» — p1, welche von auflen erzeugt
werden muss, um die Stromung aufrecht zu erhalten.
Die Druckkraft auf diesen Zylinder betréagt

F,= —Aprr?.
Im dynamischen Gleichgewicht sind die beiden

Krifte entgegengesetzt und gleich groB3, so dass
n2nrldv = Aprr’dr

oder

A
—prdr

d
Ty

Die Randbedingung ist, dass die Geschwindigkeit an
der Oberfliche des Rohrs verschwindet, v(r = R)
0. Damit ergibt die Integration

A
v(r) = 41?1

(7~ R)

L V

r

R
Abbildung 2.124: Geschwindigkeitprofil.

Ap beschreibt die Druckidnderung; da der Druck in
FlieBrichtung abfillt ist die Druckinderung Ap < 0.
Die Geschwindigkeit wird deshalb bei » = 0 maxi-
mal und fillt mit dem Abstnad vom Zentrum des
Rohr parabolisch ab.

2.9.10 Das Gesetz von Hagen-Poiseuille

Der Maximalwert der Geschwindigkeit betrédgt (in
der Mitte des Rohrs)

Ap

R
4nl

Vinax = v(0) = —

Sie ist somit positiv wenn Ap negativ ist, d.h. der
Druck abfillt.

Die mittlere Geschwindigkeit erhdlt man als

1 R
V:W ) V(l")le’dr:

1 Ap (R 5
=—— —R)2mrdr =
2R anl Jy (r )2mrdr

_ Ap * PR? R_

C2RMI4 2 |,

_ Ap &4 _ ApR? _ Viax
2R?2nl 4 8nl 2

Der gesamte Durchfluss durch das Rohr betrégt dem-
nach
AprmR*
8nl

Dies ist bekannt als das Gesetz von Hagen-
Poiseuille: Der Durchfluss durch ein gerades Rohr
ist proportional zur vierten Potenz des Rohrradius,
zum Druckabfall Ap/I und invers proportional zur
Viskositit 7.

Exp. 84: Hagen-Poiseuille

Im Experiment wird der konstante Wasserdruck da-
durch erzeugt, dass bei sinkender Fliissigkeitssidu-
le ein abnehmender Luftdruck iiber der Fliissigkeit
steht: es wird nur soviel Luft nachgezogen, dass
am unteren Ende des Rohres gerade der Druck py,
d.h. der atmosphirische Auflendruck entsteht. Es
wird die Fliissigkeitsmenge gemessen, welche in 30
Sekunden durch jeweils ein Rohr mit gegebenem
Querschnitt flieBt. Das Verhiltnis der beiden Rohr-
Innendurchmesser betrdgt 0.8 / 1.5 mm; wir erwar-
ten somit ein Verhiltnis der Fliissigkeitsmengen von
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Zweiwey ehahn
P

1/ Lufthlas en

Py *

Abbildung 2.125: Flussmenge vs. Druck.

(1.5/0.8)* = 12.4. Experimentell finden wir ein Ver-
hiltnis von ca. 12.

Die Druckdifferenz, welche benétigt wird, um eine
mittlere Geschwindigkeit durch das Rohr zu erzie-
len, betrigt

_8nl

Ap=—Vpr

d.h. sie sinkt mit der Querschnittsfliche des Rohrs,
wihrend die Durchflussmenge ansteigt. Im stati-
schen Grenzfall (v — 0) verschwindet der Druckab-
fall, wir erhalten das hydrostatische Gleichgewicht.

Daraus konnen wir auch den Widerstandsbeiwert fiir
die Stromung durch das Rohr berechnen als

2

F R
=Apn— =8nix.
1%

k= =

v

Er hiingt somit nur von der Viskositit des Mediums

und der Léange der Rohres ab. Die zunehmende Ober-

flache wird gerade kompensiert durch den kleineren
Gradienten der Geschwindigkeit.

2.9.11 Stromende Gase (Arodynamik)

Bei der Diskussion der Stromung von Gasen muss
zusitzlich die Kompressibilitit beriicksichtigt wer-
den. Qualitativ bleiben die bisher diskutierten Ergeb-
nisse jedoch erhalten. Quantitative Ergebnisse sollen
hier auch nicht erhalten werden.

Abbildung 2.126: Auftrieb an einem Flugzeugflii-
gel.

So kann z.B. der Auftrieb eines Flugzeugfliigels
mit Hilfe der Bernoulli-Gleichung diskutiert wer-
den: Auf der Oberseite ist die Geschwindigkeit ho-
her und darum der Druck geringer als auf der Un-
terseite. Die gesamte am Fliigel angreifende Kraft
besteht aus der Auftriebskraft und der Widerstands-
kraft, welche mit Hilfe eines Motors iiberwunden
wird.

Abbildung 2.127: Strémungsabriss.

Voraussetzung fiir diesen Effekt ist eine laminare
Stromung. Macht man den Anstellwinkel zu grof3
so wird die Stromung am hinteren Ende des Flii-
gels turbulent. Damit wird die Geschwindigkeit ge-
ringer und der Druck hoher, so dass der Auftrieb ~ab-
bricht". Man spricht vom Stromungsabriss.

Simulationen

Da es auf diesem Gebiet haufig nicht mehr moglich
ist, analytische Losungen zu erhalten, haben nume-
rische Simulationen gro3e Bedeutung erhalten.

Ahnliche Stromungsprofile findet man auch bei Se-
gelbooten oder Windsurfern.
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Abbildung 2.128: Der Flettner Rotor

Eine etwas andere Anwendung des Bernoulli’schen
Prinzips verwendet der Flettner-Rotor, der z.T. fiir
Segelschiffe verwendet wurde. Das zu Grunde lie-
gende Prinzip wird als Magnus Effekt bezeichnet.
Das Schiff verwendet senkrecht stehende Zylinder,
welche um ihre Achse rotieren.

Von der Seite anstromende Luft fliet dann aufgrund
der Oberflachenreibung bevorzugt in Drehrichtung
im den Zylinder. Auf der Vorderseite ist deshalb die
Stromungsgeschwindigkeit grofler und der statische
Druck geringer. Das Schiff erhilt damit eine Kraft in
Vorwirtsrichtung.

Exp. 83b: Flettner-Rotor

Im Experiment wird dazu eine Kunststoffrolle wie
ein Jojo an einer Schnur fallengelassen, so dass sie
sich dabei dreht. Dadurch erhélt man die Kombina-
tion von Drehung und Relativgeschwindigkeit, wel-
che fiir den Magnus-Effekt benotigt werden: die Rol-
le fdllt in einem Bogen.

Bei der Behandlung von Stromungen in Gasen muss
aullerdem auch die endliche Schallgeschwindigkeit
beriicksichtigt werden. Diese liegt in Gasen niedri-
ger und kann (aufgrund des geringeren Widerstan-
des) leichter erreicht werden. In der Ndhe und ober-
halb der Schallgeschwindigkeit verhalten sich Flui-
de qualitativ anders als unterhalb. Das Verhiltnis von
Geschwindigkeit v zu Schallgeschwindigkeit vg wird
durch die dimensionslose Mach’sche Zahl

1%
M=—
Vs

gemessen.
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