5 Schwingungen

Viele natiirlichen Ph&nomene zeigen eine pe-
riodische Zeitabhangigkeit: der Zustand &ndert
sich, kehrt aber nach einer festen Zeit in den An-
fangszustand zuriick. Dieser Vorgang kann sich
beliebig haufig wiederholen. Dieses Phénomen
wird als Schwingung bezeichnet.

5.1 Allgemeines

5.1.1 Beispiele und Definition

Das klassische Beispiel eines schwingenden Sy-
stems ist das Pendel.

Auslenkung x(t+T) = x(t)
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Abbildung 5.1: Periodische Signale.

Allgemein ist eine Schwingung definiert als eine
periodische Zustandsdnderung, d.h. als eine Zeit-
abhéngigkeit, welche nach einer Periode T" in den
urspriinglichen Zustand zuriickkehrt:

y(t +T) = y(t).

Abb. 5.1 zeigt einige Beispiele fiir periodische
Bewegungen. Die Grofe y, welche diese Zeitab-
héngigkeit zeigt, kann eine mechanische Grofe
sein, aber auch eine elektrische, chemische, ther-
mische ... . Meist zeigen verschiedene Grofsen
(z.B. Ort, Geschwindigkeit) die gleiche periodi-
sche Zeitabhingigkeit. Schwingungen entstehen

immer dann, wenn einzelne Komponenten (me-
chanische, elektrische etc.) nicht starr aneinan-
der gekoppelt sind. Wie sich das System wéhrend
der Periode verhalt spielt hierbei zunéchst keine
Rolle.

5.1.2 Phanomenologie

Abbildung 5.2: Uhren in der Kunst.

Schwingungen spielen in vielen Systemen eine
wichtige Rolle; insbesondere bilden sie die Ba-
sis von Zeitmessungen (— Abb. 5.2). Jede Arm-
banduhr besitzt ein schwingendes Element; in
mechanischen Uhren #hnelt es einem Schwing-
pendel, in elektronischen Uhren wurde dieses
durch einen Quarzstab ersetzt. In den Atomuh-
ren, welche den internationalen Zeitstandard de-
finieren sind es Schwingungen der Elektronenhiil-
le von Atomen. Die Sekunde, als Basis der Zeit-
messung, wird definiert als 9192631770 Perioden
eines Resonanziibergangs in einem '33Cs Atom.

Elektronische Oszillatoren sind die Basis aller
modernen Elektronik, insbesondere aber der di-
gitalen.

Praktisch alle Systeme zeigen Schwingungen in
der einen oder anderen Art. Machmal, wie z.B.

213



5 Schwingungen

PCLK | | I_J—

ACK _—._l

REQ __] \__[——
Data Out | ‘ X o X Dz
Data In KXXXXXX o1 l XXXXXXXMXI:

Abbildung 5.3: Periodische Signale in einem

elektronischen Gerat.

Lasertisch

Schwingungen stéren den
Betrieb empfindlicher Geriite,
z.B. eines Lasers

Man versucht deshalb, deren
Einfluss zu reduzieren, z.b.
mit Luftlagern

Abbildung 5.4: Unterdriickung von stérenden
Schwingungen in einem Laserla-
bor.

in einem Laserlabor (— Abb. 5.4), konnen sie
storen und man muss man mit grofsem Aufwand
versuchen, sie zu reduzieren.

5.1.3 Atomare und molekulare
Schwingungen

In allen mikroskopischen Systemen spielen
Schwingungen eine grofte Rolle. So sind die Ato-
me in Molekiilen durch Kréfte zusammengehal-
ten, die qualitativ wie eine Feder wirken. Un-
ter dem Einfluss dieser Bindungskrifte fiihren
sie Schwingungen um ihre Gleichgewichtslage
durch, wie in Abb. 5.5 gezeigt.

Die Schwingungen der Atome koénnen im Ex-
periment gemessen werden. Aus den gemesse-
nen Spektren kann man z.B. die Molekiile iden-
tifizieren oder die Kréfte zischen den einzelnen

Streckschwingungx

Biegeschwingung

Abbildung 5.5: Beispiele fiir Normalschwingun-
gen in einem Molekiil.

IR Spektrum von Crotonaldehyd

*/s transmission —e
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Abbildung 5.6: Infrarotspektrum von Crotonal-
dehyd.

Atomen messen. Abb. 5.6 zeigt als Beispiel das
Infrarot-Spektrum von Crotonaldehyd.

Auch in einem Festkorper sind die Atome nicht
starr miteinander verbunden, sondern durch
Bindungskréafte, welche Schwingungen erlauben,
welche mit der Temperatur zunehmen. Eine Rei-
he von elektrischen, resp. elektromagnetischen
Systemen zeigen Schwingungsphidnomene. Elek-
tromagnetische Wellen, also auch Licht, stellen
schwingende Systeme dar. Abb. 5.7 zeigt schema-
tisch ein entsprechendes Modell: im linken Bild
werden die mittleren Positionen der Atome dar-
gestellt, im rechten Bild sind sie {iber Federn an-
einander gekoppelt.

Bei der Erzeugung von Licht gehen die Schwin-
gungen von atomaren Dipolen auf das elektro-
magnetische Feld {iber und beim Nachweis, also
auch im Auge, iibertragt das elektromagnetische
Feld diese Schwingungen wieder auf ein materi-
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5 Schwingungen

Abbildung 5.7: Struktur (links) und Federmo-
dell der Atome in einem Festkor-
per.
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Abbildung 5.8: Erzeugung von Licht {iber ato-
mare Anregungen.

elles System, in diesem Fall die Sinneszellen der
Netzhaut. Abb. 5.8 zeigt schematisch, wie ato-
mare Anregungen zur Emission von Licht fithren
koénnen.

5.1.4 Klassifikation und Ubersicht
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Abbildung 5.9: Freie Schwingung (oben) vs.
durch externe Kraft erzwungene
Schwingung (unten).

Man unterscheidet zwischen freien und erzwun-
genen Schwingungen. Im ersten Fall wird dem

System Energie zugefiihrt, um es in Bewegung zu
setzen, dann entwickelt es sich ohne dufseren Ein-
fluss (Abb. 5.9 oben). Eine erzwungene Schwin-
gung (Abb. 5.9 unten) wird durch eine periodi-
sche dufsere Kraft angeregt.

‘ Auslenkung

Zeit

Abbildung 5.10: Geddmpfte Schwingung.

In vielen Fallen sind Schwingungen nicht voll-
standig periodisch, sondern gedampft, wie in
Abb. 5.10 gezeigt. Die Dampfung kommt da-
durch zustande, dass das System Energie an sei-
ne Umgebung abgibt. Man spricht in diesem
Fall von einer geddmpften Schwingung, im Ge-
gensatz zu den ungedampften Systemen, welche
nur als Idealfélle existieren. Schwingungen tre-
ten somit in sehr unterschiedlichen Situationen
auf. Man kann sie trotzdem in sehr analoger und
kompakter Weise diskutieren, die mathematische
Behandlung dieser groften Zahl unterschiedlicher
Phanomene ist weitgehend identisch; sie werden
deshalb hier gemeinsam diskutiert. Wie in an-
deren Gebieten der Physik kénnen wir hier sehr
viele Gemeinsamkeiten feststellen. So konnen wir
die Resultate, die uns die Diskussion des schwin-
genden Pendels liefert, direkt auf viele andere
Systeme iibertragen. Es ist deshalb niitzlich, zu-
néchst einige Eigenschaften zu diskutieren, die
allen schwingenden Systemen gemeinsam sind.

5.2 Der Harmonische Oszillator

5.2.1 Harmonische Schwingungen

Die Zeitabhéngigkeit einer allgemeinen Schwin-
gung ist beliebig, abgesehen von der Periodizitat.
Die mathematische Behandlung solcher Systeme
kann etwas schwierig werden. Wir beschranken
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Abbildung 5.11: Harmonische Schwingung im
Gegensatz zu einer anharmoni-
schen Schwingung.

Auslenkung
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deshalb hier die detaillierte Diskussion auf Sy-
steme, bei denen die Zeitabhéngigkeit durch ei-
ne Winkelfunktion (sin, resp. cos) beschrieben
werden kann. Eine solche Zeitabhéngigkeit (Abb.
5.11 oben) wird als harmonisch bezeichnet, im
Gegensatz zu einer anharmonischen (Abb. 5.11
unten).

Periode T

Amplitude xo \ -----------------------------

ITRYAVES

Abbildung 5.12: Relevante Parameter einer har-
monischen Schwingung.

Auslenkung x

Die zeitabhéngige Auslenkung z(t) einer harmo-
nischen Schwingung (— Abb. 5.12) kann somit
allgemein als

x(t) = xo cos(wt + ¢o)

geschrieben werden. Hier sind w = 27v die Kreis-
frequenz, v = 1/T die Frequenz, T die Periode
der Schwingung und ¢y die Anfangsphase.

Eine harmonische Oszillation erhdlt man z.B.
wenn man eine Komponente einer Kreisbewe-
gung betrachtet, wie in Abb. 5.13 gezeigt. Die

zu Grunde liegende

beobachtete Schwingung Kreisbewegung

Ay ky

\/

wt X

Abbildung 5.13: Eine harmonischen Schwingung
(links) entspricht einer Kompo-
nente einer Kreisbewegung.

horizontale Position eines rotierenden Zeigers
kann z.B. als x(t) = zq cos(wt) geschrieben wer-
den, die vertikale Position y(t) = xgsin(wt) =
xo cos(wt — 7/2).

Kreisbewegung:

Gezeiten“berg”
lauft um die Erde

VICTORIA, B.C.
1995

periodische
Auslenkung

Abbildung 5.14: Gezeiten als Resultat der Er-
drotation.

Ein Beispiel fiir eine Kreisbewegung, die wir als
Schwingung beobachten, sind Ebbe und Flut.
Wie in Abb. 5.14 gezeigt, entstehen sie dadurch,
dass sich die Erde dreht wéhrend ein ,Berg“ von
Wasser relativ zum Mond stehen bleibt. Der Ti-
denhub hat deshalb eine Periodizitit von etwa
12 Stunden.

Die Bewegungsgleichung des harmonischen Os-
zillators ist dadurch charakterisiert, dass auf den
Korper eine Kraft wirkt, deren Richtung auf
den Gleichgewichtspunkt gerichtet ist, und de-
ren Betrag proportional zur Auslenkung aus dem
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arabolisches Potenzial
= lineare Kraft

Potenzial

Kraft

Auslenkung

Abbildung 5.15: Potenzial und Kraft als Funkti-
on der Auslenkung.

Gleichgewicht ist, wie in Abb. 5.15 gezeigt. Die
Kraft als Funktion der Auslenkung x kann so-
mit geschrieben werden als F' = kx , wobei x die
Auslenkung aus der Gleichgewichtslage darstellt
und die Federkonstante k die Stérke der Feder
parametrisiert.

5.2.2 Das Federpendel

)
«
x(t)
F(x) =-c x
. 01,
I

Abbildung 5.16: Federpendel.

Um zu verstehen wie eine Schwingung zustan-
de kommt betrachten wir zunéchst ein einfaches
Pendel wie in Abb. 5.16 gezeigt, bestehend aus
einer Masse und einer Feder, welche als masselos
angenommen wird und fiir die das Hooke’sche
Gesetz gelten soll: F'= —cz , wobei ¢ die Feder-
konstante darstellt. Daraus folgt fiir die Masse

eine Bewegungsgleichung

d?z

o (5.1)

ma=F=—-cxr=m
Dies ist eine eindimensionale (eine Variable), li-
neare (d.h. die Variablen und deren Ableitung
kommen nur in der ersten Potenz vor) Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung (d.h. max. zwei-
te Ableitung) mit konstanten Koeffizienten (d.h.
kein Koeffizient ist explizit zeitabhéngig). Die
Kraft ist immer der Auslenkung entgegen ge-
richtet und proportional zu ihr. Bei maxima-
ler Auslenkung ist auch die Kraft maximal, bei
verschwindender Auslenkung verschwindet die
Kraft und damit die Beschleunigung.

5.2.3 Freie Schwingung

Wir betrachten zunéchst den Fall einer freien
Schwingung: das System wird zunéchst ausge-
lenkt (z(0) # 0) und entwickelt sich dann oh-
ne dufere Kréfte unter dem Einfluss von Glei-
chung (5.1). Solche Gleichungen kénnen allge-
mein durch den Ansatz
x(t) = xg cos(wot + @) (5.2)
gelost werden. Hier stellt wg die Kreisfrequenz,
xo die Amplitude, und ¢ die Phase der Schwin-
gung dar. Um den Ansatz zu verifizieren und die-
se Parameter zu bestimmen, setzen wir den An-
satz in die Differentialgleichung ein. Wir erhalten

cx = cxgcos(wot + Q)
d? cos(wot + @)

= —moxy dt2

d, .
= mxow()&(sm(wot—i—(;ﬁ))

= mxowd cos(wot + ¢).

Da die Zeitabhéngigkeit auf beiden Seiten die
gleiche ist, muss nur noch die Amplitude iiber-
einstimmen. Dies ist der Fall fiir

¢ = muwg.
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Auflésen nach der Kreisfrequenz wy, resp. Peri-
ode T ergibt

wo=1/— T =2m/".
m c
Allgemein ist die Bewegungsgleichung fiir einen
harmonischen Oszillator von der Form
d*z 9

PR

mit wy als Kreisfrequenz.
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Abbildung 5.17: Losung der Bewegungsglei-

chung.

Abb. 5.17 zeigt die Losung dieser Bewegungs-
gleichung fiir den Fall v(0) = 0. Fiir den allge-
meinen Fall (5.2) erhélt man die Amplitude z
und die Phase ¢ aus den Anfangsbedingungen,
welche meist durch Ort und Geschwindigkeit ge-
geben sind:

T COS ¢

—Towp sin ¢.

Dieses Gleichungssystem kann aufgelost werden
nach den Parametern zq, ¢:

z(0) —1 —=(0)
o cos ¢ ¢ = tan Z(0)wo
Eine Schwingung, die bei ¢ = 0 die maxima-

le Auslenkung besitzt, hat Phase ¢ = 0. Ist

die Auslenkung minimal (z(0) = 0), und be-
wegt sich das System in Richtung positive Aus-
lenkung, d.h. ist es nach einer viertel Periode
bei der maximalen Auslenkung, so ist die Phase
¢ = —90° = —m/2. Bewegt sich das System in
Richtung negative Auslenkung, so ist die Phase
(mit dieser Definition) positiv.

5.2.4 Phase von Ort, Geschwindigkeit
und Beschleunigung

Es ist auch interessant, die Phase von Ort, Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung zu verglei-
chen: Bewegt sich die Masse mit

x(t) = o cos(wot + @),
so ist die Geschwindigkeit
v(t) = &(t) = —woxo sin(wot + @).

Diese hat also die gleiche Frequenz, ist aber 90
Grad aufler Phase. Die Beschleunigung

a(t) = #(t) = —wizo cos(wot + @)

besitzt ebenfalls die gleiche Periode, ist aber wei-
tere 90 Grad, also gegeniiber dem Ort 180 Grad
aufier Phase.

5.2.5 Energie

Das Federpendel (wie alle harmonischen Oszilla-
toren) enthélt Energie in zwei unterschiedlichen
Formen: kinetische und potenzielle Energie. Die
potenzielle Energie ist in der Feder gespeichert:

C 2
gpot = 5.’17

c

= 53:3 cos?(wot + ¢).

Wie bereits erwidhnt stellt sie eine quadratische
Funktion der Auslenkung dar. Dies gilt nicht nur
beim Federpendel, sondern bei den meisten Sy-
stemen mindestens fiir einen gewissen Bereich.
Die kinetische Energie ist

m.o m

—1° = 595%@3 sin?(wot + ¢).

gkin = 9
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Abbildung 5.18: Kinetische und  potenzielle

Energie als Funktion der Zeit.

Damit ist die Gesamtenergie

gtot = gpot + 5I<:in = %x(%a
unabhangig von der Zeit, d.h. konstant. Dies ist
eine Manifestation der Energieerhaltung. Wie in
Abb. 5.18 gezeigt, oszilliert die Energie jedoch
zwischen den beiden Beitragen potenzielle und
kinetische Energie.

In der Ruhelage ist die Feder entspannt, die po-
tenzielle Energie verschwindet somit, wahrend
die Geschwindigkeit und damit die kinetische
Energie maximal ist. Bei der maximalen Aus-
lenkung ist hingegen die Geschwindigkeit Null,
die kinetische Energie verschwindet, wahrend die
potenzielle Energie maximal wird. Die einzelnen
Beitrage zur Energie sind zeitabhéngig, wahrend
die Gesamtenergie konstant bleibt: die Energie
wird somit zwischen einzelnen Reservoirs peri-
odisch ausgetauscht, wobei die Periode des Ener-
gieaustausches halb so grof ist wie die Periode
der Auslenkung. Dieser Energieaustausch tritt
bei allen schwingenden Systemen auf.

5.2.6 Der h.O. als Modellsystem

Das mathematische Pendel, auch als harmoni-
scher Oszillator bekannt, ist einerseits ein attrak-
tives Modellsystem, weil er analytisch leicht 16s-
bar ist. Er spielt aber auch in der Natur eine sehr
wichtige Rolle. Der Grund dafiir liegt darin, dass
sich die potenzielle Energie sehr vieler Systeme
in der Nahe ihres Gleichgewichts in guter Ndhe-
rung durch eine Parabel annédhern lasst, wie in
Abb. 5.19 gezeigt.

S
% parabolische
< Potenzial allgemeines
Potenzial
U(x-x0)
harmonisch
lokales Minimum Auslenkung

Abbildung 5.19: Reales Potenzial in der Umge-
bung eines Minimums und pa-
rabolische Ndherung.

Das sieht man rasch, wenn man die Energie in
der Né&he eines lokalen Minimums als Taylor-
Reihe entwickelt:

dUu
Ulx) = Ulxo)+ —| (z—x0)
dx .
1 d’U
(:c—a:o)2
2 dx? 2o
13U
— ——| (z—z0)+
3! dzx3 -

Der erste Term hat keinen Einfluss auf die Dyna-
mik des Systems und kann auch =0 gesetzt wer-
den. Am Gleichgewichtspunkt zg ist dU/dx = 0.
Der erste nicht verschwindende Term ist damit
der quadratische Term. Mit zunehmender Ent-
fernung spielen Terme hoherer Ordnung eine zu-
nehmende Rolle, wahrend in der Nahe nur die
Terme niedriger Ordnung beriicksichtigt werden
miissen. Wenn der quadratische Term nicht ver-
schwindet, so ist in der Nahe des Minimums im-
mer ein Bereich vorhanden, in dem er den grof-
ten Beitrag zur Dynamik des Systems liefert. Die
Forderung, dass das System sich in einem stabi-
len Gleichgewicht befindet, bedeutet dann, dass
die Energie ein Minimum besitzt, dass also die
zweite Ableitung positiv ist.

Wenn wir die erste Ableitung bilden,

dU(x) d*U
_ —F(y) = _ 2~
dx () da? |,

(2=20)+O((2—0)?)

0
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so finden wir durch Vergleich mit dem Hoo-
ke’schen Gesetz

d*U

F(z) = —c(x — x9) = )

(x — o)

zo
und identifizieren die Kraftkonstante

d?U

— 2 _
¢=mwy = 3

o

Die Resonanzfrequenz wg ist damit durch die
Masse des Oszillators und die zweite Ablei-
tung des Potenzials am Gleichgewichtspunkt be-
stimmt.

o) =1e[(2)" - ()]

Wechselwirkung
zwischen Atomen

T T
1.12 1.13

Abbildung 5.20: Lennard-Jones Potenzial mit
harmonischer Naherung.

Ein Beispiel eines solchen Potenzials ist das
Lennard-Jones Potenzial, welches in Abb. 5.20
dargestellt ist. Es ist als

ot =[(2)" - (]

definiert ist. Die Konstanten ¢ und o bestim-
men Position und Tiefe des Minimums. Dieses
Potenzial beschreibt die Wechselwirkung zwi-
schen Atomen oder Molekiilen, die durch die Van
der Waals Wechselwirkung aneinander gebunden
sind. Fiir kurze Absténde iiberwiegt die Absto-
fung, wahrend fiir grofte Absténde die Wechsel-
wirkung mit 1/2% abfillt. Dazwischen gibt es ein
Minimum der potenziellen Energie; die Positi-
on dieses Minimums bestimmt z.B. den Abstand

zwischen Molekiilen in einem Kristall und damit
dessen Dichte. Obwohl das Potenzial sicher nicht
die Form einer Parabel besitzt, kann man es doch
in der Ndhe des Minimums durch eine Parabel
annahern. Je ndher man sich beim Minimum be-
findet, desto besser ist die Approximation.

5.2.7 Anharmonizitat

Dies zeigt, dass die meisten Systeme in der Ndhe
des Gleichgewichts wie ein harmonischer Oszilla-
tor verhalten. Fiir grofsere Auslenkungen werden
natiirlich die Terme héherer Ordnung wichtiger
und die Krafte werden nichtlinear, resp. der Os-
zillator anharmonisch. Zu den wichtigsten damit
im Zusammenhang stehenden Abweichungen ge-
hort, dass fiir grofe Auslenkungen die Frequenz
von der Auslenkung abhéngt.

Diese Abweichung kann man z.B. an diesem
Kreispendel zeigen. Fiir kleine Auslenkungen ist
die (halbe) Schwingungsperiode konstant, fiir
grofere Auslenkungen wird sie grofer. Theo-
retisch sollte die Schwingungsperiode mit der
Anfangs-Auslenkung gy wie folgt zunehmen:

T(6o) = T(0) 22 5 Fo).

T
wobei
w/2

K(k) = / _de
1 — k2sin? o
0
ein vollstandiges elliptisches Integral darstellt.

Abb. 5.21 zeigt die Periodendauer eines Kreis-
pendels als Funktion der anfidnglichen Auslen-
kung. Sie steigt mit zunehmender Auslenkung
stark an. Als Extremfall kann man sich vorstel-
len, dass das Pendel senkrecht nach oben gerich-
tet ist, so dass es in dieser Position bleibt seine
Schwingungsperiode wird dann unendlich.

5.2.8 Komplexe Amplitude

Auf den engen Zusammenhang zwischen harmo-
nischen Oszillatoren und Kreisbewegung wurde
bereits in der Einleitung hingewiesen.
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Die Periode nimmt mit der

T/2 Anfangsauslenkung Bo zu:
S 25 2K (sin
7(8) = 7(0) 2K )
/2 d
. K(k) = -

0o V1—k2sin’gp

vollstandiges elliptisches Integral

Bo [Grad]
10 0,972
30 0,985
60 1,040
90 LI5
100 1.23
120 134
130 1,52

0 25 50 75 100 125 150 175

Auslenkung / Grad

T/2 5

Messresultates

Abbildung 5.21: Periodendauer des anharmoni-
schen Ostzillators als Funktion
der Auslenkung.

’ Bo |Grad| ‘ T/2 |s] ‘

10 0,972

30 0,985

60 1,040

90 1,15

100 1,23

120 1,34

130 1,52
Tabelle 5.1: Gemessene Periodendauer eines
Kreispendels als Funktion der

Auslenkung.

Abb. 5.22 zeigt die Kreisbewegung eines Zeigers
in der xy-Ebene und die Zeitabhéngigkeit der
beiden Komponenten. Diese sind

T cos wt

T sin wt.

Dabei ist es nicht notwendig, die beiden Koordi-
naten getrennt zu behandeln; man kann sie iiber
die Euler’sche Beziehung zu einer komplexen Va-
riablen kombinieren:

T = zge™!.
Dafiir wird die 2-dimensionale Ebene der Kreis-

bewegung wird mit der komplexen Ebene identi-
fiziert.

y

/\ y(t) =xo0sin( wt).
\/ Zeitt
w t

X
\ x(t) =xo0 cos(/,).'
\\/ Zeitt

Abbildung 5.22: Kreisbewegung und Zeitabhén-
gigkeit der beiden Quadratur-
komponenten.

Kreisbewegung in komplexer Ebene

A imaginir

( .
x 0 sin(w b X Auslenkung (komplex):

Ll
x0cos(wty real

x(t) = x 0"

Abbildung 5.23: Komplexe Schreibweise fiir die

Kreisbewegung.

Die reelle Variable x wird dabei mit dem Real-
teil der komplexen Variablen identifiziert, wie in
Abb. 5.23 gezeigt, und y stellt den Imaginérteil
dar. Geméaf der Euler’schen Formel ist

xoez‘(wt+¢o) = xq [cos(wt + ¢g) + i sin(wt + ¢p)] .

Damit lésst sich mathematisch einfacher umge-
hen. So ist die Ableitung

A i(wttdo) _ j,pilwt+éo)

dt
wieder die Funktion selber, lediglich mit einem
komplexen skalaren Faktor multipliziert. Diese
Schreibweise kann nicht nur fiir Kreisbewegun-
gen verwendet werden, sondern mit beliebigen
harmonischen Oszillationen. Fiir eindimensiona-
le Bewegungen identifiziert man die physikalische
Auslenkung z mit dem Realteil der komplexen
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Funktion,

z(t) = R{zoe!@ioo,

5.3 Schwingende Systeme

Schwingungen erhélt man immer dann, wenn die
Kraft der Auslenkung entgegen gerichtet ist. Ist
sie aukerdem proportional zur Kraft, so erhélt
man eine harmonische Schwingung.

Abbildung 5.24: Orbit unseres Sonnensystems
in der Milchstrafse, Oszillation
durch die Ebene.

Schwingungen treten auf sehr unterschiedlichen
Zeit- und Grofsenskalen auf, wie z.B. die Bewe-
gung unseres Sonnensystems in der Galaxis, wel-
che in Abb. 5.24 dargestellt ist. Sie fiihrt mit den
iibrigen Sternen eine Rotationsbewegung um das
Zentrum durch und oszilliert durch die Ebene.

Im Folgenden werden einige einfache Beispiele
aufgefiihrt, welche auch analytisch l16sbar sind.

5.3.1 Das mathematische Pendel

Das in Abb. 5.25 gezeigte System besteht aus ei-
ner punktférmigen Masse, die an einer masselo-
sen, unelastischen Schnur der Lange ¢ aufgehangt
ist. Die Masse sei um einen Winkel 8 aus der
Vertikalen ausgelenkt. Dieser Winkel ist die rele-
vante Variable fiir die Beschreibung der Schwin-
gung. Da die Masse an einer gespannten Schnur
héngt, kann sie sich nur senkrecht dazu bewe-
gen, in einer Dimension entlang dem Kreisseg-
ment. Wir erhalten eine Bewegungsgleichung, in-
dem wir das Newton’sche Gesetz mit der Schwer-
kraft kombinieren:

F| = —mgsin 8 = ma, = mlp.

~—_ _—

s - Strecke )
entlang des
Kreisbogens 1

Fg =mg
Abbildung 5.25: Mathematisches Pendel.

Das Symbol L deutet darauf hin, dass hier nur
die Komponente senkrecht zur Schnur relevant
ist.

Fiir kleine Auslenkungen kann man den Sinus
durch den Winkel anndhern und erhélt eine Be-
wegungsgleichung fiir einen harmonischen Oszil-
lator

..__g
B =67

Durch Vergleich mit der allgemeinen Bewegungs-
gleichung des harmonischen Oszillators,

d*x 9
PR

findet man, dass dieser Oszillator mit der Kreis-
frequenz

OJO:\/E
14

schwingt, welche nicht von der Masse des Pendels
abhéngt. Die Periode ist demnach

T =27 {
g

Ein Fadenpendel mit einer Lange von /=1 m
miisste demnach eine Schwingungsdauer von

(5.3)

T =27

L c~2.0
9.81° 7%
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haben — in guter Ubereinstimmung mit dem Ex-
periment. Wird die Lange des Fadens auf 0.25 m
verkiirzt, so halbiert sich die Periode auf 1 s.

Dieser einfache Zusammenhang, und die Tatsa-
che, dass nur die Lénge des Pendels fiir seine
Schwingungsdauer verantwortlich ist, waren ei-
ner der grofsten Erfolge der frithen physikalischen
Forschung.

Der Legende nach hat Galilei 1581 die Schwin-
gungsperiode von hangenden Leuchtern gemes-
sen und festgestellt, dass sie unabhéngig war von
der Amplitude. Dies wird durch den Ausdruck
(5.3) bestétigt, gilt aber nur fiir kleine Auslen-
kungen. Verwendet man die Néherung sin 8 ~ 3
nicht, findet man eine Periode, die man als Rei-
henentwicklung in 3 schreiben kann. Bei einer
Auslenkung von 30° ist der Fehler etwa 2%; bei
10° betragt der Fehler etwa 1%.

5.3.2 Torsionsschwinger

ANNNN

Abbildung 5.26: 2 Torsionsschwinger: Pohl’sches
Rad mit Spiralfeder und Trom-
mel an Draht aufgehéngt.

Ein Torsionsschwinger oder Drehpendel kann
sich um eine Achse drehen, wobei eine Riickstell-
kraft wirkt, die proportional zur Auslenkung ist.
Fiir die Drehbewegung gilt:

M=1I8=—cB.

I ist das Tragheitsmoment fiir diese Achse und ¢
die Winkelrichtgrofe (Federkonstante). Somit er-
hélt man eine Schwingung mit der Kreisfrequenz
c
wo =4/ =.
VI
Diese Beziehung kann man u. a. verwenden, um
Tragheitsmomente zu messen:

=5

wg’

Die Winkelrichtgrofe ¢ wird zunéchst mit Hilfe
eines Korpers mit bekanntem Massentrégheits-
moment bestimmt, danach wird der unbekannte

Korper eingesetzt.

5.3.3 Das physikalische Pendel

Aufhangepunkt-

Abbildung 5.27: Physikalisches Pendel.

Ein physikalisches Pendel ist ein starrer Korper,
der um einen Punkt A drehbar gelagert ist. Abb.
5.27 zeigt ein Beispiel. Wie beim Drehpendel ist
das Produkt aus Winkelbeschleunigung ¢ und
Tragheitsmoment I gegeben durch die Riickstell-
kraft. Diese ist hier gegeben durch das Drehmo-
ment als Produkt aus Schwerkraft Fiz = mg und
Auslenkung des Schwerpunktes, dsin ¢:

M =1y = —mgdsin p.

Wir konnen wiederum die Naherung singp ~ ¢
fiir kleine Auslenkungen machen. Damit wird die
Kreisfrequenz

mgd

wo = T
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Dies entspricht der Schwingungsdauer eines ma-
thematischen Pendels mit der Pendelldnge

I
E're = -
4 md

Abbildung 5.28: Reifenpendel.

Wir betrachten das Beispiel von Abb. 5.28, ein
Rad mit Radius R, welches sich um einen Auf-
héngepunkt am Rand dreht. Der Abstand vom
Drehpunkt betragt somit d = R. Gemaft dem
Steiner’schen Satz betrigt das Trégheitsmoment

Iy = Iy + mR? = 2mR2.

Somit ist die Kreisfrequenz

g -1
=4/=5=4,34 .
wo R ,34s

Dies entspricht einer Periode

P 2R
T =" —on |2 21,475,
wo g

in verniinftiger Ubereinstimmung mit dem expe-
rimentellen Wert (7" = 1.38 s), den man fiir einen
Radius von 26 cm erhalt.

Lost man die Arretierung, so dass das Rad sich
nicht um den Aufhidngepunkt drehen muss, so
erhdlt man néherungsweise ein mathematische
Pendel, bei dem die Schwingungsperiode

T=2r EQﬁl,02s
9

betragt.

Abbildung 5.29: Fliissigkeitspendel im U-Rohr.

5.3.4 Fliissigkeitspendel im U-Rohr

Wir betrachten eine Fliissigkeitssédule in einem
U-Rohr. Sind beide Enden auf gleicher Hohe so
ist das System im Gleichgewicht. Ist die S&ule
um die Distanz y verschoben (— Abb. 5.29), so
entsteht eine riicktreibende Gewichtskraft.

Eine Analyse der Bewegungsgleichung ergibt,
dass das System eine Eigenfrequenz

29

wo =14/ —

0 ]
besitzt, unabhéngig vom Querschnitt der Fliis-
sigkeit oder ihrer Dichte. Sie entspricht einem
mathematischen Pendel mit der Lange £,q:n =

0/2.

Abbildung 5.30: Gezeitenhchen in der Bay of
Fundy (Kanada).

Ein interessantes Beispiel eines solchen Fliissig-
keitspendels befindet sich an der kanadischen
Ostkiiste: der nordliche Teil der Bay of Fundy
zwischen New Brunswick (Neu Braunschweig)
und Nova Scotia (Neu Schottland) bildet ein
Flissigkeitspendel. Wie in Abb. 5.30 gezeigt,
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wird es von Mond resonant angeregt und man
findet Gezeitenunterschiede bis zu 16 m. Aller-
dings ist das System viel zu klein fiir eine Periode
von 12 Stunden.

5.3.5 Elektromagnetische
Schwingkreise

Abbildung 5.31: LC-Schwingkreis.

Das einfachste elektronische System, das Schwin-
gungen ausfiihren kann, besteht aus einem Kon-
densator C' und einer Spule L, wie in Abb.
6.44 gezeigt. Eine Bewegungsgleichung fiir die
Schwingung erhélt man aus der Maschenregel:
Die Spannung iiber der Spule muss entgegenge-
setzt gleich der Spannung {iber dem Kondensator
sein:

Il Q
Ur+Uc=0=L—+ —=.
L+ ve i C
Mit I = d@Q/dt erhdlt man
Qo __Q
a2 LC”

Die Kreisfrequenz betriagt somit

1
wo = ——

VLC'

Wir kénnen die Ostzillation verfolgen indem wir
z.B. bei einem geladenen Kondensator anfangen,
wobei der Strom verschwinden soll. Das System
entwickelt sich somit wie

Q(t) = Qo cos wt.

Die Spannung iiber dem Kondensator fithrt zu ei-
nem Stromfluss durch die Spule, wobei deren In-
duktivitdt den Anstieg des Stromes beschrankt.

t=0 =T/M4 ..

Abbildung 5.32: Energieformen im
Schwingkreis.

LC-

Nach einer Viertelperiode ist der Kondensator
entladen und der Strom durch die Spule auf ein
Maximum angestiegen, wie in Abb. 5.32 gezeigt.
Der Strom lddt jetzt den Kondensator umge-
kehrt auf. Dadurch entsteht eine Spannung, wel-
che dem Stromfluss entgegenwirkt. Nach einer
weiteren Viertelperiode ist der Stromfluss auf
Null abgesunken, wahrend der Kondensator um-
gekehrt geladen ist.

In diesem System erhdlt man einen Austausch
von Energie zwischen der elektrostatischen Ener-
gie im Kondensator und der magnetischen Ener-
gie in der Spule. Bei t = 0,7/2,T, ... ist die
Energie im Kondensator gespeichert, bei t =
T/4,3T/4,... in der magnetischen Energie der
Spule.

5.3.6 Zusammenfassung

Abb. 5.33 fasst die behandelten schwingenden
Systeme zusammen. Die Bewegungsgleichung
hat immer die Form

&= —wiz.

Die Unterscheidung ist jeweils die Variable x und
die Form von w3.

5.4 Gedampfte Schwingung

5.4.1 Dampfung und Reibung

Wie bei jeder Bewegung gibt es bei Schwingun-
gen auch dissipative Effekte, d.h. es wird Schwin-
gungsenergie in Warmeenergie umgewandelt, so
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Kraftansatz
Schwingungssystem Differential- w,
gleichung
Federpendel
F=ma
5 ST =
c m cyc my /;
i =m0
> - - m
mathematisches Pendel
F=ma
“zLz . =
—mgB =ml3 g4
LN /
s g+%p=0
Torsionspendel M=J,a
Llliiziz —c*8=J. B ==
~]~ v A e
s O Ia
+—fB=
> i+ Zg-o
Kraftansatz
Schwingungssystem Differential- w,
gleichung
physikalisches Pendel M=Ja
A =
J,
| s G+ -0 “
I Ia
Fliissigkeitspendel F=ma
2Apg
—2Agy =m .. ¥ el &
o S Moes
v ¥ ,:g y=0
ges _zg
v+ 27‘qy =0 /
elektron.
Schwingkreis J_ ,
C L dQ_ Q C —=
T ¢ L VLC

Abbildung 5.33: Ubersicht iiber verschiedene
schwingende Systeme.

dass die Schwingungsamplitude abnimmt. Dies
geschieht z.B. iiber Reibung oder Luftwider-
stand.

Bei einem Federpendel kann z.B. eine Dampfung
eingestellt werden, wenn man eine Pendelmasse
aus einem Kupferblech verwendet, welches sich
zwischen zwei Elektromagneten bewegt. Wird
ein Magnetfeld angelegt, so werden im Kupfer-
blech Wirbelstrome induziert, welche wie bei ei-
ner Wirbelstrombremse die Bewegung abbrem-
sen. Die Auslenkung wird auf dem Oszilloskop
sichtbar gemacht indem man das Licht misst,
welche am Kupferblech vorbei auf eine Photo-
zelle gelangt.

Bei diesem Drehpendel (=Torsionsschwinger)
wie dem Pohl’schen Rad kann ebenfalls iiber ei-

ne Wirbelstrombremse eine geschwindigkeitspro-
portionale Dampfung eingestellt werden.

x(1)

Abbildung 5.34: Federpendel mit Reibung.

Die Reibungskraft (oder der Luftwiderstand) ist
immer der Geschwindigkeit entgegen gerichtet,
wie in Abb. 5.34 gezeigt. Der Betrag kann unab-
héngig von der Geschwindigkeit sein (bei Roll-
oder Gleitreibung), proportional zur Geschwin-
digkeit (viskose Reibung, Wirbelstrome) oder
ndherungsweise proportional zum Quadrat der
Geschwindigkeit (Luftwiderstand in turbulenter
Stromung).

5.4.2 Geschwindigkeitsproportionale
Reibung

Hier soll nur der wichtige und mathematisch
einfache Fall der geschwindigkeitsproportionalen
Reibung behandelt werden. In diesem Fall muss
die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszil-
lators durch einen Reibungsterm ergénzt werden,
der proportional zur Geschwindigkeit ist

mx = —cx — bi.

Die standardisierte Form dieser Bewegungsglei-
chung lautet

b
i+28t+wizr=0 B= oy wg = % (5.4)

Die Grofse 8 wird als Abklingkoeffizient bezeich-

net.
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Eine solche lineare Differenzialgleichung mit kon-
stanten Koeflizienten ist immer losbar mit dem
Ansatz

x=AeM

in komplexer Schreibweise. Damit werden die
Ableitungen

= MM i = A2AM.
Einsetzen in die Bewegungsgleichung (5.4) ergibt
M 426\ + wiz = 0.

Damit reduziert sich die Losung der Differenzial-
gleichung (5.4) auf das Auffinden von Nullstellen
der algebraischen Gleichung

Mo =B+ /B2 —w? =B+ iw,

mit

ws = \/wi — B2

Die allgemeine Losung ist

z(t) = AjeMipAge?t = e P (A e st Age ™5t

Physikalisch sinnvolle Losungen miissen reell
sein; dies ist dann der Fall, wenn die beiden Kon-
stanten konjugiert komplex sind, 41 = A3. In
diesem Fall kann der Ausdruck in der Klammer
auf die Form A cos(wst + ¢) gebracht werden, so-
fern wy reell ist. In diesem Fall bleiben zwei reelle
Parameter fiir die Amplituden, welche durch die
beiden Anfangsbedingungen (z.B. Ort und Ge-
schwindigkeit) bestimmt sind.

Die Art der Losung wird durch die Wurzel wy be-
stimmt; man kann drei Bereiche unterscheiden,
in denen wy reell, null oder imaginér ist, d.h.

CU(]>B, w():ﬁv w0<6'

Die drei Bereiche werden als schwache, kri-
tische und tuberkritische Dampfung bezeichnet
und werden im folgenden einzeln behandelt.

5.4.3 Schwache Dampfung, wy >

Im Bereich der schwachen Dampfung ist die Ei-
genfrequenz grofer als die Dampfungskonstante;
das System verhélt sich dann in erster Naherung
wie ein ungeddmpfter Oszillator mit abfallender
Amplitude.

~~

N=r?

e

on

=

=

=

=

<

w

2 I A o
T T T\ | 1
2n an [ ¥4 8n
w w w w

Zeit

Abbildung 5.35: Geddmpfte Schwingung.

Die Losung kann in diesem Bereich geschrieben
werden als

x(t) = zoe P cos(wst + @),

wobei die Amplitude xg und die Phase ¢ wieder-
um aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen
sind. Wie in Abb. 5.35 gezeigt, fallt die Amplitu-
de somit exponentiell ab, und die Schwingungs-
frequenz ist niedriger als im ungedampften Fall,
ws < Wo.

Die Energie ist proportional zum Quadrat der
Amplitude zge P, sie fillt somit mit der dop-
pelten Rate ab:

Etot = 5tat(0)6_2’3t-

Aus gemessenen Daten konnen die Parameter wg
und S bestimmt werden. w, erhdlt man aus der
Periode T'; der Abklingkoeffizient 8 kann durch
Vergleich der Amplitude zu verschiedenen Zeiten
ermittelt werden, wie in Abb. 5.36 gezeigt. Ver-
gleicht man die Auslenkungen bei zwei Zeiten,
welche sich um eine Periode unterscheiden, fallt
der oszillatorische Teil heraus und man erhalt

z(t+T) BT

a(t) ’
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Auslenkung x(t)
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Abbildung 5.36: Abnahme der Amplitude einer
geddmpften Schwingung (links)
und semilogarithmische Dar-
stellung als Funktion der Zeit
(rechts).

d.h.

7= ()

In der Praxis trdgt man z.B. die Amplitude
als Funktion der Zeit logarithmisch auf und be-
stimmt die Zerfallszeit aus einem linearen Fit,
wie in Abb. 5.36 gezeigt.

5.4.4 Gedampfte elektromagnetische

Schwingungen
C L
al
1(0)

Abbildung 5.37: RLC-Schwingkreis.

Als ein Beispiel fiir geddmpfte Schwingungen be-
trachten wir den LRC Schwingkreis (— Abb.
5.37). Er kann abgeleitet werden aus dem LC
Kreis. Durch Zufiigen eines Ohm’schen Wider-
standes (der in jedem Schwingkreis existiert) er-
hélt man eine modifizierte Maschenregel:

I Q
Up+Uc+Ugr 0 dt+C+R
d*Q aQ  Q

Durch Vergleich mit der allgemeinen Bewegungs-
gleichung (5.4) erhélt man die Resonanzfrequenz
des ungeddmpften Systems:

1
CUD—\/Tic.

Fiir den Abklingkoeffizienten erh&lt man
R
B=57

Der LRC Schwingkreis verhélt sich dhnlich wie
der LC Schwingkreis, ist aber gedampft.

et ) vi
i a‘.. yp
| ‘i 30> \

mittlerewv
Démpfung

— schwachém
Diampfung

Immam

starke
einem RLC-

Abbildung 5.38: Unterschiedlich
Déampfung in
Schwingkreis.

Man kann die unterschiedlichen Bereiche starker
und schwacher Déampfung im RLC System leicht
durch Verdndern eines Widerstandes einstellen.
In Abb. 5.38 ist links ist ein schwach geddmpf-
tes Signal gezeigt, welches durch einen elektri-
schen Puls angestofen wird und danach etwa 50
Schwingungen durchfiihrt. Die Situation im rech-
ten Bild entspricht dem Fall wg < 3.

Es ist niitzlich, den Ddmpfungsgrad

p-2.
wo

resp. den Giitefaktor

1 wo

Q:E:%

einzufiithren, das Verhéltnis von Dampfungskon-
stante und Resonanzfrequenz, respektive seinen
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halben Kehrwert. Im Bereich der schwachen
Dédmpfung kann der Dampfungsgrad den Wer-
tebereich von 0 < D < 1 annehmen, der Giite-
faktor ist > 0.5.

In natiirlichen Systemen kommen sehr unter-
schiedliche Werte vor. Atomare Systeme z.B.
konnen eine extrem geringe Dampfung aufwei-
sen. Ubergiinge, die fiir Atomuhren benutzt wer-
den, haben Giitefaktoren von mehr als 10'°. Heu-
te ist es auch moglich, makroskopische Systeme
herzustellen, deren Giitefaktor von einer &hnli-
chen Grofenordnung ist.

5.4.5 Uberkritische Dampfung
(Kriechfall)

Wir betrachten jetzt den Fall, dass die Damp-
fung grofser ist als die Resonanzfrequenz,

g>wy, D>1 Q<05

Damit wird der Radikand w3 — 8% < 0 und die
Wurzel imaginar. Die allgemeine Losung lautet
in diesem Bereich

z(t) = e Peret + cge™h), w = /B2 — W},

wobei c1 o Integrationskonstanten darstellen, die
durch die Anfangsbedingungen bestimmt sind.
Das System néahert sich biexponentiell seinem
Gleichgewicht.

2

0.5

/ 1 2 3 4

Abbildung 5.39: Zeitabhéngigkeit im Bereich der
tiberkritischen Dampfung.

5 zeit ©

In diesem Fall tritt keine Schwingung mehr auf,
wie in Abb. 5.39 gezeigt. Es kann maximal einen

Nulldurchgang aufweisen wenn die beiden Am-
plituden entgegengesetztes Vorzeichen aufwei-
sen.

Das in Abb. 5.38 gezeigte Experiment ermdglicht
es, durch Anderung eines Widerstandes zwischen
den unterschiedlichen Bereichen zu wechseln.

5.4.6 Der aperiodische Grenzfall:
wo = 8

Dies wird auch als der Fall der kritischen Damp-
fung bezeichnet. Die Wurzel verschwindet und
die beiden Eigenwerte sind entartet. In diesem
Fall kann die Losung der Differentialgleichung als

z(t) = (¢1 + cot)e ™

geschrieben werden. Diese Situation fiihrt da-
zu, dass der Gleichgewichtswert am schnellsten
(néherungsweise) erreicht wird. Dies ist niitz-
lich (und wird deshalb angestrebt) in Messge-
raten, wo man den (Gleichgewichts) Messwert
moglichst rasch erreichen méchte.

X

schwache Dampfung : wo>

X kritische Dampfung : wo=P
aperiodischer Grenzfall

Zeit t
X
Kriechfall : wo<B
Zeit t

Abbildung 5.40: Zusammenfassung der drei Be-
reiche der Ddmpfung.

Abb. 5.40 fasst die drei relevanten Falle zusam-

men:
e Schwache Dampfung (5 < wp)

e Der aperiodische Grenzfall oder kritische
Dampfung (8 = wp)

e Stiarke Dampfung oder Kriechfall (5 > wy)
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5.5 Erzwungene Schwingung

Bisher waren Systeme betrachtet worden, auf
die keine dufere Kraft wirkt. Bei erzwungenen
Schwingungen wird von aufsen eine periodische
Kraft angelegt, welche dem System Energie zu-
fiihrt.

5.5.1 Bewegungsgleichung

Erreger

Resonator

Beispiel: Uhr
St

Be
Abbildung 5.41: Schwingendes System mit dufse-
rem Antrieb.

Abb. 5.41 zeigt typische Beispiele, wie eine Uhr
oder eine Klingel. Im Uhrwerk stammt die Ener-
gie von einem Gewicht oder eine Feder. In einer
Klingel wird eine elektromagnetische Kraft ver-
wendet, welche durch die mechanische Bewegung
ein und ausgeschaltet wird.

Rad:

schwinger mit dufierem Antrieb.

Abbildung 5.42: Pohl’sches Torsions-

Abb. 5.42 zeigt als Beispiel ein Drehpendel, das
iiber einen Exzenter angeregt wird.

Ein getriebener Oszillator, resp. eine erzwungene
Schwingung wird durch folgende Bewegungsglei-
chung beschrieben:

K(t
a‘f+25¢+w3x:ﬁ,
m

(5.5)
wobei K (t) eine dufere Kraft beschreibt, welche
hier als periodisch angenommen wird.

5.5.2 Energiebillanz

Die dufiere Kraft leistet am System Arbeit, so
dass die Energie des Systems zu-, aber auch ab-
nehmen kann. Dies héngt davon ab ob die Kraft
in Richtung der Geschwindigkeit oder in entge-
gengesetzter Richtung wirkt. Die ins System hin-
ein fliekende Leistung ist das Produkt aus Kraft
und Geschwindigkeit, P = Fv. Man erhilt sie
aus (5.5) durch Multiplikation mit ma:

P = K(t)& = mid + 28mi® + wimazi.

Mit der Substitution wgm = ¢ und umschreiben
des ersten und dritten Terms erhélt man

- % (%:ﬁ + ga:2) + 28mi?.
Die beiden Terme in der Klammer stellen ge-
rade die kinetische und potenzielle Energie des
schwingenden Systems dar. Die extern geleiste-
te Arbeit flieRt somit zum einen in die Anderung
der mechanischen (kinetischen plus potenziellen)
Energie, der Rest kompensiert die Reibungsver-
luste, die dem System Energie entziehen.

Die zugefiihrte Leistung ist positiv wenn K(t)
und 2 das gleiche Vorzeichen haben, d.h. wenn
Kraft und Geschwindigkeit in Phase sind.

Ist die Kraft hingegen mit dem Ort in Phase, al-
so gegeniiber der Geschwindigkeit 90 Grad aufier
Phase, so wird dem System abwechselnd Ener-
gie zugefithrt und wieder entzogen. Uber eine
Schwingung gemittelt verschwindet die zugefiihr-
te Energie.
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Kraft in Phase mit Geschwindigkeit
_\Leistung P
\ / \
\ / \\‘

\ \
\\/ Zeit

Abbildung 5.43: Oben: relative Phase von Ort
und Geschwindigkeit. Unten:
Ist die Kraft in Phase mit der
Geschwindigkeit, so ist die zu-
gefithrte Leistung immer posi-
tiv.

K(t)

5.5.3 Losungsweg

Die Bewegungsgleichung ist eine lineare, inhomo-
gene Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die
allgemeine Losung eines solchen Systems wird
durch zwei linear unabhéngige Funktionen auf-
gespannt, welche zusammen zwei freie Parame-
ter enthalten, die durch die Anfangsbedingungen
bestimmt werden. Der einfachste Weg zur allge-
meinen Losung folgt dem Rezept:

allgemeine Losung der inhomogenen DGI
= allgemeine Losung der homogenen DGI
-+ beliebige Lésung der inhomogenen DGI.

Die homogene Differentialgleichung entspricht
dem freien harmonischen Oszillator, der in Kapi-
tel 5.4 behandelt wurde. Die entsprechende Lo-
sung bleibt

e—ﬁt(Aleiwst + A2e—iwst)
e PLA cos(wst + ¢)

\Jwi — B2

Jetzt bendtigen wir zusitzlich eine (beliebige)
Losung der inhomogenen Gleichung.

x(t) =

Ws —

Eine relativ einfache Losung, die auch haufig von
speziellem Interesse ist, ist die stationdre Losung,

(aligem)) Losung der homogenen Gl (be1) Losung der inhomogenen Gl.

o < VUV

= allgemeine Losung der inhomogenen DGI.

Zeit
Abbildung 5.44: Die allgemeine Lésung der inho-
mogenen Gleichung erhélt man
aus der allgemeinen Losung der
homogenen Gleichung und einer
beliebigen Losung der inhomo-
genen Gleichung.

d.h. der Zustand, der sich einstellt wenn die An-
fangsbedingungen nicht mehr relevant sind (—
Abb. 5.44). Wir betrachten dafiir nur eine spe-
zielle Form der duferen Kraft, ndmlich eine har-
monische Anregung. In komplexer Schreibweise
lautet sie

K(t) = Koe™,

wobei die physikalische Kraft dem Realteil ent-
spricht,

K, (t) = Ko cos(wt).

Die Losung erhélt man aus dem Ansatz, dass das
System der duferen Kraft mit dessen Frequenz
folgt, d.h.

z(t) = a(w)e™t = A(w)e™@He)

mit a(w) = A(w)e®@ als Amplitude in komple-
xer Schreibweise, und A(w), ¢(w) reelle Amplitu-
de und Phase. Diese Parameter sind Funktionen
der Anregungsfrequenz w.

5.5.4 Stationire Losung

Fiir diesen Ansatz sind die Ableitungen

i(t) = iwa(w)e™ = iwx(t), i(t) = —w?z(t).
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Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt
K
(—w? + 2ifw + wd)a(w) = =9
m
Auflésen nach a ergibt
Ky 1

a(w) = A(w)e®®) = :

() () m —w? + 2iwf + w3
Dies ist bereits die Losung in komplexer Schreib-
weise. Offenbar ist die Antwort des Systems pro-
portional zur dufferen Anregung. Diese Propor-
tionalitat wird geschrieben als

a(w) = RY(iw),
wobei
Y(s) = !

s2 +2Bs + wi

die komplexe Transferfunktion des Systems dar-
stellt. Sie stellt das Verhéltnis zwischen einer
harmonischen &dufseren Kraft und der Antwort
des Systems dar. Diese einfache Beziehung gilt
nur weil das System linear ist.

5.5.5 Real- und Imaginérteil

Die physikalische Auslenkung entspricht dem Re-
alteil der komplexen Funktion

zp(t) = Ra(w)e™'}
= R{a(w)} cos(wt) — I{a(w)} sin(wt).

Somit beschreibt der Realteil von a(w) die In-
Phase Komponente der Auslenkung, der Imagi-
nérteil den Aufer-Phase Teil.

Wir konnen Real und Imaginéarteil erhalten, in-
dem wir mit dem konjugiert-komplexen des Nen-
ners erweitern:

Ky 1

m —w? + 2iwf + wi
—w? — 2iwf + wi

w2 — 2iwf + w?

Ko w}—w?—2iwB

m (wE — w?)? + 4w?3?

a(lw) =

Somit sind
Ko wi — w?
R — =20
{a(w)} m (wg — w?)2 + 4w?3?
Ky 2w

~S{aw)} =

m (w3 — w?)? + 4w?3?’

Offenbar ist dies im Wesentlichen eine Funktion
der Frequenz w, d.h. der Frequenz mit der die
dulere Kraft oszilliert.

M

-1

2 0 / 1 2 W
Resopanzen r

-10

Abbildung 5.45: Realteil (blau) und Imaginér-
teil (rot) der Amplitude a(w)
als Funktion der Frequenz.

Mit
2 2
wy — w” = (wp +w)(wo — w)

findet man zwei Maxima bei w = dwy, wie in
Abb. 5.45 gezeigt.

Ein interessanter Grenzfall ist derjenige fiir klei-
ne Frequenzen: Wenn die Frequenz der dufseren
Anregung gegen Null geht, w — 0, verschwindet
offenbar der Imaginérteil, R{a(0)} = 0, wahrend
der Realteil

K() wg KO K(]
e = @ " ma

Die Auslenkung ist somit gerade durch die Fe-
derkonstante ¢ gegeben, in Ubereinstimmung mit
dem Hooke’schen Gesetz und unserer Erwar-

tung fiir den Fall einer zeitunabhéngigen &ufseren
Kraft.

In vielen Fallen interessiert man sich in erster Li-
nie fir das Verhalten in der Nahe der Resonan-
zen. Sind diese gut isoliert, d.h. ist die Dadmpfung
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nicht zu grofs, so kann man sie getrennt diskutie-
ren. Mathematisch erreicht man das, indem man
w ~ wy setzt. Dadurch vereinfacht sich der Aus-
druck im Nenner zu:

(Wi —w?)? = (wo+w)?(wo —w)?
~ 4w (wo —w)?
1opa(w)
5
—S{a(w)}
R{a(w)}

2 -1 0 1\/2 w

-5

Abbildung 5.46: Resonanz bei positiven Fre-
quenzen.

Wie Abb. 5.46 zeigt, betrachtet man dann nur
noch den Beitrag der Resonanz bei positiven Fre-
quenzen. Positive und negative Frequenzen kon-
nen z.B. Rotationen in unterschiedliche Richtun-
gen beschreiben. In der Figur sind Realteil und
Imaginérteil der komplexen Amplitude als Funk-
tion der Frequenz w dargestellt fir Ky = m,
wo = 1, B = 0.05. Wesentlich ist, dass es sich
um ein resonantes Verhalten handelt: Der Real-
teil, also der in-Phase Teil wachst zunachst mit
zunehmender Frequenz, bis er bei wy — 8 ein
Maximum erreicht. Mit weiter zunehmender Fre-
quenz nimmt er wieder ab und geht auf der Re-
sonanzfrequenz wy durch 0. Hier erreicht jedoch
der Imaginarteil sein Maximum. Die Breite der
Resonanzlinie ist gegeben durch die Ddmpfungs-
konstante 3.

5.5.6 Resonante Anregung

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist derjenige fiir
W = wp:
R{a(0)} = 0.
KO 2&)05 KO 1
S} = Mmoo
Kowo
c 2B

m 2wpf

Der Realteil verschwindet also bei der Resonanz-
frequenz, wahrend der Imaginérteil sein Maxi-
mum erreicht. Das Maximum ist proportional
zum Verhéltnis der dufseren Kraft zur Kraftkon-
stante des Systems, und zum Verhéltnis der Re-
sonanzfrequenz zur Dampfung. Dieses Verhéltnis
wird auch als Giitefaktor des Systems bezeich-
net und ergibt die Verstdrkung der dufseren An-
regung gegeniiber dem statischen Fall. Bei me-
chanischen Systemen ist es typischerweise in der
Gréfkenordnung von einigen 10 bis einigen 100. In
atomaren Systemen kann diese Kreisgiite jedoch
bis auf mehr als 10" anwachsen. Entsprechend
ist die Resonanziiberhthung dort extrem grof.

Das Verhalten kann im Experiment schon gezeigt
werden, z.B. wenn ein Pendel mit einem Mo-
tor mit variabler Frequenz angetrieben wird. Bei
kleinen Geschwindigkeiten schwingt das Pendel
in Phase mit der dufseren Kraft; die Amplitude
bleibt klein. Wenn wir die Geschwindigkeit des
Motors, d.h. die Drehzahl, resp. Frequenz, erho-
hen, gelangen wir in die Néahe der Resonanzfre-
quenz, wo die Auslenkung des Pendels sehr grofs
wird.

Abbildung 5.47: Zerstérung der Tacoma Nar-
rows Bridge durch resonante
Anregung.

Die Amplitude einer Schwingung kann sehr grofs
werden und zur Zerstérung des Objektes fithren.
Ein beriihmter Fall ist die Zerstérung der Ta-
coma Narrows Briicke bei Seattle, im Sommer
1940, wie in Abb. 5.47 gezeigt.
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5.5.7 Absolutbetrag und Phase

Man kann die Auslenkung auch in Absolutbetrag
und Phase aufteilen:

Aw) = VR{a@))+ S{a@)?
_ Ko 1
om (w2 — w?)? 4 dw?3?
und
o S{aw) 2w
B R a(@) T @)

Offenbar erreicht der Absolutbetrag sein Maxi-

mum fiir w = /wj — 262

= w

Amplitude

w/wo

Abbildung 5.48: Absolutbetrag und Phase der
Resonanz fiir unterschiedlich
starke Dampfung.

Abb. 5.48 zeigt Amplitude und Phase fir die glei-
chen Parameter wie oben. Die Amplitude erhélt
offenbar eine starke Uberhohung in der Néhe der
Resonanzfrequenz w = wy. Fiir kleinere Frequen-
zen ist die Phase 0, d.h. das System schwingt in
Phase mit der dufteren Anregung. Auf der Re-
sonanz betrigt die Phase /2, und fiir grokere
Frequenzen hinkt das System um 180 Grad hin-
ter der Anregung her.

Wir kénnen dieses Verhalten im Experiment an-
hand eines gedampften elektronischen Schwing-
kreises beobachten. Bei geringer Dampfung ist
die Resonanzlinie sehr schmal. Die Amplitude
ist hoch, die Phase wechselt rasch, wie in Abb.
5.48 gezeigt. Mit zunehmender Dampfung wird
das Maximum niedriger und breiter, ebenso der
Phasenwechsel. Die Resonanzfrequenz, also die
Frequenz, bei der die Amplitude maximal wird,
sinkt mit zunehmender Dampfung.

Bei geringer Dampfung fallt das Maximum der
Amplitude mit der Phasenverschiebung um /2
zusammen. Dies folgt direkt aus der Energiebil-
lanz von Kapitel 5.5.2: hier sind Geschwindigkeit
und Kraft in Phase, so dafs am meisten Leistung
in das System hinein fliefst.

5.5.8 Einschwingvorgang

Nachdem wir die allgemeine Losung der homo-
genen Gleichung (der freie geddmpfte harmoni-
sche Osrzillator) und eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung (die stationdre Losung)
diskutiert haben, konnen wir die allgemeine Lo&-
sung der inhomogenen Gleichung als Summe der
beiden diskutieren. Der freie geddmpfte Oszilla-
tor fithrt eine Schwingung mit der Resonanzfre-
quenz durch, welche exponentiell geddmpft ist.
Die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
ist die stationdre Losung, d.h. eine Schwingung
mit konstanter Amplitude und der Frequenz der
dufleren Stérung.

A

~ freier h.O.

WS

~ stationiire Losung
W ext

Auslenkung

Eigenfreq

uenz Frequenz v

—_—

Abbildung 5.49: Einschwingverhalten eines ge-
ddmpften harmonischen Oszil-
lators.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung entspricht somit einer Superposition dieser
beiden Losungen. Fiir lange Zeiten sollte das Sy-
stem sich dem stationdren Zustand ndhern. Fiir
kurze Zeiten wird sich das System &hnlich wie
der freie Oszillator bewegen, wie in Abb. 5.49 ge-
zeigt. In diesem Bereich erwartet man eine Uber-

234



5 Schwingungen

lagerung der freien Schwingung mit der getriebe-
nen, und damit eine Schwebung.

Dieses Verhalten kann gut beobachtet werden,
wenn wir bei der getriebenen Schwingung die
Dédmpfung gering halten. Der Einschwingvor-
gang, der bei der Frequenz des freien Oszillators
liegt, iiberlagert sich der Schwingung, mit der
das System der externen Anregung folgt. Berech-
net man die Fouriertransformierte des in Abb.
5.49 gezeigten Signals, so findet man zwei Fre-
quenzen: die Eigenfrequenz des Systems, mit der
es wahrend des Einschwingvorgangs schwingt,
sowie die Frequenz der duferen Anregung, der
es im stationédren Zustand folgt.

5.6 Schwingungen mit mehreren
Freiheitsgraden

5.6.1 Das Doppelpendel

Wir betrachten nun nicht mehr einzelne, unab-
héngige harmonische Oszillatoren, sondern meh-
rere, die aneinander gekoppelt sind.

Abbildung 5.50: Zwei gekoppelte Pendel.

Abb. 5.50 zeigt zwei iiber eine Feder aneinan-
der gekoppelte Pendel. Stofit man eines davon
an, so wird seine Energie auf das andere iiber-
tragen. Die Schwingung des ersten Pendels wird
dabei geddmpft bis es ganz still steht, diejenige
des zweiten Pendels baut sich auf, bis der Vor-
gang sich umkehrt. Offenbar wird hier Energie
von einem Pendel auf das andere iibertragen.

X1 X1

Abbildung 5.51: 2 gekoppelte Massenpunkt.

Ein dhnliches System besteht aus zwei iiber Fe-
dern gekoppelten Massen, wie in Abb. 5.51 ge-
zeigt. Um eine Bewegungsgleichung fiir dieses Sy-
stem zu erhalten gehen wir aus vom freien, unge-
dédmpften harmonischen Oszillator. Im Vergleich
dazu erhalten wir in diesem Fall eine zusatzli-
che riickstellende Kraft fiir jeden der beiden ein-
zelnen Pendel, welche proportional zur Differenz
der beiden Auslenkungen ist:

—widn + k(b2 — ¢1)
—wida + K(d1 — d2).

o=
p2 =

Offenbar ergibt sich ein System von zwei gekop-
pelten Differentialgleichungen.

Im Allgemeinen kann man Systeme von gekop-
pelten linearen Differentialgleichungen l6sen, in-
dem man die Eigenwerte und Eigenvektoren be-
stimmt. In diesem Fall handelt es sich um ein
speziell einfaches System: Wir konnen die Lo-
sung finden, indem wir Summe und Differenz die-
ser beiden Gleichungen bilden:

b1+ de = & = —wi(d1 + b2) = —wiEy.
1 — b = & =—wl(dr— b2) + 2k(¢2 — h1)
= —(wi+2r)&.

Somit haben wir zwei voneinander unabhéngige
Differentialgleichungen fiir die Variablen (¢; +
¢2) und (¢ — ¢2) gefunden, welche jeweils einem
harmonischen Oszillator entsprechen. Somit sind
die Losungen fiir diese beiden Variablen

d1 + ¢ = & = AelWott9),

wobei Amplitude A und Phase ¢ durch die An-
fangsbedingungen bestimmt sind.
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Die zweite Mode ist die antisymmetrische, bei
der die beiden Pendel in entgegen. Fiir sie findet
man

01— o = & = Be'lr?

mit
2
Wy = \/W%JFQIQ:UJO 1+%
\/ Wo

K
~ w0<1+2>.
Wo

Die Naherung gilt fiir schwache Dampfung, k <
wg . Die zweite Frequenz liegt somit immer héher
als die Frequenz fiir die symmetrische Mode. Die
Erhéhung wird durch das Verhéltnis aus Kopp-
lungsstiarke und Modenfrequenz bestimmt.

5.6.2 Eigenschwingungen

Die beiden Lésungen entsprechen offenbar Zu-
stdnden des Systems, in denen es mit einer ein-
zelnen Frequenz schwingt. Man bezeichnet diese
speziellen Schwingungstypen als Normalmoden
oder Normalschwingungen des Systems. Es ist
moglich, Normalmoden gezielt anzuregen, indem
man die Anfangsbedingungen geeignet wahlt. Ei-
ne daran anschlieffende freie Oszillation des Sy-
stems kann dann durch diese Normalschwingung
allein beschrieben werden.

Wir betrachten zunachst den Fall

d_>1(0) =
$1(0) =

- S
(V] [\
—~~
S O
~— —
1
=SS
> =}

d.h. den Fall, dass beide Pendel zur gleichen Seite
ausgelenkt werden und aus der Ruhe losgelassen
werden. Eingesetzt in die obigen Losungen fiir &1
und &, finden wir

G1+ o =& =200, 1 —ga=E =0

oder

1wt
d1 = P2 = Ppe'",

§1=Q1+¢2

w1 =Wo

Abbildung 5.52: Eine der Eigenmoden des Sy-
stems.

d.h. beide Pendel schwingen mit der gleichen Fre-
quenz 0, gleicher Amplitude und gleicher Phase,
wie in Abb. 5.52 gezeigt. Die Kopplungsfeder ist
in diesem Fall entspannt und hat deshalb keinen
Einfluss auf das System.

Als néchstes betrachten wir den Fall, dass die
beiden Pendel in entgegengesetzte Richtung aus-
gelenkt und aus der Ruhe losgelassen werden,

61(0) = =2(0) = do;  $1(0) = §2(0) = 0.
Aus dieser Anfangsbedingung erhalten wir
$1 — P2 = & = 200", G1+ G2 =0

oder

P1 = —¢o = goe'".

E2=¢Q1-2

wy =1/ wd + 2k

Abbildung 5.53: Antisymmetrische Eigenmoden
des Systems.

Somit bewegen sich in diesem Fall beide Pendel
mit gleicher Frequenz und Amplitude, diesmal
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aber in Gegenphase, wie in Abb. 5.53 gezeigt.
Dadurch ist die Feder in diesem Fall immer ma-
ximal gespannt, so dass die riicktreibende Kraft
auf beide Pendel um den entsprechenden Wert
grofer wird. Die Resonanzfrequenz

2 K
wo = /wj + 28wy + —.
wo

fiir diese zweite Normalmode ist deshalb um
k/wp grofer als die Grundfrequenz wy. Wir be-
statigen diese Voraussage im Experiment indem
wir die Periode der beiden Schwingungen mes-
sen. Sie betragen

T1 = 1,98 T2 = 1,658.

Wird die Feder in die Mitte der Pendel verscho-
ben, wird die Kopplungsstirke reduziert. Wir
messen in diesem Fall eine Periode von T3 =
1,8s, also naher bei 1.

5.6.3 Schwebungen

Als dritten Fall betrachten wir die Situation,
dass einer der beiden Pendel ausgelenkt wird,
wahrend der andere in der Gleichgewichtslage
ist, und beide zunéchst in Ruhe, d.h.

$1(0) = o,  $2(0) =0, ¢1(0) = 2(0) = 0.

In den Variablen &; und & muss die zeitliche
Entwicklung somit

& = goe’!
& = poe™?!

1+ P2
¢1— Q2 =

sein. Die Auslenkung der beiden Pendel wird da-
mit

b = & -;52 _ % (et 4 et
G =8 Do it iwt
b2 = 5= 5 (e e"?h) .

In reeller Schreibweise entspricht dies fiir

p1 = % (cos(wot) + cos(wat)) .

Mit Hilfe des Additionstheorems

o+ a—pf
cos

2 2

cos  + cos B = 2cos

und

K
wo X Wy <1+2>
“wo

koénnen wir dies umformen zu

¢1 = ¢pcos (wl ;w2t> cos (wl gw2t>

K K
= 14+ —)t —t .
¢ cos <wo( + ZwS) ) cos (2w0 )

® o w; + W, o W) — Wy

= S 1 S 1
1 0 2 2

& }

Zeit

Abbildung 5.54: Amplituden der beiden Pendel
als Funktion der Zeit.

Fiir das zweite Pendel erhalten wir entsprechend

%o

b2 = 5 [cos(wit) — cos(wat)]

w1 ;w2t> sin <w1 ;w2t>
Byt ) sin [ st

— in{—5t).

2w(2) 2w§

Abb. 5.54 zeigt die beiden Amplituden als Funk-
tion der Zeit. Offenbar schwingen beide Pendel
jetzt mit der mittleren Frequenz (wp+w2)/2, wo-
bei die Amplitude noch mit der halben Differenz-
frequenz /2w moduliert ist. Man bezeichnet
diese Erscheinung als Schwebung.

= gbo sin <

= ¢psin <w0(1 +

237



5 Schwingungen

C C
R ((jk R

r | ]
Abbildung 5.55: Gekoppelte

Schwingkreise.

elektrische

5.6.4 Gekoppelte elektronische
Schwingkreise

Wie mechanische Schwingkreise konnen auch
elektronische Schwingkreise gekoppelt werden.
Wir betrachten als Beispiel das in Abb. 5.55 ge-
zeigte System von zwei kapazitiv (d.h. iiber einen
Kondensator) gekoppelten Schwingkreisen. Die
beiden Schwingkreise sind unabhéngig vonein-
ander sofern der Kopplungskondensator Cj, sehr
grofs wird: in diesem Fall wirkt er als Kurzschluss
und der Punkt zwischen den beiden Spulen ist
auf dem Potenzial der Masse. Jeder der beiden
Schwingkreise entspricht dann einem unabhéngi-
gen harmonischen Oszillator. Ist der Widerstand
klein, so betrigt die Eigenfrequenz

1
wo—\/Tic’.

Unter Berticksichtigung des Kopplungskonden-
sators konnen wir die eine Eigenmode des Sy-
stems finden, wenn wir den Fall betrachten wo
das System symmetrisch schwingt, d.h. iiber den
entsprechenden Komponenten auf beiden Sei-
ten liegt jeweils die gleiche Spannung an. Aus
Symmetriegriinden hat der Kopplungskondensa-
tor dann keine Wirkung. Das gesamte System
besitzt dann die Eigenfrequenz

1 1
oric VIO

w1 = wo-

Sind die beiden Kreise im Gegentakt, fliefst der
Strom also durch den Kondensator C, so wird
die gesamte Kapazitdt des Schwingkreises

1 200
20+ Cr’

Ctat =1 1
c T oy

Damit wird die Resonanzfrequenz

1

1
Wo = - = o
\/ELCtOt \/L 20+é‘k

Wird der Kopplungskondensator sehr grofs, er-
halten wir daraus wieder die Frequenz wq. Fiir

sehr kleine Kopplungskondensatoren dominiert
er und die zweite Resonanzfrequenz wichst auf

1
VLCy/2

Offenbar kann diese Frequenz sehr hoch werden.

w9y —

Abbildung 5.56: Gemessene Anregungsamplitu-
de als Funktion der Frequenz.

Man kann die beiden Resonanzfrequenzen im
Experiment beobachten indem man eine varia-
ble Wechselspannung anlegt und die Spannung
iiber einer der beiden Spulen abgreift. Abb. 5.56
zeigt das Resultat als Oszilloskop-Bild. Fiir grofse
Werte des Kopplungskondensators werden die
beiden Resonanzfrequenzen praktisch identisch.
Fiir kleine Werte nimmt die zweite Resonanzfre-
quenz stark zu.

5.6.5 Transversalschwingungen

In Systemen mit mehreren Freiheitsgraden kann
die Auslenkung nicht nur entlang der Achse er-
folgen, wie in Abb. 5.51, sondern auch senkrecht
dazu, wie in Abb. 5.57 gezeigt. Man spricht im
bisher diskutierten Fall von Longitudinalschwin-
gungen, im Fall von Abb. 5.51 von Transversal-
schwingungen. Genaueres dazu wird im Kapitel
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1 2 3
1 2 3
1 2 3

Abbildung 5.57: Unterschiedliche Moden einer
Transversalschwingung.

6 (Wellen) diskutiert. In den meisten Fallen exi-
stieren zwei voneinander unabhéngige transver-
sale Schwingungsmoden.

Eine zweidimensionale Schwingung kann man
z.B. auf dem Luftkissentisch realisieren. In vielen
Féllen ist es jedoch moglich, die beiden Dimen-
sionen zu trennen und die Bewegungsgleichun-
gen getrennt zu diskutieren. Wenn wir bei sol-
chen Schwingungen zum kontinuierlichen Grenz-
fall iibergeht, erhdlt man die Schwingungen einer
Saite. Diese werden ebenfalls im Kapitel "Wel-
len" genauer diskutiert werden. Qualitativ soll
jedoch das Ergebnis hier vorweggenommen wer-
den:

e Es gibt unendliche viele Eigenschwingun-
gen, welche die Form

. [nxTm
Yn = sin (T) cos(wnt)

besitzen. Hier stellt n eine laufende Zahl dar, wel-
che die Eigenschwingungen ordnet, x die Koor-
dinate entlang der Saite, L ihre Lénge, und wy,
die Eigenfrequenz der Schwingung. Jede Eigen-
mode entspricht einer harmonischen Auslenkung
der Saite, und die Auslenkung zeigt eine harmo-
nische Zeitabhangigkeit.

Da die Saite am Rand eingespannt ist verschwin-
det dort die Auslenkung immer, ebenso an den
dazwischen liegenden Knoten, also den Null-
durchgéngen der Auslenkung. Abb. 5.58 zeigt
zwei dieser Eigenmoden. Die n-te Eigenmode be-
sitzt nq1 Knoten. Die Frequenzen sind Vielfache

Abbildung 5.58: Unterschiedliche Eigenmoden
einer eingespannten Saite.

der Grundfrequenz, d.h.
wn, = nwi,

und die Grundfrequenz ist indirekt proportional
zur Lénge der Saite. Je lidnger eine Saite desto
niedriger somit die Frequenz. Dies ist ein Grund
dafiir, dass tiefe Tone von grofen Musikinstru-
menten erzeugt werden.

5.6.6 Schwingungen von
mehrdimensionalen Systemen

Ahnliche Schwingungen treten auch in mehrdi-
mensionalen Systemen auf. Ein klassisches Bei-
spiel sind die Schwingungen einer Membran. Un-
ter einer Membran versteht man ein zweidimen-
sionales schwingungsfiahiges System. Dazu geho-
ren z.B. Trommeln, wo eine elastische Membran
am Rand eingespannt ist.

Abbildung 5.59: Knotenlinien von unterschiedli-
chen Membranschwingungen.

|
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Abb. 5.59 zeigt das Resultat eines Experiments,
bei dem die “Membran” eine Platte aus Metall
oder Glas ist, welche im Zentrum eingespannt
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ist. Mit Hilfe eines Bogens werden Schwingungen
angeregt. Diese konnen sichtbar gemacht werden
indem Sand auf die Oberfldche gestreut wird. Die
Schwingung entspricht einer periodischen Aus-
lenkung, bei der Teile der Membran sich nach
oben verbiegen, andere nach unten. Nach einer
halben Periode ist die Auslenkung umgekehrt.
Es existieren jedoch Linien auf der Membran,
welche nie ausgelenkt werden. Diese werden als
Knotenlinien bezeichnet. Entlang der Knotenli-
nien sammelt sich der Sand und macht diese so
sichtbar. Je grofer die Anzahl der Knotenlini-
en, desto hoher die Frequenz der entsprechenden
Moden.

Abbildung 5.60: Schwingung eines Weinglases.

Moden existieren in jedem schwingungsfihigen
System. In Abb. 5.60 sind die Moden in einem
Weinglas dargestellt, welche z.B. durch akusti-
sche Wellen angeregt werden konnen.

5.6.7 Akustische Schwingungen,
Musikinstrument

Dreidimensionale Schwingungen in kontinuierli-
chen Medien sind z.B. akustische Schwingungen
in Musikinstrumenten. Ein Beispiel fiir ein ein-
faches Musikinstrument ist eine Flasche, in der
man durch blasen die Luftsédule zu Schwingungen
anregt.

Akustische Schwingungen sind hérbar wenn sie
sich in einem Frequenzbereich von ca. 20 Hz bis
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Abbildung 5.61: Hérschwelle und Schmerzgren-
ze des menschlichen Ohrs als
Funktion der Frequenz.

15 kHz befinden. Abb. 5.61 zeigt fiir diesen Be-
reich die Empfindlichkeit des menschlichen Ohrs.

Abbildung 5.62: Schwingungsmoden einer Gi-
tarre.

Schwingungen koénnen in Musikinstrumenten
ghnlich wie in den gezeigten Membranen ange-
regt werden. Jedes Musikinstrument hat entspre-
chend eine Reihe von Eigenschwingungen. Zwar
kénnen z.B. bei einer Geige alle Tone erzeugt
werden, doch werden nicht alle gleich gut wieder-
gegeben. Die Kombination der Eigenmoden ist
fiir den Klang eines Instrumentes verantwortlich.
Abb. 5.62 zeigt als Beispiel einige Schwingungs-
moden einer Gitarre. Wie eine Geige oder Gitar-
re gebaut werden muss, um einen gewiinschten
Klang zu erhalten, war lange Zeit ein kaum nach-
vollziehbares Geheimnis der Instrumentenbauer.

240



5 Schwingungen

Nicht nur die Form des Instrumentes ist wichtig,
da sie die Lage der Moden bestimmt, auch das
Material, welches z.B. die Dampfung und damit
die Breite der Resonanzen mitbestimmt.

| Bass saxophone

ASS
\!\ 1!;.1 v ..'\ n.!|;|)|r e 4'.. e|r]ealsfc o]

Abbildung 5.63: Tonhéhe von Instrumenten un-
terschiedlicher Grofe.

Allgemein gilt, dass grofere Instrumente tiefere
Tone ergeben, wie in Abb. 5.63 gezeigt. Dieser
Zusammenhang wird ebenfalls im Kapitel 5 Wel-
len noch diskutiert.
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