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3.5 Rechnen mit dem Dichteoper ator

3.5.1 Bewegungsgleichung

Wir gehen von der Schrodingergleichung

0
—YVY=-1HY,
ot

aus, welche bekanntlich die Losung

¥(t) = e ()

hat. Fiir den Propagator U = e oder allgemein fiir einen Exponentialoperator A kann
man die Reihe

exp(A)=1+A+ lA2 +lA3 + ..
2! 3!

benutzen, um zu zeigen, dass
dexp(c A t)
dt

gilt, wobei c hier eine komplexe Zahl ist. Damit finden wir die Bewegungsgleichung fiir
den Dichteoperator als

=cAexp(cAt)+cexp(cAt)A

p= %(|‘P><‘P|) = -MHY><Y| + |Vo><-AHY| = -iH |P><Y| + |Y><Y| iH = - 1 [Hp].

Dabei haben wir im vorletzten Schritt ausgenutzt, dass # hermitesch ist. Da diese Glei-
chung linear ist, gilt sie nicht nur fiir ein Einzelsystem, sondern genauso fiir den Dichte-
operator eines Ensembles, falls der Hamiltonoperator fiir alle Einzelsysteme der gleiche
ist. Die Gleichung wird als Liouville-Gleichung bezeichnet, da sie der Liouville-
Gleichung der klassischen Physik entspricht, aber auch als Liouville-Schrodinger Glei-
chung oder Schrodinger-Gleichung oder von Neumann Gleichung.

Die Losung finden wir durch Einsetzen der Losung der Schrodingergleichung fiir die
Zustandsfunktion ¥

p(t) = [P()><P()| = e | P(0)><P(0)| e = &7 p(0) e,

Die Exponentialfunktion et des Hamiltonoperators kann man iiber die Taylorreihe be-
rechnen:

et = | +igft + %(iﬂt)2 + ..
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Diese Schreibweise ist fiir konkrete Rechnungen dann besonders brauchbar, wenn man
fiir den Operator die Exponentialdarstellung leicht angeben kann. Dies ist fiir Diagonal-
matrizen der Fall, denn fiir sie gilt

d 0 - &0 - 0
D=0 d, ~-| ; D’=|0 d} | ; "= 0 "

Die Berechnung ist daher am einfachsten in der Eigenbasis des Hamiltonoperators, wo

E“ (eiE“l 7
et = exp (i E, t) = L e J :

Das kann man kompakt schreiben als (€771, :efiE'“ﬁmtSm’n und damit die Liouville-
Gleichung als

pm,n (t) = Z Z e_iEm.mtSm,jpjk (O)eiEmntSk,n
J

— e_iEl t (O)elE t

m mpm n
— pm’n (O)G_I(Em'm_En‘n)t

Die Entwicklungsfrequenzen o, = (Enm — Enn)/72 der Matrixelemente sind also durch
die Energieunterschiede zwischen den Niveaus bestimmit.

Der Erwartungswert einer Observablen A fiir den Zustand, welcher durch den Dichte-

operator p beschrieben wird, kann ebenfalls aus der Definition des Dichteoperators her-
geleitet werden. Man findet

<A> = <P|A|Y> = X5 ci*cJ Ajj = Zi; pji Aij = 2i (pA)ii = Sp{pA} = Sp{Ap}.

Fiir die Berechnung von Erwartungswerten ist es wichtig, dass die Spur eines Opera-
tors unter zyklischen Vertauschungen invariant bleibt,

Sp{ABC} = Sp{BCA} =Sp{CAB},
wie man explizit an
Sp{ABC} = Z(ABC)JJ = ZZZAJkBkICh

= ZZZCUAJkB = Z(CAB)II =Sp{CAB}
= ZZZBHCU ik Z(BCA)kk =Sp{BCA}

sieht. Daraus folgt zum Beispiel
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Sp{p(t) A} = Sp{e 7t p(0) et A} = Sp{p(0) e A e} = Sp{p(0) A(t)}.

Diese Umformung entspricht dem Ubergang vom Schrédingerbild zum Heisenbergbild:
Im Schrodingerbild ist der Zustand zeitabhingig, wihrend die Observable invariant ist,
im Heisenbergbild entwickelt sich die Observable. Fiir diese lduft die Zeitentwicklung
umgekehrt als fiir den Dichteoperator.

3.5.2 Evolution eines Spins1=1/2

Zum Schluss dieses Kapitels betrachten wir einfache Operationen an einem Spin
I=1/2. Fiir ein System, welches durch den Dichteoperator

p'=ulx+viy+wl,

beschrieben wird, erzeugt der Hamiltonoperator
H=-wmgl,
Die folgende Bewegungsgleichung:

d : \ .
ap'=—l[7’[,p]=(D()1[IZ,UIX+VIy+WIZ]= oo [uly +vIx].

Diese Gleichung kann offenbar auch als Bewegungsgleichung fiir die Komponenten
geschrieben werden:

u \% 0 u
d
—|vi|=wog|-ul=| 0 |x|v],
dt

W 0 —® W

0

in exakter Analogie zur klassischen Rechnung. Die Losung lautet somit
u(t) = Myy cos(mot+¢)
v(t) = - Myy sin(®ot+¢)

w(t) =w(0).

In gleicher Weise kann der Effekt eines Pulses berechnet werden. Bei resonanter Ein-
strahlung betrigt der Hamiltonoperator

Hp=-m1 Ix.

Ist das System zu Beginn entlang dem statischen Magnetfeld orientiert, so entwickelt es
sich wie
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u(t) = u(0)
v(t) = w(0) sin(opt)

w(t) = w(0) cos(mqt) .

p(w,t =7/2)

Nach einer Zeit t;p = S ist somit die Magnetisierung
1

von der z- zur y-Achse gedreht, nach der doppelten Zeit zur —z Achse, und nach 27/mq
hat sie eine volle Drehung durchgefiihrt und befindet sich wieder entlang der z-Achse.

Es ist instruktiv das Ganze nochmals in Matrizenschreibweise zu betrachten

o . (1/2 )
TR0z = 1/2)

Dieser Tensor ist spurlos, d.h. die Energie wird im Mittel nicht verschoben. Der Operator

iot/2
_ i _| ©
U(t) =¢ _( eiwt/Z] ’

der den Dichteoperator p in der Zeit entwickelt, wird Propagator genannt. Als Anfangs-
zustand betrachten wir z.B. p(0) = I. Damit ist p(t) = U(t)p(O)U_l(t) =

1 eimt/Z 0 1 e—iwt/2
p(t) :EE oot/ [1 OJ[ e+imt/2j
1 eicot/2 e+io)t/2 1 e+io)t
= P emiot/2 || goiot/2 - P oot

1 0 1) 1.0 -1 :
p(t) =—coswt —-—1 =] cosot—1I sinmt
2 1 0) 2\1 O Y

in Ubereinstimmung mit obigem Resultat.

Auch die Einstrahlung eines resonanten Radiofrequenzpulses wollen wir nochmals be-
trachten. Dabei stellen sich mindestens zwei Fragen: Wie sieht die Dichtematrix im
Gleichgewicht aus, von dem praktisch jedes Experiment startet? Wie konnen wir den
zum nichtdiagonalen Pulsoperator Hp gehorenden Exponentialoperator berechnen?

3.5.3 Dichteoperator im Gleichgewicht

Der einfachste Fall ergibt sich, wenn das Spinsystem aus einem einzelnen Spin [ = 1/2
besteht. Der Hamiltonoperator kann dann direkt diagonal geschrieben werden, indem wir
die z-Achse parallel zum duBBeren Magnetfeld wihlen. Im Laborsystem lautet er dann

7‘[L=-(D()IZ.
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Im Gleichgewichtszustand wird das System durch einen Dichteoperator beschrieben,
welcher durch den Ausdruck

Peq = exp(-H/KT) / Sp{exp(-H/kT)}

gegeben ist. Hierbei handelt es sich um die
Verallgemeinerung des Boltzmannfaktors,

der die Besetzungswahrscheinlichkeit w z
1 —-E, /kT . —-E, /kT
p,=—e " mit Z=>e™" y
z i Q999 x

des i-ten Niveaus unseres Spinsystems angibt. Der Normierungsfaktor Z ist die aus der
statistischen Mechanik bekannte Zustandssumme. Wie man an der oben angegebenen

Darstellung von et in der Eigenbasis des Hamiltonoperators sieht, gilt auch

Z = Sp{exp(-HIkT)}
Da in der NMR die relevanten Energiedifferenzen bzw. zugeordneten Temperaturen

P AGHE g

selbst fiir recht groBe NMR-Frequenzen sehr klein sind, gilt allgemein die Hochtempera-
turndherung

AE << kT,

so dass die Exponentialfunktion entwickelt werden kann als

Peq= (1 - H-KT)/Z .

Damit konnen wir auch die Zustandssumme berechnen, denn in guter Nidherung gilt
Z =Sp{l - HIKT)} =Sp{] — #KT)} = Sp{]} =21+ 1.
Im Laborsystem lautet der Hamiltonoperator

7’[L=—(D()IZ.

Wir konnen somit schreiben

Peq = ﬁ(ll el Iz)

wobei wir hier 72 von Hand eingefiihrt haben. Da die Einheitsmatrix mit jedem Operator

kommutiert und somit zur Zeitentwicklung nichts beitrigt, kann ldsst man ihn meist weg
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und rechnet wie oben schon diskutiert mit der reduzierten Dichtematrix weiter. Die ex-
plizite Form des Vorfaktors, d.h.

1 7o,
2[+1 kT

braucht man fast nie (Ausnahme: z.B. heteronukleare Kreuzpolarisationsexperimente),
weshalb man ihn ebenfalls meist wegldsst. Es reicht dann als anfingliche Dichtematrix
den Ausdruck

p(0) =1,
zu betrachten.

3.5.4 Der Pulspropagator

Fiir diese Berechnung des Gleichgewichtsdichteoperators haben wir das Laborsystem
verwendet, da das rotierende Koordinatensystem kein Inertialsystem darstellt. Die nun
folgenden Rechnungen werden jedoch wiederum im rotierenden Koordinatensystem
durchgefiihrt. Bei resonanter RF-Einstrahlung konnen wir den Hamiltonoperator schrei-

ben als
M=o L = 0 @
=0 =— .
P 11x > ®, 0

um den Hamiltonoperator zu diagonalisieren, miissen wir ihn in einer Basis ausdrii-
cken, in welcher er diagonal wird. Das heifit, wir miissen das Eigenwertproblem l6sen.
Im Hinblick auf einige der spiter folgenden Beispiele wollen wir das anhand des hier
vorliegenden, sehr einfachen Falles diskutieren. Die Eigenwerte einer 2x2 Matrix sind

bekanntlich gegeben durch die Sikulargleichung det(#p — A1) = 0, d.h.

()

2

Die Eigenvektoren & erhidlt man entweder aus der Eigenwertgleichung oder geomet-
risch: Sie miissen den Zustinden 7T, resp. T zum effektiven Feld entsprechen. Fiir den

Eigenwert A, liefert
-1 +1 0
(Hp—APE=0—> 2 Sl
2+l —-1)\E, 0

die Bedingung &,, = +&,,. Analog ergibt sich fiir A_ die Bedingung & _; = £ ,. Die nor-

mierten Eigenvektoren
: 1 (1 d : 1 (1
=— un = —
20 Nl
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entsprechen also tatsichlich symmetrischen und antisymmetrischen Uberlagerungszu-
stinden. Mit den Matrizen

A
A:( + j und TZ(EDH ED—I]’
}\‘— &4—2 &—2
die wir hier speziell fiir unser 2x2 Problem schreiben, die sich aber natiirlich direkt fiir

den Fall beliebiger (diagonalisierbarer) Matrizen M verallgemeinern lassen, konnen wir
das Eigenwertproblem auch schreiben als

MT=TA—>M=TAT!,

Wenn A und T bekannt sind, kénnen wir aber nicht nur M = #p diagonalisieren, sondern

auch direkt den zugehorigen Propagator berechnen. Dazu betrachten wir die Glieder der
Exponentialentwicklung von eM d.h.

M = TA'T™

M?=TAT 'TAT" =TA*T"'
—

M’ =TAT 'TA’T'=TA’T".
——

eM = =TeT™!

Um die Matrixdarstellung eines Propagators anzugeben, miissen wir jetzt nur noch die
Matrix der Eigenvektoren invertieren. Speziell fiir unseren Fall gilt

TT_111111_10 R
NS SN U R U A

Damit finden wir fiir unser Beispiel

o _ ot 111 g ot/ 0 I 1) ( cos(mt/2) —isin(ot/2)
201 1)l 0o e {1 -1) |(-isin(wt/2) cos(wt/2) )

Damit konnen wir nun, falls erforderlich, auch kompliziertere Hamiltonoperatoren dia-
gonalisieren, d.h. deren Energieeigenwerte berechnen sowie die Zeitentwicklung von
Spinsystemen unter der Wirkung verschiedener Wechselwirkungen betrachten.
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