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2.3 Quadrupolwechselwirkung

2.3.1 Elektrostatische Energie des Kerns

Der Begriff "magnetische Resonanz" scheint zu implizieren, dass wir uns nur mit magne-
tischen Wechselwirkungen beschéftigen. Dies ist aber nicht der Fall. Grundsatzlich misst
man Energieunterschiede zwischen unterschiedlichen Spinzustinden. Diese werden primar,
aber nicht ausschlieBlich durch magnetische Wechselwirkungen beeinflusst. Eine wichtige
Ausnahme ist die elektrostatische Wechselwirkung der Kerne mit ihrer Umgebung. Sie
hangt vom Spinzustand des Kerns ab und beeinflusst deshalb die Resonanzfrequenzen in der
kernmagnetischen Resonanz.

Zeeman +
Zeeman WW Quadrupol

Ein Beispiel dafur ist die Aufspaltung der
Resonanzlinien von Gallium und Arsen, die . _
wir in den Spektren von GaAs gefunden hat- u‘
ten. Diese Aufspaltung ist im Gegensatz zur o
chemischen Verschiebung nicht proportional
zur Starke des magnetischen Feldes, sondern
unabhingig davon. Die Anzahl der
Resonanzlinien, die man in einem starken
Magnetfeld beobachten kann, betragt 2I,
entspricht also der Anzahl der moglichen

%Ga NMR

N
Frequenz Magnetfeld
Dipolubergdange fur den betreffenden Spin.
MNagmetibhit kaim MagnetfeddcHean®ystamenn Ubergange zwischen unterschiedlichen Spin-
zustinden messen.
Wir berechnen hier im Rahmen der klassischen Elektrostatik den orientierungsabhédngi-

gen Teil der Wechselwirkungsenergie des Kerns mit seiner Umgebung, welche fur diese
Aufspaltung verantwortlich ist.

elektrostatisches Potenzial V (r) Um die elektrostatische Energie ei-
) nes Kerns zu berechnen, betrachten
wir ihn als eine Ladungsverteilung

p(r_>). Als Funktion eines aulleren Po-
tenzials V(r) betragt seine Energie

p() £=[ V() p(r) dr .
X Einen niutzlicheren Ausdruck erhilt
man, wenn man das Potenzial als eine
Taylorreihe schreibt:
V(1) = V(0) + g Vi (0) Xy + 172! 20,8 VopO0) XgXp ... oLp=x,y,z.

Hier stellen
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A
op 0X ,0X,

Vo = 9V/0x, und

die erste und zweite Ableitung des Potenzials und damit das elektrische Feld, resp. dessen
Gradienten dar. Letzteres wird als elektrischer Feldgradienten-Tensor bezeichnet. Die Tay-
lor-Reihe ist deshalb nuitzlich, weil die Ladungsverteilung des Kerns auf wenige fm kon-
zentriert ist; es ist deshalb zu erwarten, dass die Reihe sehr schnell konvergiert.

Die Taylorreihe wird um den Mittelpunkt des Kerns entwickelt, d.h. die Ableitungen
werden an dieser Stelle ausgewertet. Da der Kern durch elektrostatische Krafte in einer
Gleichgewichtsposition gehalten wird muss das Feld, d. h. die erste Ableitung des Potenzi-
als an dieser Stelle verschwinden. Somit konnen wir die Wechselwirkungsenergie schreiben
als

E=V(0) [ p(r) dr® + 172! ¢, g V(0 [ p(1) xoxp dr + .. .

Der erste Term beschreibt die Energie der elektrischen Punktladung, welche nur vom Poten-
zial an der Stelle der Ladung abhangt. Er wird uns deshalb im Folgenden nicht mehr interes-
sieren.

Wir konzentrieren uns daher auf den letzten Term. Hier ist V 4 ein symmetrischer und
spurloser Tensor. Erstens sind in einem konservativen Potential die zweiten Ableitungen
von der Reihenfolge unabhingig, d.h. V;, =V 4. Zweitens verschwindet wegen der Lapla-

ce-Gleichung AV = VVV = Vi + Vyy + Vzz = 0 die Spur des Tensors, wenn alle das Potenti-
al erzeugenden Ladungen aufBerhalb des Kernvolumens sitzen. Selbst wenn die Spur nicht
verschwinden wiirde, dann trige dies nur zu einer Energieverschiebung bei, die fur alle
Niveaus gleich und damit in unserem Kontext irrelevant wire.

Es ist nuitzlich, das Integral im zweiten Term in zwei Teile aufzuteilen:
[ o) xqxp dr® = 173 [ p(®) Bxexp - dap 1) drd + 173 [ po) 12

Der zweite Term ist offensichtlich nicht orientierungsabhiangig. Er stellt eine Verschiebung
der Energie dar, welche uns nicht mehr interessiert.

Der erste Term hingegen hat jetzt die Form eines irreduziblen Tensors zweiter Stufe. Sol-
che Tensoren transformieren besonders einfach unter Rotationen und benodtigen die gerings-
te Zahl von Parametern. Er stellt den asymmetrischen Teil der Ladungsverteilung des Kerns
dar und wird als sein Quadrupolmoment bezeichnet. Die einzelnen Matrixelemente sind
gegeben durch

Qup =fp(;) (3XaXp - Oap r2) d3r .

Man verifiziert, dass die Spur dieses Ausdrucks verschwindet:

Za Qua = f p(r_>) (3x2 - (X2+y2+22) + 3y2 - (X2+y2+22) + 372 - (X2+y2+22)) d3r=0.
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Prinzipiell existieren 9 Matrixelemente Qaﬁ(oc, B = x, y, z); aufgrund der Symmetriebe-
dingung Qqp = Qpq und der Spurfreiheit 2, Quo = 0 brauchen aber nur finf unabhingige
GroBen diskutiert werden, wie bei jedem irreduziblen Tensor zweiter Stufe.

Wir setzen nun diese Definition in die Taylorentwicklung der Energie ein und erhalten
fur den quadratischen Term

£ =1/6 g Vop Qup -
Dies ist die Wechselwirkung des Kernquadrupolmoments mit dem elektrischen Feldgradien-
ten-Tensor. Vereinfacht wird dies als Quadrupolwechselwirkung bezeichnet.

Offensichtlich verschwindet dieser Beitrag zur Gesamtenergie wenn der Feldgradient
verschwindet. Dies ist z.B. immer dann der Fall, wenn der Kern sich an einer Stelle mit
kubischer Symmetrie befindet. Allgemein ist der Feldgradient ein Maf fur die Anderung des
Feldes.

2.3.2 Modellsystem

Uber die elektrische Quadrupolwechselwirkung sind Kernspins somit Sensoren fur den
Verlauf des elektrischen Feldes in der Umgebung der Kerne. Natiirlich kann diese Kopplung
nicht den gesamten Verlauf des Feldes erfassen. Aufgrund der Herleitung ist aber klar auf
welche Teile der Ladungsverteilung die Wechselwirkung empfindlich ist.

Es handelt sich um einen Tensor zweiter Stufe
und wir haben die Darstellung so gewahlt dass wir
einen irreduziblen Tensor erhalten. Dieser be-
schreibt eine Ladungsverteilung wie sie durch d-
Orbitale dargestellt wird: fur eine axial symmetri-
sche Umgebung kann die Empfindlichkeit durch
ein d,2 Orbital dargestellt werden, wobei die blauen

Teile z.B. positive und die roten negative Partialla-

dungen darstellen. Abweichungen von der axialen
Symmetrie entsprechen z.B. einem Beitrag von dy2_y2.

Um den Einfluss von elektrischen Ladungen auf die Energie

de des Kerns darzustellen, kann man aber auch ein Modell aus dis-
kreten Punktladungen betrachten. Das Modellsystem besteht aus
q | sechs Punktladungen q, welche auf den Koordinatenachsen lie-

b gen. Auf der z-Achse sei der Abstand vom Ursprung a, auf den x-
b < und y-Achsen b. Fur a = b bildet die Anordnung somit ein regulé-
q;} b q res Oktaeder, fur a # b ist es entlang der z-Achse gestreckt.
Das Potenzial kann als Funktion des Ortes r geschrieben wer-
den als
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vo=-4 3 L

4mey  [f-T

q I I I i i i
= [— +— +— +— +— +— ].
47[:80 |r - (O7O,a)| |r - (ana_a)| |r - (b,070)| |r - (_b,070)| |r - (O’b,0)| |r - (Oa_b90)|

Die Komponenten des EFG Tensors erhalten wir durch zweimaliges Ableiten, z.B.
i ( 1 )= x—-b
X |f - (b,0,0)| (

312
(x-b)2 + y2 +zz)

9> 1 _ 1 3(x - b)?

82(|f-(b00)|)__ 22, a2 2 2, 2P

X U ((x-b) +y +Z) ((X-b) +y +Z)
Damit erhalten wir fur

Vyx = 02V/0x2 =

3Hb+xl? 1 . 3Ho +xL? 1 .
HH b +xL2 +y2 +221582  HH-b+xL2 +y2 +220382  HHb+xL2 +y2 + 220582 HHb+xL2 +y2 + 22382
3x2 1 3 x2 1

_ — + _ — +
Hx2 +H b+yl2 +2215%2  Hx2 +H-b+yl2 +22L3%2  Hx2+Hpb +yl2 + 22152  Hx2 +Hb +ylL2 + 22| 3¢2

3x2 1 3 x2 1

- — + - -
Hx2 +y2 +Ha +zL215®2  Hx2 +y2+H a+2L2L3%2  Hx2+y2 +Ha +2zL2L°®2  Hx2 +y2 +Ha + zL 2 3%2

Da uns nur der Wert am Ursprung interessiert konnen wir x =y = z = 0 setzen und erhal-
ten

Vixlo = a/dmeq(-2/a% + 203)
und entsprechend fur die anderen Komponenten
Vyylo = Vixlo V,ulo = a/dmeg(@aral - 43y .

Die erste dieser Relationen folgt direkt auch aus der Vorgabe einer axialsymmetrischen
Ladungsverteilung und die zweite aus der Spurlosigkeit des Tensors, d.h. 2Vxx|0 = —sz|0~

Die gemischten Komponenten Vaﬁlo = 0 verschwinden alle in diesem Koordinatensystem.

Es handelt sich offenbar um ein symmetrieangepasstes Hauptachsensystem. Wir lassen im
Folgenden die Spezifizierung des Nullpunktes weg.

2.3.3 Symmetrie
Offensichtlich gilt im Falle der oktaedrischen Symmetrie (a=b)

Vix = Vyy =V, =0,
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d.h. die Quadrupolwechselwirkung verschwindet. Dies ist kompatibel mit der allgemeinen
Aussage, dass sie ein Mal fur die Abweichung von der vollen Rotationssymmetrie ist.

Im hier diskutierten Beispiel hatten wir axiale Symmetrie bezuiglich der z-Achse ange-
setzt. Daraus folgte

Vix = Vyy -

Da das Potenzial von den Ladungen auBlerhalb des Kerns erzeugt wird, ist das Feld diver-
genzfrei. Es gilt somit

Vix + Vyy + V5, =0.
Damit folgt fur den Fall axialer Symmetrie
Vix=Vyy=-Vz /2.

Der Feldgradient ist ein MaB} fur die Asymmetrie der Ladungsverteilung. In @hnlicher
Weise ist das elektrische Kern-Quadrupolmoment ein Ausdruck fur die Asymmetrie der
Ladungsverteilung im Kern. Er verschwindet fur eine kugelformige Ladungsverteilung. Aus
der Theorie der Kerne folgt, dass fur einen Kern mit Spin O oder 1/2 das Quadrupolmoment
verschwindet. Dieser Beitrag zur Resonanzfrequenz in NMR Spektren muss somit nur fur
Spins I > 1/2 berucksichtigt werden.

Die am haufigsten untersuchten Kerne sind 'H und 13C. Beide besitzen einen Kernspin
I=1/2. Viele andere Kerne haben aber einen groleren Spin und damit eine Quadrupolwech-
selwirkung. Am haufigsten tritt der Spin 3/2 auf.
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