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3.5 Erweiterungen

3.5.1 Ubergang in Eigenbasis des Hamiltonoperators

Wie eingangs dargestellt erfolgt die Berechnung indem man zunéchst den Hamiltonopera-
tor aufstellt, ihn diagonlisiert (d.h. Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt) und diese ver-
wendet, um Dichteoperator und Observable in der Eigenbasis des Hamilontoperators darzu-
stellen.

Fur diese Transformation verwendet man die Eigenvektoren des Hamiltonoperators:

AEB_VvTAV,

wobei V eine Matrix darstellt, deren Kolonnen die normierten Eigenvektoren enthalten. Dass
diese Transformation die Matrix A in die Eigenbasis transformiert sicht man am leichtesten
fur den Hamiltonoperator. Das Produkt

HV =(§ )

ist offenbar eine Matrix, deren Kolonnen jeweils wieder die Eigenvektoren enthalten, jeweils
multipliziert mit dem entsprechenden Eigenwert. Wird diese Matrix von links mit der adjun-
gierten Matrix multipliziert enthalt man eine Matrix, deren Elemente

VT V)i = GG Ej = 5 Ej

jeweils durch das Skalarprodukt von zwei Eigenvektoren gegeben ist, multipliziert mit einem
Eigenwert. Aufgrund der Orthonormalitdt der Eigenvektoren ist diese Matrix diagonal. Auf
dieser Transformation basieren z.B. samtliche numerischen Verfahren.

3.5.2 Analytische Berechnung ohne Matrixdarstellung

Fur groBere Spinsysteme wird der Rechenaufwand rasch relativ gro. Wenn der Hamil-
tonoperator eine geeignete Struktur hat ist es aber auch in beliebig komplizierten Systemen
moglich, analytische Resultate zu erhalten, ohne die Matrixdarstellung der Operatoren zu
verwenden. Dazu verwendet man Beziehungen aus der Operatorenalgebra. Dies ist besonders
fur schwach gekoppelte Systeme in isotropen Flussigkeiten ein nutzlicher Ansatz. Schwach
gekoppelte Systeme zeichnen sich dadurch aus, dass von den Kopplungsoperatoren nur der-
jenige Teil berucksichtigt wird, der mit dem Zeemanoperator vertauscht. Dies sind in der ub-
lichen Schreibweise die z-Komponenten der Spinoperatoren. Ein typischer Hamiltonoperator
hat dann die Form

H =2 I, + le Jij Liz Liz -

Der gesamte Hamiltonoperator wird somit in der iblichen Produktbasis diagonal, und jede
Komponente des Hamiltonoperators vertauscht mit jeder anderen Komponente. Damit ist es
moglich, fur die Zeitentwicklung eines einzelnen Spins nur diejenigen Terme zu beriicksichti-
gen, welche nicht mit dem entsprechenden Operator vertauschen.
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Als einfaches Beispiel konnen wir ein System betrachten, in dem c B
als Bestandteil das Spinpaar AX auftaucht. Der Hamiltonoperator / \ _
enthélt in diesem Fall zwei Terme, die nicht mit dem Spinoperator \ H

Ay vertauschen: \ !

HA= oA A, +TA, X, .

Ohne direkte Berechnung der Matrixdarstellungen erhalten wir aus der Bewegungsglei-
chung fur den Dichteoperator

9 . .
—Ax =LA = Al0p A+ T A Xp Al = 0p Ay +1 X, Ay

mit Hilfe der Beziehungen

[Az, Ax] =1 Ay [Az, Ay] =-1 Ay
[Az X7 Axl =1 Ay X, [A; X7 Ay X,] =i Ax X2
[Az Ay X,]=-i A X, [Az Ax X =1 Ay X,

X2 = Ly omrr=i
4 2
konnen wir somit die analytische Losung
PA(D) = [Ax cos(mat) + Ay sin(wat)] cos(J/2 t) + [AyXz cos(wat) - AxX; sin(wat)] sin(J/2 t)
vollig ohne explizite Matrixdarstellung.
Das Signal

oA = Sp{pa(t) Ay} = cos(wat) cos(J/2 t)

enthdlt nur den Beitrag des ersten Terms, da alle anderen zur Observablen Ay orthogonal

sins. Diese Methode lasst sich noch auf wesentlich komplexere Systeme ausweiten, wie z.B.
Proteine mit mehreren 100 Spins. Sie ist immer dann geeignet wenn die einzelnen Terme des
Hamiltonoperators miteinander vertauschen. Wéahrend solche Hamiltonoperatoren vor 20
Jahren eine relativ spezielle Idealisierung waren sind sie dank der Entwicklung von Hochfeld-
NMR Geriten fur isotrope Flussigkeiten zum Normalfall geworden.

3.5.3 2D Spektroskopie: Motivation und Grundlagen

Wenn man spektrale Information als Funktion von zwei unabhéngigen Frequenzvariablen
darstellt, erhdlt man ein zweidimensionales oder 2D Spektrum. Zweidimensionale Spektren
bieten interessante Moglichkeiten fur die Verbesserung der Auflosung oder um Informationen
zu erhalten, welche auf andere Weise nicht zuganglich sind. In den meisten Fiéllen ist das Ziel
eines 2D Experimentes die Verteilung der Information in eine Ebene statt auf einer Achse wie
bei einem 1D Spektrum. Dadurch erhédlt man die Moglichkeit

- die vorhandene Information leichter zu analysieren und / oder

- mehr Information ins Spektrum zu bringen.
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Zweidimensionale Spektren werden praktisch ausschlieBlich im Zeitbereich aufgenommen.
Man misst in diesem Fall das Signal zunichst als Funktion von zwei unabhiangigen Zeiten
und fuhrt dann eine zweidimensionale Fouriertransformation bezuglich dieser beiden Zeiten
durch, um das entsprechende Spektrum im Frequenzbereich zu erhalten.

Um zu sehen wie ein 2D Spektrum entsteht betrachten wir zunéchst ein
abstraktes quantenmechanischen System mit stationdren Zustanden welche
mit den Indizes 1, k, r, s bezeichnet werden.

Man unterscheidet bei 2D S
Experimenten unterschiedli- <« ==l T _@
: 3 : : r ik — L Wy
ch.e Zeiten. Zunichst wird i EE S gf — Z
wiahrend der Praparationszeit
im System eine Kohirenz Pr’elparation

Evolution | Mischzeit; Detektion

|
|
erzeugt, also z.B. eine trans- | N .
versale Magnetisierung. Dies ! g
beinhaltet i. A. zundchst auch t, t,
eine Relaxationszeit, wah- > >

rend der durch Spin-Gitter '——=
Relaxation eine longitudinale Magnetisierung erzeugt wird. AnschlieBend wird durch einen
RF Puls transversale Magnetisierung erzeugt, d.h. Kohiarenz zwischen den Zustinden 1, k, ... .
In der Figur ist eine solche Koharenz zwischen den Zustidnden i und k mit einer Wellenlinie
bezeichnet.

In der anschlieBenden Evolutionszeit entwickelt sich diese Kohédrenz wihrend einer Zeit t;
unter dem Einfluss des Hamiltonoperators #g. Die Kohéarenz zwischen den Zustdnden 1 und
k erwirbt dabei einen Phasenfaktor

pik(ty) = pik(0) e st wik = (E-E )l .

Berucksichtigen wir auch die Relaxation so erhalten wir den Endzustand als

Pik(t) = pik(0) e (@ik+Vit

Diese Evolution der Kohéarenz entspricht im normalen eindimensionalen Experiment einem
FID. Im 2D Experiment kann die Kohdrenz aber auch Komponenten enthalten, welche nicht
der Auswahlregel Am = +1 gehorchen und damit nicht beobachtbarer Magnetisierung ent-
sprechen. Unabhangig davon wird diese Kohérenz nicht gemessen.

An die Evolutionszeit schlieft im Allgemeinen eine Mischzeit an, wahrend der Kohérenz
zwischen unterschiedlichen Ubergangen ausgetauscht werden kann. Die Kohdrenz kann wih-
rend dieser Zeit auch als longitudinale Magnetisierung gespeichert werden, welche z.B. durch
chemischen Austausch zwischen verschiedenen Spins uibertragen werden kann. Im gezeichne-
ten Beispiel nehmen wir an, dass die Kohdrenz wihrend der gesamten Mischzeit vom Uber-
gang i-k nach r-s ubertragen wird. Dabei bleiben sowohl der Absolutbetrag wie auch die Pha-

seninformation et erhalten, d.h. die Kohérenz im Ubergang r-s hat zu Beginn der Detek-
tionszeit die Form

Prs(t1:0) = Zik Nys ik Pik(0) e (kAL

Die Ubertragung von Kohérenz zwischen unterschiedlichen Ubergéngen wéahrend der Misch-
zeit wird hier durch die Matrix 1y jx Zusammengefasst.
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Wihrend der Detektionszeit findet wiederum eine freie Evolution unter dem entsprechen-
den Hamiltonoperator statt.

prs(tl;tZ) = 211( Mrs ik plk(o) e'(i(ﬂik"'Yik)tl e'(i(l)rs+Yrs)t2 )
Wir schreiben a,q fur den Beitrag dieses Dichteoperatorelementes zum beobachtbaren Signal
S(t1, 1) = 2 arg Pro(ty 1) = g arg Xk Nrs,ik Pik(0) e (10ikHVit o-(I0rstYr)ty |

Dies ist das Signal, welches in einem 2D Experiment als Funktion der beiden Zeiten ty, tp
gemessen wird.

3.5.4 Datenverarbeitung

Das Signal hingt somit von beiden Zeiten ty und t, ab. Dabei bezeichnet t, die Zeit wih-
rend der das Signal effektiv gemessen wird, wahrend t| die Dauer der Evolutionszeit be-

zeichnet. Man erhilt eine zweidimensionale Datenmatrix indem man fur eine Reihe von un-
terschiedlichen Evolutionszeiten jeweils einen FID misst.

In der Figur ist ein Beispiel fur eine solche NS
Datenmatrix gezeigt. Jede Spur entspricht dem g NV Vo Vo U

FID fur eine bestimmte Evolutionszeit ty, wel-
che von vorn nach hinten zunimmt. Die hori-

zontal verlaufende Variable tp ist die Zeit, wel- NN

che wiahrend der Datenaufnahme lauft. /\/\/\/\/\/\/\f\
Fur dieses Beispiel wurden nur zwei Uber- /\/\/\/\,\f/\—\

gange beruicksichtigt, namlich i-k und r-s. Wir
nehmen auflerdem an, dass die transversale
Relaxation fur beide Uberginge identisch ist
und schreiben dafur die Relaxationsrate ().

Der FID ist dann
stid(t1,t) = e vo(ti+t2) [Mys,ik ars COS(Wijkt]) COS(Wrgtn) + Mg rs Ars COS(Wrst]) COS(Wygtn) +

+ Mik ik aik COS(Wikt1) Cos(Wikt2) + Nik rs ik COS(Wpst1) COsS(Wikt)] -

Der erste Term entspricht einer Koharenz, welche wahrend der Evolutionszeit im Ubergang
ik lokalisiert war, wahrend der Detektionszeit im Ubergang rs. Der zweite Term befand sich
wiahrend beiden Perioden im Ubergang rs. Der dritte blieb im Ubergang ik und der vierte
wurde von rs nach ik uibertragen.

Um diese Daten zu analysieren fuhrt man eine zweidimensionale Fourier-Transformation
bezuiglich der beiden Variablen t und t, durch:

f(wy, ) = fmtl el®1tl fmtzmi(l)ZQ s(ty,tr) = fIIItl elo1tl sf(ty,mo) .

Die innere Transformation t) — > ist identisch zur Transformation der einzelnen FID's in
eindimensionale Spektren. Wir erhalten damit Spektren zu jedem Wert der Evolutionszeit t;:
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sf(t],wp) = e7vol {[Tlrs,ik el®iktl 4 Nrs,rs eiwrstl] arg g(w-wrg)

+ i Mikik K+ i ] glop-00}
Hier stellt g(wy—wqp) eine komplexe Lorentzlinie dar, welche um die Frequenz wyp, zentriert
ist.

Die Figur stellt den Realteil des Signals nach —_— N~
der ersten Fouriertransformation t) — w, dar. ,\
In horizontaler Richtung bildet es ein Spektrum I —
als Funktion der Variablen wj, welches Reso- —_— ST " —
nanzlinien bei den beiden Frequenzen wjx und H
g enthdlt. Amplitude und Phase dieser beiden
Resonanzlinien dndern als Funktion der Evoluti- $ \/

onszeit ty, wobei das Verhalten fur die beiden

Linien unterschiedlich ist. Dies zeigt bereits dass
die beiden detektierten Koharenzen unterschied-
liche Entwicklungen wahrend der Evolutionszeit
erfahren haben.

| |

[
a)i k (0)) wZ

rs

Das zweidimensionale Spektrum erhalten wir
nach einer zweiten Fouriertransformation t{—w;j. Die vier Signalkomponenten konnen je-

wells durch eine zweidimensionale Linienform der Art
s(w1,w2) = g2(W1-Wik, Wr-Wyg)

beschrieben werden. g5 ist eine zweidimensionale Lorentzlinie, welche um die Position
(01=wjk, Wr=wyg) zentriert ist.

Eine solche Resonanzlinie ist in der Figur dar-
gestellt. Die Details der Linienform werden durch
die Relaxation bestimmt. Allerdings kann man
auch andere Varianten der Fouriertransformation
verwenden. Bei der hier verwendeten "gewohnli-
chen" Fouriertransformation entstehen lange "Ru- s /‘
cken" entlang der beiden Frequenzachsen, welche 1
anzeigen dass hier Absorption und Dispersion
gemischt werden. Reine Absorptionslinien sind
kreisformig und fuhren zu besser aufgelosten $
Spektren. Man erhilt sie durch eine geeignete Li-

nearkombination von sin/cos transformierten 0'0 (V)]

—

Spektren.
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3.5.5 Interpretation der Spektren

Das zweidimensionale Spektrum ist in der Figur in Ho-
henkurvendarstellung gezeigt. Die beiden Resonanzfrequen-
zen wik, Wyg ergeben im zweidimensionalen Spektrum vier

Linienpositionen. Die Linien auf der Diagonalen rithren von
Koharenzen her, welche wiahrend der Evolutionszeit und
der Detektionszeit in den gleichen Ubergdngen waren. Diese
sogenannten Diagonalpeaks enthalten die gleiche Informati-
on wie die Linien im eindimensionalen Spektrum.

Die Linien auBBerhalb der Diagonalen, die sogenannten
Kreuzpeaks an den Positionen (wj=wjk, wr=w.) und

(w1=wyg, W2=wjk) zeigen an, dass hier ein Austausch von

SS '03

R LT 1/

Evolutonsireguens g,

L1 ey

Dietektionsirequcng iy

Kohiarenz stattgefunden hat. Die Amplituden der Kreuzpeaks sind ein Mal} fur die Elemente
Nop,vu der Austauschmatrix. Im Allgemeinen ist der Austausch in beide Richtungen gleich

stark, N vy = Nyvp,aps SO dass beide Kreuzpeaks gleich hoch sind und das Spektrum beziig-

lich der Diagonale symmetrisch ist.

Hier ist als Beispiel
ein COSY Spektrum

von BPTI dargestellt | |

(G. Wagner and K.
Withrich, J. Mol. Biol-

ogy 155, 347 (1982).).
Es zeigt in 3D Dar-
stellung die Diagonale
von links unten nach
rechts oben und eini-
gen Kreuzpeaks.
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3.5.6 Spektren mit mehr als 2 Dimensio-

T U | hen
3D NMR Spektrum o
Naturlich ist das Konzept der 2D Spektro-

skopie praktisch beliebig erweiterbar auf 3
und mehr Dimensionen. Bei der Spektrosko-
pie der Proteine sind 3 Dimensionen heute
sehr wichtig, wahrend mehr Dimensionen aus
Grunden der Messzeit praktisch nicht ver-
wendet werden.
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