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4. NMR Spektren

4.1 Einzelspins

4.1.1 Vorgehen

Wie bei anderen spektroskopischen Experimenten wird auch in der NMR oder ESR ein
Spektrum dadurch bestimmt, dass unterschiedliche Frequenzen der elektromagnetischen
Strahlung unterschiedlich stark absorbiert werden.

Fur ein gegebenes quan-
tenmechanisches System
hingt die Starke einer Ab-
sorption davon ab, ob die
Resonanzbedingung E = hv
erfullt ist, wie grofl die Po-

pulationsdifferenz zwischen
den entsprechenden Zustanden ist, und wie stark die Ubergangsmatrixelemente fur den ent-
sprechenden Ubergang sind.

Um ein Spinsystem Quantenmechanischer Spektrum
Spektr um zu _ Formalismus
berechnen ’ J P
muss man fur a
jedes Spin- C
system zu- ‘ :>
nachst den
Hamiltonope-

LY

rator aufstel-

len. Daraus erhilt man die Energieeigenwerte und die Resonanzfrequenzen, d.h. die Differen-
zen zwischen den Energien. Fur die vollstandige Beschreibung des Spektrums werden auch
die Amplituden, Phasen und Linienformen benotigt. In den Amplituden steckt Information
uiber die Populationsdifferenzen und die Matrixelemente der entsprechenden Uberginge.

Fur die Berechnung des Spektrums verfolgen wir hier direkt das Experiment, d.h. wir be-
rechnen das erwartete Signal indem wir den Zustand des Systems und die Observable
bestimmen, mit der die Messung durchgefuhrt wird.

Wir diskutieren hier lediglich zeitaufgeloste Experimente,
d.h. Experimente bei denen ein Spinsystem durch einen RF-
Puls angeregt wird und wahrend der anschlieBenden freien E- -
volution das Signal als Funktion der Zeit gemessen wird. Das Feit
Spektrum erhélt man anschlieBend durch Fourier-Transforma-
tion. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu praktisch allen
ubrigen spektroskopischen Methoden, bei denen meist die so

genannte CW (= continuous wave) oder frequenzaufgeloste
Methode verwendet wird: In diesen Féllen wird das System durch eine monochromatische
Strahlungsquelle angeregt und die Absorption oder Dispersion fur diese Strahlung gemessen,
wenn die Frequenz langsam variiert wird. Die zeitaufgeloste Methode ist demgegenuber
deutlich flexibler und leistungsfahiger; sie kann jedoch so eingestellt werden, dass sie die glei-
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chen Informationen liefert wie die frequenzaufgeloste Messung, allerdings in wesentlich kiir-
zerer Zeit.

4.1.2 Evolution eines Spins I1=1/2

Der einfachste Fall ergibt sich wenn das Spinsystem aus einem einzelnen Spin [ = 1/2 be-
steht. Der Hamiltonoperator kann dann direkt diagonal geschrieben werden indem wir die z-
Achse parallel zum dufleren Magnetfeld wahlen. Er lautet dann

H=-wgol,.

Das System wird dann durch einen Dichteoperator beschrieben, welcher im Gleichge-
wichtszustand durch den Ausdruck

Peq @ exp(-#/kT)

]

den kann als

gegeben ist. In der NMR gilt allgemein die Hoch-
temperaturnaherung
¥ 4
AF << KT Q09
so dass die Exponentialfunktion entwickelt wer- M

Peq ~ 1 - H/KT .

Wir konnen somit in guter Ndherung schreiben

Peq = I +hoo/kT 1, .

Fur die Berechnung des Signals nehmen wir an, dass das System
mit einem idealen 90-Grad Puls angeregt wird, welcher die Kompo-
nente I, um die y-Achse rotiert. Damit wird die Magnetisierung von

der z-Achse zur x-Achse gedreht: ¥

0(04) = 1 + hog/kT1, . \;"U\,
Dieser Anfangs - Dichteoperator entwickelt sich unter dem Ein- X

fluss des Hamiltonoperators
p(t) = e p(0) e = e [ + hog/KT Ii] e = 1 + hag/kT (I coswot + Iy sinagt) .
Wird zusitzlich die Relaxation beruicksichtigt, so erhélt man den Ausdruck

p(D) = 1 + ha/kT [(Ix cos wot + Iy sin wgt) ey 1, (1-etTy).

Die transversale Relaxation dampft die priazedierende Magnetisierung, wahrend die longitudi-
nale Magnetisierung neu aufgebaut wird.
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4.1.3 Detektion

Die anschlielende Detektion misst | Nachweis der Spinpriazession iiber den Faradayeffekt
die zeitliche Ableitung einer Magneti-
sierungskomponente mit Hilfe des Fa-
radayeffektes. Da wir die Spule in y-
Richtung gewiahlt haben, ist die zeitli-
che Anderung des magnetischen Flus-

Die prazedierenden
1 Spins erzeugen in
der Drahtspule eine

ses durch die Spule proportional zu Spannung
0 0 Spannung
s(t) ~ gq)(t) ~ §<Fy> . T
. 1. . V\faﬁyﬂnﬂ,
Da die zeitliche Anderung der prizedierender Spin Zeit
Magnetisierung im Laborsystem im entspricht rotierendem _—

Wesentlichen durch die Larmorpra- Magneten
zession gegeben ist wird das Signal somit

J
s(t) ~ 5<Fy> = 0y <Fy> = 0y 2 <Ii> .
Fur einen Spin ist die Messgrofle somit gerade <Iy> und das Signal wird

s(t) = wo Sp{p(t) Ik} .
Da

Sp{Iy Ix} = SP{IZ IX} = Sp{ﬂ Ix} =0
und

Sp{lx I} = Sp{ly I,} = Sp{l, I} = 1/3 Sp (12} = 131 (I+1) (21+1),
und somit fur einen Spin I = 5

Sp{ly Ix} = Sp{ly Iy} = Sp{l, I} = 1/2
gilt konnen wir das Signal als

s(t) = h(002/2kT cos mpt e T2

schreiben, wobel einige Normierungsfaktoren nicht beruicksichtigt wurden.

Wir erhalten also eine gedampfte Oszillation, den bereits erwahnten | |
FID. Das Spektrum kann daraus durch Fouriertransformation berech-
net werden (siehe unten).

Ein wesentlicher Aspekt der sich aus der Berechnung ergibt ist dass
das Signal proportional zu 0002 ist. Ein Faktor wq stammt von der Po-

pulationsdifferenz im thermischen Gleichgewicht, die in der Hochtem-
peraturnaherung proportional zu w( ist. Der zweite Faktor stammt

von der Detektionsempfindlichkeit, da das Signal proportional zur zeitlichen Anderung des
magnetischen Flusses und damit zur Prazessionsfrequenz ist.

4) NMR Spektren 27. Juni 2002
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Diese Proportionali-
tat ist ein wesentlicher
Grund fur den Trend
zu hoheren Feldern in
der NMR: gegenuber
den vor 20 Jahren ubli-
chen Resonanzfrequen-
zen von 60 MHz hat
sich inzwischen die
Feldstarke verzehn-
facht; die Empfindlich-
keit ist damit um einen
Faktor 100 gestiegen.
Um diesen Empfind-
lichkeitsgewinn durch
eine Verlangerung der
Messzeit zu kompensie-
ren misste man min-
destens um einen Fak-
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Bo =14T W, = 60 MHz B0 =14T W, = 600 MHz
s=1 Messzeit = 3h s =100 Messzeit = 15

tor 10000 mal langer messen!

4.1.4 Berechnung des Spektrums

In diesem einfachen Beispiel kann die Fouriertransformation analytisch durchgefiihrt wer-
den und man erhalt den Ausdruck

s(w)= J:

T hoj T B {Lhw% T,
2m kT 1+ (0 -0g)>T5  V2m 2kT _1 ’

der eine Lorentzlinie beschreibt. Sie ist zentriert an der Frequenz wy
und ihre Breite ist gegeben durch die Zerfallszeit T>.

Diese Resonanzlinie entspricht gerade der Linienform, die wir als sta-
tionare Losung der Blochgleichungen im Grenzfall eines schwachen
Feldes erhalten hatten. Es gilt allgemein, dass die Fouriertransformierte

1

2
— + (0 -w()
TS 0

des FID's das Spektrum des entsprechenden cw-Experimentes ergibt (sofern keine Satti-

gungseffekte auftreten).

4) NMR Spektren
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Besteht das Spinsystem aus mehreren Spins, welche A=2,v=03
nicht aneinander gekoppelt sind, so erhélt man als Sig-
nal eine Summe aus zerfallenden Exponentialfunktio-

nen. Im FID sind diese Beitrage schwierig zu unter-
scheiden. Es ist deshalb meist niuitzlich, sie zu fou-
riertransformieren. Im resultierenden Spektrum ist die
Trennung wieder relativ einfach ersichtlich.

\ A A A=1,v=1.0

Zeit

i @

Qo o

k Frequenz @

Ein vollig analoges Verhalten erhidlt man wenn man
verschiedene Ubergédnge in einem einzelnen Spin-
system diskutiert, wie z.B. bei einem Quadrupolspin. -
Da das Signal durch die Spur des Produktes Frequenz

sep(t) = Sp{pO} = i p;0ji -

bestimmt wird konnen wir einzelne Signalbeitrage aus den Matrixelementen von Dichteope-
rator p und Observablen O bestimmen. Im typischen Fall dass diese identisch sind,

p(0) =0 = Iy

erhalten wir einzelne Resonanzlinien im Spektrum direkt aus den Matrixelementen von I,.
Wenn wir das Signal zerlegen in einzelne Komponenten

sFID(t) = 2 Ajj 't

dann sind fur einen Ubergang i<>j ist die Frequenz wjj und Amplitude Aj; gegeben durch
wjj = (Ei-E)h Ajj o (L

4.1.5 Pulvermittel

Nicht immer misst man vollstindig orientierte Proben. In der Natur und im Laboralltag
kommen sehr viel haufiger als in der Theorie nicht orientierte Proben, wie Pulver, Glaser o-
der amorphe Materialien. In diesen Systemen hat man eine Mischung unterschiedlicher Orien-
tierungen vorliegen. Das Spektrum setzt sich somit aus einer Uberlagerung aller moglichen
Orientierungen zusammen.

4) NMR Spektren 27. Juni 2002
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Jede Orientierung eines Molekuls tragt zum Signal an derje-
nigen Stelle des Spektrums bei, welcher seiner Resonanzfre-
quenz entspricht. Im einfachsten Fall ist die Intensitit an einer
Stelle des Spektrums gegeben durch die Anzahl der Molekiile,
deren Resonanzfrequenz in ein bestimmtes Frequenzintervall
fallt. Sind alle Orientierungen gleich wahrscheinlich, so hangt
die Intensitat nur noch davon ab, wie schnell die Resonanzfre-
quenz mit der Orientierung variiert.

Ozz
0 /]

o)
Oy

Oxx ¢

drei unterschiedlich sind) liegt irgendwo dazwischen.
Die Orientierungsabhéngigkeit ist am geringsten fur __Z
den mittleren Hauptwert, so dass hier die groflte In-

tensitat auftritt.
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Im Fall der chemischen Verschiebung variiert die Resonanz-
frequenz mit der Orientierung des Magnetfeldes gemal

2 2 020 in 2
0(8,9) = Oxx SIn“0 cos“p + Oyy sin“6 sin“¢p + 0, cos“6 .

Dies fuhrt fur das
Pulvermittel auf ein
Spektrum, welches
durch zwei Hauptwerte
begrenzt wird. Der drit- N b
te Hauptwert (falls alle "*

Iy Oy I3

.

—

% Die entspre-

Ist das Molekul axial symmetrisch und besitzt
damit nur zwei Hauptwerte, so verschiebt sich
das Maximum des Pulvermittels an den Rand des
Spektrums. Betrachtet man die Resonanzbedin-
gung als exakt, d.h. beschreibt man die Linien als
Deltafunktionen, so besitzt das Spektrum an die-
ser Stelle einen Pol.

Tyq= Cns ERL

M| chende Frequenz
933 | stammt von den-

bei denen das Magnetfeld in der xy-Ebene liegt. Offensichtlich

gibt es sehr viel mehr Molekille mit dieser Orientierung als mit
der Orientierung bei der das Magnetfeld parallel zur z-Achse \ l

liegt.

4) NMR Spektren
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Symmetry in Powder Patterns
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Die Form des Pulverspektrums erlaubt ei-
nen unmittelbaren Schluss auf die Umgebung
des Kerns, welcher in diesem Spektrum be-
obachtet wird. Ist die Umgebung hoch sym-
metrisch wie im obersten Fall (tetraedrisch),
so wird die Resonanzlinie schmal. Die Figur

zeigt dies fur ein 3lp Spektrum von PO43',

in dem der Phosphor Kern sich an einer
Stelle mit tetraedrischer Symmetrie befindet.
Existiert eine mindestens dreizdhlige Achse
so wird die Wechselwirkung axial sym-
metrisch bezuglich dieser Achse. Im allge-
meinen Fall (hier: Spiegelebene) erhilt man
einen Tensor mit drei Hauptwerten.

27. Juni 2002
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4.2 Quadrupolspektren

4.2.1 Reine Quadrupolresonanz

Untersucht man die Energiedifferenzen in einem System mit Quadrupolkopplung ohne ein
statisches aueres Magnetfeld, so spricht man von reiner Quadrupolresonanz. Wie in Kapitel
3 gezeigt wurde kann der Hamiltonoperator fur die Quadrupolwechselwirkung als

_ e’ qQ
Q™ 410210 -1)

geschrieben werden. Die Stiarke der Wechselwirkung wird durch den Vorfaktor beschrieben,
wiahrend die Operatoren in der Klammer die Struktur der Zustiande bestimmen.

[BL2-1%) +n (1% -1,2)].

Die Stirke der Kopplung und damit die Resonanzfrequenzen sind somit proportional zur
Starke des Quadrupolmomentes Q und zur Stirke des Feldgradienten q. Typische Werte sind

Kern  Spin  Frequenzbereich / MHz
2q 1 0.1-0.2

14N 1 0-5

3 32 25-45
30 32 20-35
98r 32 150-300
8lgy 372 100-250

1277 52 170-230
340-460

Die hohen Frequenzen bei den schwereren Kernen sind nicht nur auf die groBeren
Quadrupolmomente der Kerne zuriickzufuihren. Zusitzlich spielt hier eine Rolle, dass auch
die Elektronenhulle der Atome verzerrt wird: Externe Ladungen verformen die Orbitale, so
dass die Hullenelektronen selber auch zum Feldgradienten beitragen.

Wir betrachten zunichst den axial symmetrischen Fall mit 1 = 0. Dann vereinfacht sich
der Hamiltonoperator zu

e’ qQ 2 12
=———— B,/ -19).
Q= Jrar-p B
Da dieser Operator diagonal ist konnen wir sogleich die Eigenwerte bestimmen.
2
e qQ

2
Q= 1= 1) (3 m2 - 1(I+1)) .

Offenbar sind (auBer fur m=0) immer jeweils zwei Eigenwerte +m entartet.
Die wichtigsten Spins mit Quadrupolwechselwirkung sind I = 1, 3/2 und 5/2.

4) NMR Spektren 27. Juni 2002
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4.2.2 Spin 1

Fur einen Spin 1 erhalten wir offenbar einen zweifach entarteten m =1
Zustand, der zu den Eigenwerten m = =1 von I, gehort. Die Ener-

gie betragt

2
_ e qQ € qQ — =0
=17 41021 - 1)( 2=— M. B

Der dritte Eigenwert (zu m=0) betr'agt

2
o= o qQ( 2)_6 qQ

4121 - 1) 4

Fur die Amplituden der Ubergénge benotigt man die Matrixdarstellung der transversalen
Komponenten. Am einfachsten erhélt man sie fur L, :

(2).

WL > = I+ D) - m(m + D 41 m

<YL > = ATA+ ) =m(m =Dy 1y -
Die entsprechenden Werte fur Iy und Iy erhalt man als Summe, resp. Differenz,
Offenbar gilt die Auswahlregel Am = +1. Damit erhalten wir eine Resonanzlinie bei der

qQ

Frequenz w =3 £ 1

Im Nullfeld ist keine Richtung ausgezeichnet; damit erhidlt man auch Ubergéange fur ein
Feld in z-Richtung. Dafur lauten die Auswahlregeln

<Yl Wpn>=m dp py -

Somit erhidlt man hier eine Linie bei der Frequenz 0.

4.2.3 Spin 5/2

Fur einen Spin 5/2 finden wir fur die Energien — e m =52
2
e qQ 2 Q
E(m = +5/2, £3/2, £1/2) = 3m* - 35/4) = 5,-1,-4
(m )= Ty O - 354 = (5.1, -4).
Die entsprechenden Ubergédnge erscheinen bei den Frequenzen | — —— L, =z+32
e’ aQ 0. 3, 6).
20 —_— —— m=%12

Fur die Berechnung des Spektrums benotigen wir die Matrixdarstel-
lung von I fur I=5/2:

4) NMR Spektren 27. Juni 2002



Suter / BOhmer

Wir erwarten somit zwei Linien mit dem In-
tensitatsverhaltnis 5:8:9:8:5, wobei die Linien
bei den Frequenzen # 0 paarweise zusammen-
fallen. Die resultierenden Linienintensititen
sind damit 9:16:10. Hier wurden allerdings die
Populationsdifferenzen nicht beruicksichtigt,
welche im Allgemeinen fur die verschiedenen
Linien unterschiedlich sind und deshalb eine
Abweichung von diesem Muster ergeben. Ist
das System im thermischen Gleichgewicht so
verschwindet die Populationsdifferenz fur die

- 79 -

Magnetische Resonanz SS’02

Reine Quadrupolresonanz fur 1/ 5/2

16

0 6 12 Frequenz

Linie bei der Frequenz 0. AuBBerdem sind instrumentelle Empfindlichkeiten nie uiber einen so

breiten Frequenzbereich konstant.

Spins (Kramers-Entartung).

Ist der Feldgradient nicht axial symmetrisch, d.h. n # 0, wird die +m
Entartung fur ganzzahlige Spins aufgehoben, nicht jedoch fur halbzahlige

In der Figur ist
das experimentelle
0 Spektrum eines or-

ganischen Molekils
dargestellt, bei dem

die Wasserstoffatome durch 2H (Deute-
rium) ersetzt wurden. Die Ubergidnge
bei 135 kHz gehoren zu den Ring-
Deuteronen, die Linien be1 110 kHz zu
den CDy Gruppen, und die Linien bei
35 kHz zu den Methylgruppen. Bei die-

sen ist die Quadrupolaufspaltung durch
die schnelle Rotation um die dreizdhlige

Symmetrieachse teilweise ausgemittelt.
Die Linien in der Nahe von 0 kHz geho-
ren zu den Ubergéngen zwischen m=+1.

T T i
| A OCD;CD,
g =L
| " | |
C 40 80 120 160

Frequency (kHz)

Dieses Spektrum wurde nicht durch direkte RF-Einstrahlung aufgenommen; deshalb
entsrprechen die Amplituden nicht den oben berechneten.

4) NMR Spektren
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4.2.4 Quadrupolwechselwirkung im starken Magnetfeld

In einem starken Magnetfeld ist es sinnvoll, die Koordinaten

so zu wahlen, dass die z-Achse parallel zum Magnetfeld steht.
Wir mussen demnach den Quadrupoloperator in das Koordina-
tensystem des Labors transformieren. Wir betrachten hier wie-
derum nur den axial symmetrischen Fall mit 1 = 0 und schrei-
ben

2
_ e qQ
W = .
97 41021 - 1)

Die Winkel 0 und ¢ sollen die Orientierung der Quadrupol-
Hauptachse gegeniiber dem Labor-Koordinatensystem be-

schreiben. Fur die Koordinatentransformation gehen wir von
karthesischen (x, y, z) auf spharische Koordinaten (r, 0, ¢) und verwenden die Operatoren L,

anstelle von Iy, Iy. Der Hamiltonoperator hat dann die Form

1
H =3z + 3y =0l + 0g {5(300826-1) (3 L2 - 1(1+1))

+ % sinf cosf [(LL + L L) e ® + (LL + LL) e'¥] + % sin?0 [1, 2 7210 + 1 2 2i9])

Als Beispiel schreiben wir die Matrixdarstellung fur einen Spin I=1:
1
3L2-1(I+1) = 2

oL +L1)=| 0 1] + 1 0 = -1

L +11)= 0 1 + |1 0 =1

Offenbar ist der erste dieser drei Terme diagonal in der Eigenbasis des Zeemanoperators,
wihrend der zweite und der dritte Term, welche die magnetische Quantenzahl m um Am =
+1, resp. Am = £2 dndern, nur Aullerdiagonalelemente enthalten. Es lasst sich mit Storungs-
rechnung zeigen, dass diese Terme in erster Ndherung keinen Einfluss auf die Energieeigen-
werte haben.

4) NMR Spektren 27. Juni 2002
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Der Quadrupoloperator erster Ordnung im starken Magnetfeld ist demnach gegeben
durch

2
3cos 0-1
Ho! = og — (3 L2 -I(I+1)).

Die Quadrupolwechselwirkung erster Ordnung verschiebt die Ener-
gien der reinen Zeemanzustinde, wobei Zustinde mit +m um den glei-
chen Wert (Betrag und Vorzeichen) verschoben werden. Im Falle eines
Spins 1 erhalten wir

H;+ H,

300328-1 [ —

2
(Dzqu(3m2_2)=qu(1’_2,1).

AZQ

4.2.5 Spektrum

Im starken Magnetfeld (wg >> ) kann der Gleichgewichts-Dichteoperator in guter Na-
herung durch den Operator I, beschrieben werden. Eine idealer Anregungspuls, d.h. ein Puls,
dessen rf Feldstarke deutlich hoher ist als die Quadrupolwechselwirkung (w; >> ) erzeugt
aus der longitudinalen Magnetisierung transverale Magnetisierung proportional zu

1

1
0)~Ix=—74|1 1
p(0) ~ Ix D
1

Wihrend der anschlieBenden freien Prazession entwickeln sich die Elemente des Dichteopera-
tors mit der Differenz der Energien; im vorliegenden Fall somit

—i(g+O)t

© 2

3cos”0-1

1 i —ilwn—
L el(OOO +0)t e i(wp-0)t . .

p(t)=1/E , d=3w

Li(@o-d)t
Der FID besitzt somit zwei Komponenten

SEID(t) = cos((wy+d)t) + cos((wy-O)t) .

Die beiden Ubergangsfrequenzen werden somit

in entgegengesetzte Richtung verschoben, jeweils
wy =0 um
2
3cos " 0-1
L - 6=AwQ(1)=i3qu'
<2 L8 Die wichtigsten Kerne mit Spin I=1 sind 2D und
g =0 | 14N
: >
A%
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In einem Pulver treten alle Orientierungen (a) High Fieid
auf. Das Spektrum wird deshalb sehr breit und
erhalt eine charakteristische Form. Dies ist ein D
charakteristischer Gegensatz zur reinen nggc
Quadrupolresonanz, wo auch in einem Pulver
eine schmale Linie beobachtet wird. Der Unter-
schied ruihrt im Wesentlichen davon her, dass

das Magnetfeld die Rotationssymmetrie des

freien Raums bricht, so dass Kristallite unter- JA L__\_/\/\_
schiedlicher Orientierung nicht mehr dquivalent

sind. Das Spektrum entspricht der Uberlage- !

rung zweier Pulverspektren von Spin 1/2 Sys- | 5547 5552 55.57 8582 &

temen, deren chemische Verschiebungsani-
sotropie entgegengesetztes Vorzeichen aufweist.

Bei halbganzen

3N — 3212 12-172 172--312 Spins wird der U-
bergang zwischen
A2 den Zustanden m =
+1/2 durch die
12— Quadrupolwechsel-
A p— v | wirkung erster Ord-

nung nicht beein-

flusst, da die Ver-
schiebung nicht vom Vorzeichen der magnetischen Quantenzahl m abhangt. Die anderen U-
bergange werden symmetrisch aufgespalten. Das Spektrum fur einen Spin 3/2 besteht somit
aus 3 getrennten Linien. Der so genannte Zentralubergang -1/2 <= +1/2 erscheint an der
Stelle des isotropen Peaks, wahrend die beiden Linien -3/2 <> -1/2 und +3/2 <= +1/2 zu ho-
heren, resp. niedrigeren Frequenzen verschoben sind. Dieses Verhalten lasst sich leicht verall-
gemeinern: Fur jeden halbganzen Spin (I = 5/2, 7/2, ...) ist der Zentralubergang nicht ver-
schoben, wahrend die anderen Uberginge symmetrisch zu hoheren, resp. tieferen Frequen-
zen verschoben sind.

Bei ungeordneten Systemen wie Glasern 3-12 12--12  -122--32
oder amorphen Materialien sind die duf3eren
Linien aufgrund der Orientierungsverteilung
sehr breit und konnen héaufig nicht beobach-
tet werden. Beim Zentralubergang be- by’

schréankt sich die Linienverbreiterung auf die
Quadrupolwechselwirkung zweiter Ordnung. Diese Linie bleibt deshalb auch in diesen Sys-
temen relativ schmal und ist dann haufig die einzige die beobachtet werden kann.

Die zentrale Linie wird allerdings auch durch die Quadrupolwechselwirkung verbreitert
und verschoben wenn man die Wechselwirkung zweiter Ordnung mit beriicksichtigt. Die
Verbreiterung ist dann von der GroBenordnung qu/wg, also typischerweise um mehrere

GrofBenordnungen kleiner als die Kopplung erster Ordnung.
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4.3 Gekoppelte Spinsysteme

4.3.1 Phanomenologie

Wie bereits in der Einleitung angemerkt findet man auch Wechselwirkungen zwischen ein-
zelnen Spins. Diese Wechselwirkungen fuhren u.a. zu Linienaufspaltungen, aus denen die
Starke der Wechselwirkung bestimmt werden kann.

Das Prinzip soll hier anhand des = Kopplungen im HD-Molekill
HD Molekuls gezeigt werden. Im
Spektralbereich der Protonen er-
kennt man drei Linien, bei den Deu-

=t

-“-||I|.||-|.-II| day ol cdeateron and prolon meona

'][ Fregquenz 'H I'-'rﬂ|ul:n:

teronen zZwel.

M “I - IM
Wie bereits in Kapitel 2 angesprochen kann man die Wirkung der Kopplung anhand eines

einfachen Modellsystems verstehen. Wir betrachten ein Paar von Spins > welche wir als A

und X bezeichnen (z.B. ein 'H-13C System). Dabei betrachten wir die Uberginge des A
Spins in Abhédngigkeit vom Zustand des X Spins. Ist der X Spin im 1 Zustand wird der 1
Zustand des A Spins energetisch angehoben, falls die Kopplungskonstante positiv ist, und der
A | Zustand abgesenkt. Die Ubergangsenergie wird entsprechend reduziert. Fur den X Zu-

stand gilt das gleiche mit umgekehrtem Vorzeichen. Insgesamt wird somit aus der einen Li-
nie, die man fur einen isolierten A Spin beobachtet, ein Dublett, dessen beide Linien den bei-
den Zustianden des X Spins zugeordnet werden konnen. Bei einem Spin 1 (wie hier Deuteri-
um) kann der Spin drei unterschiedliche Zustinde einnehmen, welche die Aufspaltung des
gekoppelten Spins jeweils unterschiedliche beeinflussen, so dass dessen Ubergang in drei auf-
spaltet.

4.3.2 AX System (2 Spins 1/2, schwach gekoppelt)

Der Hamiltonoperator fur zwei schwach gekoppelte Spins kann geschrieben werden als

H=H,+Hpax=-0paA;-0ox X, +d A, X,,

unabhingig davon, ob die Kopplung eine Dipol-Dipol Kopplung oder eine skalare J-
Kopplung ist.
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Dieser Hamiltonoperator ist offensichtlich diagonal in der uiblichen Produktbasis:
—WA —Wyx + d/2
—wp +0yx —d/2

N | —

(DA—(DX—d/z
wp +wx +d/2

Die Energien sind gegeben durch die Diagonalelemente des Hamil-
tonoperators. Ubergénge konnen dann stattfinden, wenn ein Spin sei-
ne magnetische Quantenzahl um eins dndert. Dies ist in diesem Sys-
tem gegeben fur die Ubergange

Wir konnen somit in diesem Fall direkt das Spektrum ausrechnen. /_f +*

aa<af, o< Po af < BB P Bp. o
Die zugehorigen Ubergangsfrequenzen liegen bei ++ —
Wao-oaf = OX-d/2; Ogo-fo = OA-A/2;

Wop-pp = WA+d/2; WBo-pp = Ox+d/2;

Die Observable und die Anfangsbedingung haben nicht verschwindende Matrixelemente zwi-
schen Zustinden mit Am = +1.

Das Spektrum enthdlt somit d=0
vier Linien. Jeweils zwei Linien
konnen Ubergédngen eines Spins

zugeordnet werden, wobei jede

/4 -
der beiden Linien einem be- 4 4 d=0 d | d
stimmten Spinzustand des jeweils A R
anderen Spins entspricht: Je nach Jk j\ jk
dessen Zustand wird die Uber- ; Y/ : -
2%

gangsfrequenz erhoht oder er-

niedrigt.

4.3.3 Berechnung mit Dichteoperator

Die Anfangsbedingung in diesem System ist in der Hochtemperaturnaherung

peq~(DAAZ+(DXxZ.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass es sich um zwei Spins der gleichen Sorte handelt
(z.B. zwei Protonen), welche beide vom RF Feld angeregt werden. Ein idealer Anregungspuls
erzeugt dann den Anfangs-Dichteoperator

P(0) ~ wp Ax + wx X .

Da in die NMR immer nur eine relativ schmaler Bereich des Spektrums abgedeckt wird (z.B.
'H: ca. 10 ppm) konnen wir die Ndherung wp = wyx machen. Wir vernachlassigen auflerdem
Konstanten und schreiben fur den Anfangs-Dichteoperator
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1 1

P(0) =Ax+ Xy =Fx =

N |

I 1

Die Observable ist der gleiche Operator. Das zeitabhéngige Signal ist somit

s(t) = Sp{p(t) Fx} = tr{Fx(t) Fx(0)}
gleich der Autokorrelationsfunktion des Operators Fyx. Das Problem ist somit reduziert auf die

Berechnung der Zeitabhangigkeit des Operators Fy.

Wie bei der Einfuhrung des Dichteoperatorformalismus gezeigt wurde, ist die Berechnung
des zeitabhdngigen Dichteoperators in der Eigenbasis des Hamiltonoperators relativ einfach

Pim(®) = Pim(0) e En )t

Jedes AuBerdiagonalelement des Dichteoperators wird mit einem zeitabhdngigen Phasenfak-
tor multipliziert. Mit dem oben bestimmten Hamiltonoperator

—wp —Wx +d/2
—W A +(1)X—d/2

0 | =

wp -y —d/2
wp + Wy + d/2
erhdlt man den zeitabhéngigen Dichteoperator

e_iwIZt e—iw13t

1 ei(l)lzt e—i(l)24t

)= —| . )
P 2 elw13t e—1w34t
ei(l)24t ei(l) 34t
mit den Resonanzfrequenzen
w1y =wyx-d/2, (1)13=(1)A—d/2, Wy =wp+d/2, U)34=(Dx+d/2.
Der FID wird damit
1
s(t) = Sp{p(t) Fx } = 5 (cosmyat + cosm3t + cosmogt + cosm3zyt) el

wobei wir hier auch die Relaxation beruicksichtigt haben. Eine Fouriertransformation ergibt
vier Lorentzlinien gleicher Intensitat bei den bereits bestimmten Frequenzen.

4.3.4 Dipolkopplung zwischen identischen Spins im starken Magnetfeld

In Abwesenheit eines Magnetfeldes oder fur ein Magnetfeld parallel zur Verbindungsachse
der Kerne (6=0) verschwinden die Terme C, D, E, F des Dipol-Alphabets. Die Matrixdarstel-
lung wird dann fur zwei Spins 1] = 1/2, I, = 1/2:
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1
1 @ -
HagdD =-2 0g A1, 1y, - Z(II+I2- +11.hy)=- Td -1 -1

1

Bei anderen Orientierungen treten auch die ubrigen Terme des “Dipolalphabets™ auf. Sie sind
jedoch nicht sekular, d.h. sie miissen fur die Berechnung des Spektrums nicht beriicksichtigt
werden. Sie sind jedoch entscheidend fur die Relaxation. Die Kopplungskonstante fur die sa-
kularen Terme A und B skaliert mit dem Winkel 0 zwischen Verbindungsachse und Magnet-

feld mit (1-3cosZ0)/2.
Fur diesen Fall findet man relativ leicht die Eigenzustinde wenn man symmetrieangepasste

Zustiande verwendet: Da die Wechselwirkung symmetrisch ist, verwenden wir die Zustande,
welche unter Vertauschen der Koordinaten Eigenzustande sind. Fur zwei Spins [} = 1/2, I, =

1/2 sind diese
lovo>, % (lap> + IBa>), % (lap> - 1pa>), IBR>,

wie man leicht durch explizite Berechnung nachprufen kann. Fir die symmetrische Linear-
kombination erhalten wir z.B.

1 0 0
(O -1 -1 1|1 wgqg |1 -2
H = . — —— = — — =
dd &+ = 1 - 7|1 > | o] T@dS
1 0 0

Wir konnen offenbar die Produktzustinde in symmetrieangepalite Zustande transformie-
ren wenn wir sie mit der Matrix

1
uo| P %/i
VAR
multiplizieren. Der Hamiltonoperator muss dementsprechend in diese Basis transformiert

werden, indem wir ihn von links und rechts multiplizieren:

HpS=Ulap U=

1 1 1
_wi| JB )6 -1 -l J5 e |
2

_ YA A -l YA A

1 1 1
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1 1
| -2
_ ol S /D /p | e
2 -1 -2 2
re Je || e 1
Die Eigenwerte sind somit wTd(Z, 0, -1, -1). Die Zu- W4 = 0 Wg > 0

stinde mit parallelem Spin werden abgesenkt, der Zu- BB
stand mit symmetrischer Linearkombination wird um den \— Bp

doppelten Betrag angehoben, und der Singulett-Zustand,
der durch die antisymmetrische Linearkombination gebil-

— af + Pa

det wird, wird durch die Dipolkopplung nicht verscho- of  Ba _Z_ ap - o

ben.

4.3.5 Unterschiedliche Spins aa

_\—G(X

Wenn die beiden Spins nicht die gleiche Larmorfre-

quenz haben, so wird auch der sogenannte Flip-Flop-Term, der Term B des Dipolalphabets
nichtsédkular. Fur unterschiedliche Kerne kann er vernachlassigt werden und der Kopplungs-

operator reduziert sich auf den einfachen Fall 1;,15,.

Ist der Unterschied der Resonanzfrequenzen jedoch vergleichbar so mussen der Flip-Flop
Term und der Zeeman Operator explizit berucksichtigt werden. Der Hamiltonoperator hat

nun die Form

1
o =3y + Hod V= - 0111 - 01y - 204 (12 oz - 7 (Tl + 111 ) =

(g + mz)—wd

—(1)1+(1)2 +(Dd (Dd

N | =

(Od (01—(D2 +(Dd

U)1+(D2—U)d

Fur die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren muss der Hamiltonoperator dia-
gonalisiert werden. Da er nur ein Paar von AuBlerdiagonalelementen enthilt mussen nur die
beiden Zustiande laf> und Ifo> linear kombiniert werden. Mit der Abkiirzung Amw = wy-m

wird die mittlere 2x2 Matrix

1 (Aw+wy OF
2( O —Aw+u)d)'

Die Eigenwerte einer solchen Matrix sind bekanntlich
1
Ay = E(wd + yAm> +(Dd2 ).
Wir definieren aulerdem den Mischwinkel

tanf = wg/Aw .
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Damit werden die Eigenvektoren der 2x2 Matrix

cosf/2
S+ = (sinB/Z)

—sinf3/2
S= ( cosB/Z) '

Fur die gesamte Matrix erhalten wir die Eigenwerte

1
A== {-(0j+wy) - wg, (wg- sz +u)d2 ), (wg+ sz +u)d2 ), (01+mw9o) - g }.

2

Die Energien der beiden Zusténde
mit parallelen Spins, aa und Bf,
sind unabhiangig vom Unterschied
der Resonanzfrequenzen. Sie sind
durch die Dipolkopplung nach un-
ten verschoben. Die Energien der
beiden gemischten Zustinde sind
durch die Dipolkopplung nach o-
ben verschoben und variieren mit
der Differenzfrequenz. In der Na-
he der Entartung mischt die Di-
polkopplung die beiden Zustinde.
Bei der exakten Entartung sind die
Eigenzustinde die symmetrische,
resp. antisymmetrische Linear-
kombination der beiden Produkt-
zustande. Hier findet man offenbar
ein "anticrossing" Verhalten. Die
antisymmetrische Linearkombina-

-0.5

Energieniveaus in einem dipolgekoppelten Zweispinsystem

0.5

1 1Bo>

] lop>

IBB>

loap>
loap> + lop>

loaf> - lop>

IBo>

loo>

T T
0.2 0.0 0.2 0.4
Differenz der Resonanzfrequenzen Aw

tion nimmt die Energie O an, d.h. sie wird durch die Kopplung nicht mehr beeinflusst. Dieser
Zustand entspricht gerade dem Singulett-Zustand des Spinpaars. Er hat somit den Spin O und
koppelt deshalb an keine dueren Felder.

4.3.6 Eigenwerte und Spektrum

Damit werden die Ubergangsfrequenzen

1 p) 1 2
Wi = E(wd - 1/Aoo +(Dd2 - (-(01+w7) - wg)) = 5(((01"‘002) +2 wq - YAo "'UOd2 )

1 1
w3 = E(wd + yAw? rog? - ((@1+0)) - 0g) = 5((001"'002) +2 wg + Ao’ +wg?)

1 > | 2
Wy = 5( (01+w7) - 0g - (g - YA® +03d2 ) = 5((w1+w2) -2 g + YAw +(Dd2 )

1 [ 2 1 2
034 = —((01+w)) - 0g - (g + YA® +md2)):5((w1+w2)—2md— Aw +ood2)

2
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Da die Zustinde gemischt sind, sind jetzt Ubergédnge zwischen | pf
den Zustanden loo> und IBB> zu beiden gemischten Zustinden
moglich; das Spektrum von zwei Spins unterschiedlicher Resonanz-
frequenz, die durch die Dipolkopplung gekoppelt sind, enthélt somit | @ —€Ba

vier Linien.

2 Kerne mit Dipolkopplung

L |
L1 1]

=}

D
L
S
S—
—
L
L

&

[
A
S ——
—

Differenz der Larmorfrequenzen Am
o
(e]
e
r-
L
L

bergédnge finden innerhalb dieses Multipletts statt.

Magnetische Resonanz SS’02

1

eaf + pfa

Fur grofle
Frequenzdiffe- oo

renzen finden
wir das Spektrum, das wir schon im
Rahmen der klassischen Behandlung dis-
kutiert hatten: Jede der beiden Linien
spaltet auf in zwei Linien. Bei abnehmen-
der Frequenzdifferenz andern sich die In-
tensitaten der beiden Linien: die auB3eren
werden starker, die inneren schwacher.
Im resonanten Grenzfall finden wir nur
noch zwei Linien.

Dieser Bp
Grenzfall f
entspricht af + fa 4
dem Fall wo
einer der ap - po
Zustande ge-
rade dem
Singulett-
Zustand ent- oo

spricht. Die

beiden Linien entsprechen Ubergangen
vom laa> zum Zustand der symmetri-
schen Linearkombination, resp. von die-
sem zum B> Zustand. Diese drei Zu-
stinde bilden ein Spin-Triplett. Alle U-
Da die beiden Resonanzfrequenzen iden-

tisch sind, ist der Gesamtspin der beiden Spins eine gute Quantenzahl. Die relativen Intensita-
ten der andern Linien sind ein MaB fur den Singulett / Triplett Charakter der Zustande.

4.3.7 Andere Spinsysteme

Koppeln mehrere dquivalent Spins an einen anderen Spin, so miissen die | Ax
entsprechenden Aufspaltungsmuster uberlagert werden. Man bezeichnet
Spinsysteme mit einfachen Buchstabenkombinationen: Sind z.B. 2 identische
Spins einer Art A an einen Spin einer zweiten Art X gekoppelt, so spricht

man von einem AyX System. In einem solchen System wird fur A=1/2 der | A,X

X-Spin in drei Linien im Verhéltnis 1:2:1 aufgespalten. In einem A3X System
findet man eine Quartett mit dem Verhaltnis 1:3:3:1; allgemein erhdlt man in

einem A, X System 2n+1 Linien, deren Amplituden durch die Binomialverteilung gegeben

ist.
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Ein typisches Beispiel fur solche Linienaufspal- H
tungen ist das Spektrum von Ethanol. Hier ist ein |
gerechnetes Spektrum aufgezeichnet, welches das —, —C —
B3¢ Spektrum darstellt: Das Molekul enthalt ein / | [|1
13C das an 2 Protonen gekoppelt ist (A>X) und / N
eines, das an drei gekoppelt ist (A3X). Dement-

sprechend enthalt das Spektrum ein 1:2:1 Triplett
und ein 1:3:3:1 Quartett. L J
U

4.3.8 Dipolkopplung: Orientierungsabhin- R Frequenz

gigkeit

Die Dipol-Dipol Wechselwirkung hat genau die gleiche Orientierungsabhangigkeit wie die
Quadrupolwechselwirkung und die Anisotropie der chemischen Verschiebung, d.h. sie bildet
einen Tensor zweiter Stufe.

Beren Magnetfeldes liegt und er-

Die Wechselwirkung skaliert
mit (1-3c0s20)/2: Sie wird ma- | ©
ximal wenn die Verbindungsrich- Y A j\
tung zwischen den beiden Ker-
nen parallel zur Richtung des 4u- I

reicht das -0.5 -fache davon v
wenn die Verbindungslinie senk-
recht zum 4uBeren Feld liegt.
Dazwischen finden wir einen si-
nusformigen Verlauf. P 2
1
v

Wir konnen auch in diesem Fall untersuchen, was fur ein
Spektrum sich ergibt, wenn ein Paar von Spins mit konstan-
tem Abstand aber zufélliger Orientierung vorliegt. Wie beim
— — | Fall der chemischen Verschiebung stellen wir fest, dass die

Orientierung in der die Verbindungsachse senkrecht zum Feld
liegt, am wahrscheinlichsten ist. Das Pulverspektrum hat deshalb an dieser Stelle ein Maxi-
mum. Das Pulverspektrum hat damit die gleiche Form wie die chemische Verschiebung im
axial symmetrischen Fall. Allerdings finden wir hier zwei Resonanzlinien, deren Pulverformen
sich uberlagern. Insgesamt entsteht daraus das sogenannte Pakemuster.

Wie man aus der allgemeinen Form fur die Orientierungsabhiangigkeit leicht ersieht ver-
schwindet der isotrope Mittelwert der Dipol-Dipol Wechselwirkung.

<E>iso = 1/470 Jo10 Jo.2 E(B) sinB dO d = wg fo; (1-3c0s%6) sind dO = 0

Die wichtigste Konsequenz davon ist, dass die Dipol-Dipol Wechselwirkung bei schneller +
sotroper Reorientierung, wie sie in Flussigkeiten stattfindet, ausgemittelt wird. In Flussigkeits-
spektren muss man deshalb die DD-Wechselwirkung fur die Berechnung des Spektrums nicht
berucksichtigen. Sie bleibt jedoch von entscheidender Wichtigkeit fur die Relaxationseffekte.
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4.3.9 Skalare Kopplung

Die skalare (indirekte) Kopplung wird durch den Operator

=711

beschrieben. Da die Kopplung sehr viel schwicher ist als die Zeemanwechselwirkung genuigt
es immer, den Teil zu beruicksichtigen, welcher mit der Zeeman Wechselwirkung fur identi-
sche Spins vertauscht,

1
D =312, + 5(11+12_ +1112))]

Auch in diesem Fall konnen wir die Resonanzverstimmung mit der Kopplung kombinie-
ren. Der Hamiltonoperator lautet nun

—((1)1+(D2)+J/2
1 -] +wy —J/2 J
H=H,+Hy=—
2= 3 J 0 —wy—1/2
w;+wy +J/2

Die Eigenwerte werden

1
I = 5{—(001+002)+J/2, -J/2-J(oo1 —w,)? +17, -J/2+1/(co1 —w)? + 1%, (01 +wp)+I/2}.

Fur groe Verstimmungen kann die Kopplungskonstante J gegenuiber der Frequenzdifferenz
lw 1-w»l vernachldssigt werden und die Eigenwerte werden

1
E > 5 @14 02)+)/2, (01-02)- 112, (01-0)-1/2, (w1+02)+]/2}.

Im umgekehrten Fall, wo die beiden Frequenzen identisch sind, werden die Frequenzen

T > %{-(w1+w2)+J/2, 3112, 112, (01+w2)+/2}. J=0 Jz0

B8 e i

af  PBa T ap + pa
N af-pa
Keled ST e
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Das Spektrum verhilt sich hier fur ver- Spektren mit J-Kopplung
gleichbare Resonanzfrequenzen etwas an-
ders als im Falle der Dipolkopplung, da der _‘ l l
mittlere Triplettzustand um den gleichen Be-
trag verschoben ist wie die beiden parallelen l J l l
Spinzustinde aa und . Die Kopplung - -
wirkt sich somit fur identische Spins nicht l l
auf das Spektrum aus. l l

Besitzen die beiden Spins stark unter- _J
schiedliche Larmorfrequenzen, lw{ - wyl >> ) LA A

J, konnen die AuBerdiagonalelemente des
Kopplungsoperators vernachlassigt werden. .
Die vereinfachte Form des Kopplungsopera-
tors wird dann |

D =11, 1, 1 l l l

wie bei der Dipolkopplung. Deshalb sind in l
diesem Fall auch die Spektren die gleichen l l
wie bei der Dipolkopplung. 1 l

[

4.3.10 Entkopplung A S R S

Frequenzv

Kopplungen zwischen verschiedenen
Spins enthalten nuitzliche Informationen. Allerdings konnen sie auch dazu fuhren, dass die
Spektren komplexer werden und deshalb andere Informationen uiberdeckt werden. Es ist
deshalb in vielen Fallen nuitzlich, die Kopplungen zu unterdriicken, resp. auszuschalten. Man
kann dies durch geeignete RF-Einstrahlung erreichen. Das einfachste Bild weshalb RF-
Einstrahlung (z.B. des Spins I) zu Entkopplung fuhrt besteht darin dass der Spin I dadurch
wiederholt invertiert wird. Geschieht dies schnell genug so "sieht" der Kopplungspartner S
dadurch nur den zeitlichen Mittelwert, welcher bei resonanter Einstrahlung verschwindet.

Wir betrachten als einfachsten Fall zwei

] S
1
gekoppelte Spins 5 Das Entkopplerfeld JL Jk Jk jk
wirkt auf Spin I. Der Hamiltonoperator Vi -
A%

hat dann die Form

HO = Ao, + Awg S, +d LS, + oy I .

Wir betrachten den resonanten Fall, d.h. Aw; = Awg = 0. In diesem Fall ist der Hamiltonope-

rator in einem Koordinatensystem, welches fur die beiden Spins jeweils mit der eigenen Re-
sonanzfrequenz rotiert

H) =
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Entkopplung wird dann erreicht wenn das RF Feld stark ist im Vergleich mit der Kopplungs-
konstante, wy >>d.

Der Hamiltonoperator hat dann die Eigenwerte +wy/2 und die Ubergangsmatrixelemente
fur den Spin A sind # O fur Ubergidnge von +wy/2 — +wy/2. Das Spektrum reduziert sich

deshalb auf eine einzelne Linie an der Stelle, an der sie ohne Kopplung auftreten wiirde. Dies
kann man auch dadurch verstehen dass die Energie der S-Spins jetzt nur durch das RF Feld
bestimmt wird, wahrend der Zustand des I-Spins keinen Einfluss mehr ausiibt.

Naturlich ist die Bedingung
dass das Entkopplerfeld sehr Entkoppler \\\ W
viel starker sein muss als die / = M\

feld = — S

Kopplung nie perfekt erfullt. ———— K
Man kann den Effekt eines 15 ” (L\
Entkopplerfeldes endlicher \k =
Starke leicht analytisch oder : : Lk-
numerisch berechnen. Fur zu- ,
nehmende Entkopplerleistung
erscheint in der Mitte des
Spektrums eine Linie die stir- 00

ker wird. Die ursprunglichen 5
Linien werden schwicher und Frequenz

™ 4

wandern nach auflen. Sie er-
scheinen bei der Frequenz + we¢f/2, wobei

Weff = 1’(0,2( + d2/4 .

Entkopplung funktioniert optimal wenn die Feldstirke hoch genug ist, resonant einge-
strahlt wird und keine weiteren Wechselwirkungen vorhanden sind. Diese Bedingungen sind
in der Realitat nie perfekt erfullt und es gibt deshalb Techniken, mit denen diese Bedingungen
weniger kritisch sind.

Dies soll hier nur an einem Beispiel gezeigt werden | ©ompsitePubse Entkappling in Fliissight stallen
(K.V. Schenker, D. Suter, and A. Pines, 'Broadband heteronu- i Sy ey e b

clear decoupling in the presence of homonuclear dipolar
and quadrupolar interactions', J. Magn. Reson. 73, 99-113
(1987).). Gemessen wurde hier das Protonenspektrum

von Di-Methoxy-Benzol-dg in einem flussigen Kiristall.

Unter diesen Bedingungen sind die Dipolkopplungen wie | |
auch die Quadrupolkopplung des Deuteriums teilweise | ||| | ! i E |
erhalten. Man kann die Deuteronen entkoppeln wenn [ '/ /0 (/1]
man resonant RF einstrahlt. Allerdings funktioniert das | - =ssmsaa ' “
nur teilweise - u.a. wegen der Quadrupolwechselwirkung. COMARG - 4
AuBerdem ist der Effekt stark von der Resonanzver- | | |

stimmung abhingig wie das oberste Beispiel zeigt: wird ]
die RF mit einer leicht von der Resonanzfrequenz abwei-
chenden Frequenz eingestrahlt so wird die beobachtete g
Linienbreite rasch grofier, ein Zeichen dafur dass die | -1k o +1 kHz
Entkopplungseffizienz abnimmt. Konnte man immer re- f

i 1 LA g L
S i ] il e e b

sonant einstrahlen wére das nicht so schlimm. Sobald man aber chemische Verschiebungen
im Molekil hat kann man nicht mit allen gleichzeitig resonant einstrahlen. Benutzt man ge-

4) NMR Spektren 27. Juni 2002



Suter / Bohmer - 94 - Magnetische Resonanz SS’02

eignete Pulssequenzen (hier z.B. COMARO) so wird die Entkopplungseffizienz bereits auf der
Resonanz hoher, vor allem aber weniger stark von der Verstimmung abhidngig. Dies dufert
sich in diesen experimentellen Spektren vor allem durch die hohere Amplitude der Resonanz-
linien.
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4.4 Analytische und numerische Berechnungsmethoden

4.4.1 Ubergang in Eigenbasis des Hamiltonoperators

Bei einfachen Beispielen die bisher betrachtet wurden wurde bewusst die Schwierigkeit
umgangen, dass der Operator Fy fur die Berechnung der Zeitabhéngigkeit in der Eigenbasis

des Hamiltonoperators geschrieben werden muss. Die Matrixelemente sind jedoch leichter in
der Produktbasis darzustellen, in der direkt auf die Formeln

<YW Wp>=m Oy 1y -

WL W> = I+ D) - m(m + Dy 41

<WlLW> = YId+ D) -m(m-1)dpy

zuruckgegriffen werden kann. Man schreibt deshalb die Spinoperatoren wie auch den Hamil-
tonoperator zunéchst in der Produktbasis. AnschlieBend wird der Hamiltonoperator diagona-
lisiert und die iibrigen Operatoren in die Eigenbasis des Hamiltonoperators transformiert.

Fur diese Transformation verwendet man die Eigenvektoren des Hamiltonoperators:

AEB_viAV,

wobei V eine Matrix darstellt, deren Kolonnen die normierten Eigenvektoren enthalten. Dass
diese Transformation die Matrix A in die Eigenbasis transformiert sicht man am leichtesten
fur den Hamiltonoperator. Das Produkt

HV = (§ Zj)

ist offenbar eine Matrix, deren Kolonnen jeweils wieder die Eigenvektoren enthalten, jeweils
multipliziert mit dem entsprechenden Eigenwert. Wird diese Matrix von links mit der adjun-
gierten Matrix multipliziert enthalt man eine Matrix, deren Elemente

VT2 V)i = &) j = 8 Ej

jeweils durch das Skalarprodukt von zwei Eigenvektoren gegeben ist, multipliziert mit einem
Eigenwert. Aufgrund der Orthonormalitat der Eigenvektoren ist diese Matrix diagonal.
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Auf dieser Transformation basieren z.B. saimtliche numerischen Verfahren. Der Dichteope-
rator und die Observable werden in die Eigenbasis des Hamiltonoperator transformiert, wo
die Zeitentwicklung berechnet und damit das zeitabhingige Signal bestimmt wird. Das Bild
zeigt als Beispiel die Benutzerschnittstelle des Programms "sim". Die einzelnen Fenster repra-
sentieren die Eingabe, die Ausgabe, die Liste der Eigenwerte, die Matrixdarstellung eines O-
perators und das berechnete Spektrum. Das Spinsystem ABX ist im Eingabefenster darge-
stellt.

4.4.2 Analytische Berechnung ohne Matrixdarstellung

Fur grofere Spinsysteme wird der Rechenaufwand rasch relativ gro3. Wenn der Hamil-
tonoperator eine geeignete Struktur hat ist es aber auch in beliebig komplizierten Systemen
moglich, analytische Resultate zu erhalten, ohne die Matrixdarstellung der Operatoren zu
verwenden. Dazu verwendet man Beziehungen aus der Operatorenalgebra. Dies ist besonders
fur schwach gekoppelte Systeme in isotropen Flussigkeiten ein nutzlicher Ansatz. Schwach
gekoppelte Systeme zeichnen sich dadurch aus, dass von den Kopplungsoperatoren nur der-
jenige Teil beriicksichtigt wird, der mit dem Zeemanoperator vertauscht. Dies sind in der ib-
lichen Schreibweise die z-Komponenten der Spinoperatoren. Ein typischer Hamiltonoperator
hat dann die Form

H= Zi(x)i I, + le Jij I, Ijz
Der gesamte Hamiltonoperator wird somit in der ublichen Produktbasis diagonal, und jede

Komponente des Hamiltonoperators vertauscht mit jeder anderen Komponente. Damit ist es
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moglich, fur die Zeitentwicklung eines einzelnen Spins nur diejenigen Terme zu beruicksichti-
gen, welche nicht mit dem entsprechenden Operator vertauschen.

Als einfaches Beispiel konnen wir ein System betrachten, in dem c B
als Bestandteil das Spinpaar AX auftaucht. Ohne direkte Berechnung / \ -
der Matrixdarstellungen erhalten wir aus der Bewegungsgleichung \ H

fur den Dichteoperator \ ‘

] . .
— Ax=ALAL] = -il0a Ay +1 Ay Xp, Al = 04 Ay +1 X, Ay L

mit Hilfe der Beziehungen

[Az Axl =i Ay [Az Ayl = -i Ay
[Az X7 Axl =1 Ay X, [A; X7 Ay X,] = -i Ax X2
[Az Ay X, =i Ay X, [Az Ax X ] =i Ay X,

1
X2==1 furl=
4

N | =

konnen wir somit die analytische Losung

PA(D) = [Ax cos(wat) + Ay sin(wat)] cos(J/2 t) + [AyXz cos(wat) - AxX, sin(wat)] sin(J/2 t)

vollig ohne explizite Matrixdarstellung. Einen direkten Signalbeitrag liefert nur der erste
Term. Diese Methode lasst sich noch auf wesentlich komplexere Systeme ausweiten. Sie ist
immer dann geeignet wenn die einzelnen Terme des Hamiltonoperators miteinander vertau-
schen. Wihrend solche Hamiltonoperatoren vor 20 Jahren eine relativ spezielle Idealisierung
waren sind sie dank der Entwicklung von Hochfeld-NMR Geriten fur isotrope Flussigkeiten
zum Normalfall geworden.
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4.5 2D Spektroskopie

4.5.1 Motivation und Grundlagen

Wenn man spektrale Information als Funktion von zwei unabhéngigen Frequenzvariablen
darstellt, erhdlt man ein zweidimensionales oder 2D Spektrum. Zweidimensionale Spektren
bieten interessante Moglichkeiten fur die Verbesserung der Auflosung oder um Informationen
zu erhalten, welche auf andere Weise nicht zugédnglich sind. In den meisten Féllen ist das Ziel
eines 2D Experimentes die Verteilung der Information in eine Ebene statt auf einer Achse wie
bei einem 1D Spektrum. Dadurch erhélt man die Moglichkeit

- die vorhandene Information leichter zu analysieren und / oder
- mehr Information ins Spektrum zu bringen.

Zweidimensionale Spektren werden praktisch ausschlieBlich im Zeitbereich aufgenommen.
Man misst in diesem Fall das Signal zunéchst als Funktion von zwei unabhédngigen Zeitn und
fuhrt dann eine zweidimensionale Fouriertransformation bezuglich dieser beiden Zeiten
durch, um das entsprechende Spektrum im Frequenzbereich zu erhalten.

Um zu sehen wie ein 2D Spektrum entsteht betrachten wir zunichst ein
abstraktes quantenmechanischen System mit stationdren Zustanden welche
mit den Indizes 1, k, r, s bezeichnet werden.

Man unterscheidet bei 2D S
Experimenten unterschiedli- « =l = @
. o . : T ik — L Wy
che Zeiten. Zunichst wird i :E -l EE i Z
wiahrend der Praparationszeit
im System eine Kohirenz Praparation

Evolution | Mischzeit; Detektion

|
|
erzeugt, also z.B. eine trans- | N .
versale Magnetisierung. Dies ! g
beinhaltet i.A. zunéchst auch t, ty
eine Relaxationszeit, wah- > >

rend der durch Spin-Gitter
Relaxation eine longitudinale Magnetisierung erzeugt wird. AnschlieBend wird durch einen
RF Puls transversale Magnetisierung erzeugt, d.h. Koharenz zwischen den Zustianden i, k, ... .
In der Figur ist eine solche Koharenz zwischen den Zustinden i und k mit einer Wellenlinie
bezeichnet.

In der anschlieBenden Evolutionszeit entwickelt sich diese Kohédrenz wihrend einer Zeit t;
unter dem Einfluss des Hamiltonoperators #g. Die Kohéarenz zwischen den Zustdnden 1 und

k erwirbt dabei einen Phasenfaktor

pik(ty) = Pik(0) el wik = (E-E )l .

Beriuicksichtigen wir auch die Relaxation so erhalten wir den Endzustand als

Pik(t) = pik(0) e (@ik+Vit

Diese Evolution der Kohéarenz entspricht im normalen eindimensionalen Experiment einem
FID. Im 2D Experiment kann die Koharenz aber auch Komponenten enthalten, welche nicht
der Auswahlregel Am = +1 gehorchen und damit nicht beobachtbarer Magnetisierung ent-
sprechen. Unabhéngig davon wird diese Koharenz nicht gemessen.
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An die Evolutionszeit schlieft im Allgemeinen eine Mischzeit an, wiahrend der Kohérenz
zwischen unterschiedlichen Ubergangen ausgetauscht werden kann. Die Kohédrenz kann wih-
rend dieser Zeit auch als longitudinale Magnetisierung gespeichert werden, welche z.B. durch
chemischen Austausch zwischen verschiedenen Spins ubertragen werden kann. Im gezeichne-
ten Beispiel nehmen wir an, dass die Kohdrenz wiahrend der gesamten Mischzeit vom Uber-
gang i-k nach r-s ubertragen wird. Dabei bleiben sowohl der Absolutbetrag wie auch die Pha-

seninformation e« erhalten, d.h. die Kohirenz im Ubergang r-s hat zu Beginn der Detek-
tionszeit die Form

Prs(t1;0) = 211( Nrs,ik Pik(0) e-(Wik+Yilt

Die Ubertragung von Kohérenz zwischen unterschiedlichen Ubergédngen wahrend der Misch-
zeit wird hier durch die Matrix 1y jx zusammengefasst.

Wihrend der Detektionszeit findet wiederum eine freie Evolution unter dem entsprechen-
den Hamiltonoperator statt.

prs(tl;tz) -_ Zlk ’Y]rs lk plk(o) e_(1m1k+Y1k)t1 e'(l(l)rs""YrS)tz .
Wir schreiben a4 fur den Beitrag dieses Dichteoperatorelementes zum beobachtbaren Signal

s(t1, t2) = 2y arg Zik Nrs,ik Pik(0) e (10ikHYit o-(i0rstyrots

Dies ist das Signal, welches in einem 2D Experiment als Funktion der beiden Zeiten ty, ty
gemessen wird.

4.5.2 Datenverarbeitung

Das Signal hiangt somit von beiden Zeiten t; und t, ab. Dabei bezeichnet ty die Zeit wih-
rend der das Signal effektiv gemessen wird, wihrend t; die Dauer der Evolutionszeit be-

zeichnet. Man erhilt eine zweidimensionale Datenmatrix indem man fur eine Reihe von un-
terschiedlichen Evolutionszeiten jeweils einen FID misst.

In der Figur ist ein Beispiel fur eine solche NS
Datenmatrix gezeigt. Jede Spur entspricht dem g NN~

FID fur eine bestimmte Evolutionszeit t;, wel-
che von vorn nach hinten zunimmt. Die hori-

zontal verlaufende Variable t, ist die Zeit, wel- NN

che wahrend der Datenaufnahme lauft. /\/\/’\/\/\/\/\f\
Fur dieses Beispiel wurden nur zwei Uber- /\/\/\/\,vﬁ—\

gange beruicksichtigt, namlich i-k und r-s. Wir
nehmen auflerdem an, dass die transversale
Relaxation fur beide Ubergidnge identisch ist
und schreiben dafur die Relaxationsrate yj.

Der FID ist dann

sfid(t1.t2) = e vo(ti+t2) [ rs,ik ars cos(wikt+wpstp) + Nrs,rs Ars cos(wygtj+wpsty) + Nik,ik Qik

cos(wjkt;+wiktr) + Nik rs ik cos(mygt1+wiktr)] -
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Der erste Term entspricht einer Koharenz, welche wahrend der Evolutionszeit im Ubergang
ik lokalisiert war, wahrend der Detektionszeit im Ubergang rs. Der zweite Term befand sich
wiahrend beiden Perioden im Ubergang rs. Der dritte blieb im Ubergang ik und der vierte
wurde von rs nach ik ubertragen.

Um diese Daten zu analysieren fuhrt man eine zweidimensionale Fourier-Transformation
bezuiglich der beiden Variablen t| und t, durch:

f(wy, wp) = [mt; el®ltl fmtzmiwm s(ti,ty) = @t el sty wy) .

Die innere Transformation t) — > ist identisch zur Transformation der einzelnen FID's in
eindimensionale Spektren. Wir erhalten damit Spektren zu jedem Wert der Evolutionszeit t;:
st(ty,wp) = el {[nrs,ik el Okt 4 Nrs,rs eiu)rstl] ars 2(0W2-0y)

+ aj Mik ik & KT + Mg s €1 g(@o-mig)} -
Hier stellt g(wy—wep) eine komplexe Lorentzlinie dar, welche um die Frequenz wyp, zentriert
ist.

Die Figur stellt den Realteil des Signals nach —_— N —
der ersten Fouriertransformation tp — w, dar. A
In horizontaler Richtung bildet es ein Spektrum I —/
als Funktion der Variablen w;,, welches Reso- _— S —
nanzlinien bei den beiden Frequenzen w;, und \/p\/’_
g enthdlt. Amplitude und Phase dieser beiden
Resonanzlinien @dndern als Funktion der Evoluti- $ AVA4

onszeit t;, wobei das Verhalten fur die beiden

Linien unterschiedlich ist. Dies zeigt bereits dass
die beiden detektierten Koharenzen unterschied-
liche Entwicklungen wahrend der Evolutionszeit
erfahren haben.

I I >
a)ik w wZ

rs

Das zweidimensionale Spektrum erhalten wir
nach einer zweiten Fouriertransformation t{—w;j. Die vier Signalkomponenten konnen je-

wells durch eine zweidimensionale Linienform der Art

s(01,m2) = go(w1-Wik, W2-Wrs)
beschrieben werden. g, ist eine zweidimensionale Lorentzlinie, welche um die Position
(01=wjk, Wr=wyg) zentriert ist.
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Eine solche Resonanzlinie ist in der Figur dar-
gestellt. Die Details der Linienform werden durch
die Relaxation bestimmt. Allerdings kann man
auch andere Varianten der Fouriertransformation
verwenden. Bei der hier verwendeten "gewohnli-
chen" Fouriertransformation entstehen lange "Rii-
cken" entlang der beiden Frequenzachsen, welche
anzeigen dass hier Absorption und Dispersion
gemischt werden. Reine Absorptionslinien sind
kreisformig und fuhren zu besser aufgelosten
Spektren. Man erhilt sie durch eine geeignete Li-
nearkombination von sin/cos transformierten
Spektren.

4.5.3 Interpretation der Spektren

Magnetische Resonanz SS’02

W
Wik ’
N
o Wy

Das zweidimensionale Spektrum
ist in der Figur in Hohenkurvendar-
stellung gezeigt. Die beiden Reso-
nanzfrequenzen wjg, w;g ergeben im

zweidimensionalen Spektrum vier
Linienpositionen. Die Linien auf der
Diagonalen ruhren von Kohdrenzen
her, welche wahrend der Evoluti-
onszeit und der Detektionszeit in
den gleichen Ubergingen waren.
Diese sogenannten Diagonalpeaks
enthalten die gleiche Information
wie die Linien im eindimensionalen
Spektrum.

£
L

Evolutionsfrequenz

S
o

Die Linien auBlerhalb der Diago-
nalen, die sogenannten Kreuzpeaks
an den Positionen (w1=wjk, Wr=W;)

und (w1=wr, W=Wjk) zeigen an,
dass hier ein Austausch von Koha-
renz stattgefunden hat. Die Ampli-

Wyg
Detektionsfrequenz )

tuden der Kreuzpeaks sind ein Maf

fur die Elemente Mqp vy der Austauschmatrix. Im Allgemeinen ist der Austausch in beide
Richtungen gleich stark, Ngp vy = Nyy,ap, S0 dass beide Kreuzpeaks gleich hoch sind und das

Spektrum bezuglich der Diagonale symmetrisch ist.

4) NMR Spektren

27. Juni 2002




Suter / Bohmer - 102 - Magnetische Resonanz SS’02

Hier ist als Beispiel , |
ein COSY Spektrum i ' |
von BPTI dargestellt | ;

I

(G. Wagner and K.
Wiithrich, J. Mol. Biol-

ogy 155, 347 (1982).).
Es zeigt in 3D Dar-
stellung die Diagonale
von links unten nach
rechts oben und eini-
gen Kreuzpeaks.

Naturlich 1st das v 1p.p.m.]
Konzept der 2D Spektroskopie praktisch
beliebig erweiterbar auf 3 und mehr Di-
mensionen. Bei der Spektroskopie der Pro-
teine sind 3 Dimensionen heute sehr wich-
tig, wahrend mehr Dimensionen aus Griin-
den der Messzeit praktisch nicht verwendet
werden.
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