3 Licht-Materie Wechselwirkung

3.1 Klassische
Dispersionstheorie

3.1.1 Phanomenologie

Absorption oder
Emission

Abbildung 3.1: Resonanzen

Wie bereits angedeutet findet man in der Ab-
sorption und Dispersion unterschiedlichster Ma-
terialien hiufig resonante Effekte, d.h. grofe An-
derungen des Absorptionskoeffizienten, resp. des
Brechungsindexes mit der Wellenlange. Allge-
mein bekannt sind die schmalen Anderungen der
Absorption, resp. Emission von atomaren Spek-
tren.
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Abbildung 3.2: Variation des Brechungsindexes
in der Néhe der Resonanz von Rb
Atomen (Steinberg und Chiao,
Phys. Rev. A 49, 2071 (1994).

Beim Brechungsindex ist man ebenso gewohnt,

dass in transparenten Materialien wie Glas der
Brechungsindex mit der Wellenldnge (schwach)
abnimmt, wobei die Variation {iber den gesamten
Bereich des sichtbaren Spektrums in der Groéfsen-
ordnung von 0.1 liegt. In Materialien mit Absorp-
tionslinien ist jedoch diese Variation sehr viel
starker. In der Figur ist die Wellenldngenabhéan-
gigkeit des Brechungsindexes in der Nahe der
Absorptionslinien von Rb Gas dargestellt. Sie
fiihrt dazu, dass die Ausbreitungsgeschwindgkeit
von Licht in diesem Bereich entsprechend stark
variiert. Sie kann sogar negativ werden, d.h. ein
Puls erreicht das Ende einer entsprechenden Zel-
le bevor er am Eingang eintrifft.

Eine Interpretation dieser Effekte bendtigt ei-
ne detaillierte Theorie dartiber, wie die gemes-
senen Resonanzlinien zustande kommen. FEine
vollstédndige Theorie liefert die Quantenmecha-
nik. Allerdings ist die vollstdndige quantenme-
chanische Theorie nicht analytisch 16sbar; ledig-
lich ein stark vereinfachtes Modell, das Jaynes-
Cummings Modell ist fiir analytische Beschrei-
bungen (und damit fiir die Diskussion im Rah-
men einer Vorlesung) zugénglich. Dieses Modell
wird im Kapitel 3.2 im Detail dargestellt wer-
den. Wir beginnen zunéchst aber mit einer klas-
sischen Beschreibung - einerseits aus historischen
Griinden, andererseits in der Hoffnung, dadurch
an Anschaulichkeit zu gewinnen. Der physika-
lische Gehalt dieses Modells ist im Wesentli-
chen der gleiche wie bei den spéter diskutierten
quantenmechanischen Modellen. Natiirlich erge-
ben sich im Detail durch die Beriicksichtigung
der Quantenmechanik unterschiedliche Resulta-
te, die wir auch diskutieren werden.

3.1.2 Das Lorentz-Lorenz Modell

Die erste mikroskopische Theorie, welche die Fre-
quenzabhangigkeit der Wechselwirkung zwischen
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3 Licht-Materie Wechselwirkung

Licht und Materie beschreiben konnte, ist die
Lorentz-Lorenz Theorie der Dispersion. Sie wur-
de kurz nach der Entwicklung der Maxwell’schen
Gleichung hergeleitet und im Jahr nach Max-
well’s Tod (Nov. 1879) publiziert, und zwar von
zwei fast gleichnamigen Physikern unabhingig
voneinander entwickelt. (H. A. Lorentz, "Uber
die Beziehung zwischen der Fortpflanzungsge-
schwindigkeit des Lichtes und der Korperdich-
te”, Ann. Phys. Chem. 9, 641-665 (1880); L. Lo-
renz, "Uber die Refractionsconstante”, Wiedem.
Ann. 11, 70-103 (1881)). Die Theorie behandelt
das Material als eine Ansammlung von schwin-
gungsfihigen elektrischen Dipolen. Dieses Bild
wird auch heute noch benutzt, obwohl sich die
formale Beschreibung geéndert hat.

Abbildung 3.3: Hendrik Antoon Lorentz (1853-
1928).

H.A. Lorentz hat weitere wichtige Beitrage zur
Physik geliefert: er hat das Elektron postuliert;
auf dieser Basis konnte der Zeeman-Effekt er-
klart werden. Dafiir erhielt er 1902 den Nobel-
preis fiir Physik. Aufferdem hat er die nach ihm
benannte Lorentz-Kontraktion beschrieben. Sei-
ne Lorentz-Transformation bildete die Grundla-
ge fiir die spezielle Relativitdtstheorie.

Makroskopisch stellen wir fest, dass ein elekri-
sches Feld, das auf ein polarisierbares Medium
wirkt, darin eine Polarisation erzeugt

P = (e—1ekE = xekE .

akroskopisch

P=yc E
A»

-

}

"molekulare"
-+—» Dipole
—

H#,=aE

Abbildung 3.4: Polarisation des Mediums.

Die Proportionalitdtskonstante x wird als Sus-
zeptibilitdt bezeichnet. Sie enthélt die material-
spezifischen Eigenschaften.

Die Polarisation wird mikroskopisch zuriickge-
fihrt auf atomare, resp. molekulare Dipolmo-
mente

—

e = aF .

Die Proportionalitatskonstante o wird als die
Polarisierbarkeit des Mediums bezeichnet. Die
makroskopische Polarisation erh&lt man durch
Mittelung iiber die mikroskopischen Dipole; sie
ist somit mit proportional zum mittleren Dipol
tte und zur Dichte N:

P=Nj.=NaoE.

Die Polarisierbarkeit «, resp. die Suszeptibili-
tat x enthalten die Wellenlangenabhéngigkeit.
Sie sind komplexe Grofsen, welche sowohl die
Absorption wie auch die Dispersion des Medi-
ums beschreiben. Die Absorptionslinien erschei-
nen als Resonanzen der Polarisierbarkeit.

Die Theorie, die wir im Folgenden diskutieren,
ist ein Versuch, diese Beobachtung zu erkléaren.
Sie leistet grob zusammengefasst folgendes:

e sie berechnet die Polarisierbarkeit o aus der
mikroskopischen Beschreibung des Materi-
als.

e aus der Polarisierbarkeit o erhalt man Ab-
sorption und Brechung des Mediums.
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3 Licht-Materie Wechselwirkung

3.1.3 Bewegungsgleichung

Da wir resonante Effekte eines zeitabhédngigen
elektrischen Feldes betrachten schreiben wir fiir
die Amplitude des Feldes FEpe™!, wobei Ej
die komplexe Amplitude des monochromatischen
Feldes mit der Frequenz w darstellt.

E

a »
+

Abbildung 3.5: Dipol in einem oszillierenden
Feld.

Um sich diesen schwingenden Dipol vorzustellen,
kann man z.B. von einem atomaren System aus-
gehen. Aufgrund der héheren Masse (my,/me =
1836) bleibt der Kern im Wesentlichen am Ort,
wahrend das Elektron sich im elektrischen Feld
bewegt. Wir benutzen ein eindimensionales Ko-
ordinatensystem, dessen Ursprung im Kern liegt
und schreiben die Bewegungsgleichung fiir den
Ort des Elektrons als

F=mi=—fzr — eEye™t — 2vymi,

wobei f eine Kraftkonstante darstellt, m die
Masse, —e die Ladung des Elektrons und -~
eine phédnomenologische Dampfungskonstante.
Der erste Term stellt die riicktreibende Wirkung
der Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektron
und Kern dar. Wir nehmen an, dass das Poten-
tial quadratisch verlauft, was in der Umgebung
des Gleichgewichts immer mdéglich ist. Der Kopp-
lungsterm mit dem &ufteren Feld entspricht der
Kraft auf ein Elektron in einem &ufteren Feld.
Der geschwindigkeitsproportionale Dampfungs-
term kann an dieser Stelle nicht weiter begriindet
werden.

3.1.4 Losung

Wie aus der Theorie des geddmpften harmoni-
schen Oszillators bekannt ist, hat die stationére

Losung die Form
z(t) = zoet.

xq stellt somit die Amplitude der stationdren Lo-
sung dar.

Wir setzen diesen Ansatz in die Bewegungsglei-
chung ein und erhalten

—mwlzy = —fzg — 2iymwzy — eEy .

Mit der Resonanzfrequenz

_\/7
wo — m

wird die Amplitude somit

CEO 1
m w? —wi — 2iyw

o =

Von praktischem Interesse ist vor allem der Fall
v L wp.
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Abbildung 3.6: Verhalten der Amplitude fiir w ~
wo-

Dann wird der Nenner sehr klein fiir w — wy, d.h.
die Amplitude wird bei dieser Frequenz resonant
verstarkt.

3.1.5 Resonanzlinien

Wir beschrinken die Diskussion auf den fast-
resonanten Fall, wo die Frequenz w des Feldes
nahe bei der Resonanzfrequenz wg des Systems
liegt. Aufserdem schreiben wir die Frequenz des
Feldes als eine Summe aus Resonanzfrequenz
und Verstimmung A,

w=uwy+ A,
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3 Licht-Materie Wechselwirkung

so dass
ek 1
m (wo+ A)2 —wi — 2iy(wo + A)

g =

Wir betrachten kurz typische Groéfsenordnun-
gen dieser Variablen fiir den Fall freier Atome.
Fiir optische Frequenzen sind w,wy ~ 10Ps71,
v ~ 107571, withrend die Laserverstimmung iiber
einen Bereich von der Grofenordnung von |A| <
1095~ verstimmt wird.

Es ist deshalb sinnvoll, fiir die weitere Betrach-
tung die Naherung wg > A,~ zu machen und
Terme mit A? oder A~y zu vernachliigen. Da-
mit erhalten wir einen vereinfachten Ausdruck
fiir die stationdre Amplitude:

_ eEy 1 _eEy A+iy
C 2mwo A —iy 2mwg A2 4427

Lo

Die Amplitude ist somit komplex. Auf der Reso-
nanz (A = 0) verschwindet der Realteil,

BEO
2mywg

$()(A 0) =1

Der Dipol ist somit 90 Grad aufser Phase.
E P

HNSFAWIA
VANV

Abbildung 3.7: Polarisation und Feld bei reso-
nanter Anregung.

3.1.6 Optische Polarisation
Diese oszillierenden Elektronen erzeugen somit
ein Dipolmoment

e = aF = —exg .
In einem homogenen Medium erzeugen diese in-
duzierten Dipole eine makroskopische Polarisati-

on. In der Maxwell Theorie wird diese geschrie-
ben als

P, =(e—1)egE, = xeoE. -

mikroskopische
Dipole

makroskopische
Polarisation

Abbildung 3.8: Mikroskopische Dipole und ma-
kroskopische Polarisation.

Der Index w gibt an, dass diese Polarisation mit
der Frequenz w der einfallenden Welle oszilliert.
Gleichzeitig muss sie mit den mikroskopischen
Dipolen verbunden sein iiber

P,=Nu.=—Nexg.

N stellt die Dichte der atomaren Dipole dar.

Da die Polarisation proportional zur Feldstéirke
der einfallenden Welle ist, ist die sinnvollere Gro-
e die Proportionalititskonstante, welche als op-
tische Suszeptibilitit bezeichnet wird:

_ Ne2 A +iy
2meqwy AZ + 427

0
Im{x}

X:

Abbildung 3.9: Realteil und Imaginérteil der
Suszeptibilitat als Funktion der
Verstimmung.

Der Realteil dieser Funktion ist offenbar anti-
symmetrisch beziiglich A, d.h. er &ndert das Vor-
zeichen bei A = 0. Der Imaginérteil weist bei
A = 0 das Betragsmaximum auf und ist symme-
trisch beziiglich der Verstimmung.
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3 Licht-Materie Wechselwirkung

abgestrahlte

eingestrahlte
Welle

Abbildung 3.10: Polarisation, einfallende und
auslaufende Wellen.

3.1.7 Lichtausbreitung

Diese optische Polarisation, welche mit der Fre-
quenz der einfallenden Welle oszilliert, stellt ei-
ne beschleunigte Ladung dar. Sie strahlt somit
ein Feld ab, d.h. sie wirkt als Quelle einer op-
tischen Welle. Diese interferiert mit der einfal-
lenden Welle und fiihrt dadurch zu Dispersion
(d.h. einer Anderung der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit) und Absorption (d.h. Abschwéichung).

Um diese Effekte zu beschreiben verwenden wir
als Ausgangspunkt die Maxwell-Gleichungen fiir
ein homogenes isotropes Medium:

9
ot

VxH=_D Vx

Abbildung 3.11: Losungsansatz
z.

: ebene Welle ||

Wir suchen als Losung transversale ebene Wel-
len, deren Wellenvektor parallel zur z-Richtung
liegt. Die Komponenten des elektromagnetischen
Feldes sind somit

Ey
* E

E= Re[ei(wtszz) ’

0

—

D=e(l+x)E

H,
HZ/
0

—

H = Re[ei(wt—kzz)

]

B = poH,
wobei wir angenommen haben, dass das Material
nicht magnetisch ist, d.h. p=1.

Wir 16sen zunéchst die Gleichung

0

v B
% ot

Wenn wir den Nabla Operator schreiben als

K
%

\VA 9
Y
0z

so konnen wir fiir den Fall der ebenen Welle die
Ableitungen nach x und y zu 0 setzen und erhal-
ten so den vereinfachten Ausdruck

0
0

0
0z

veI/V

Angewendet auf einen transversalen Vektor wie
das E-Feld wird

0 Egethez
0 | x| Eye k=
o)
2 0
_Ey .
= —ik. | E, |e %

H, v [ B
H, | = E,
0 How 0

Dies ist die iibliche Beziehung zwischen der elek-
trischen und der magnetischen Komponente ei-
ner elektromagnetischen Welle.

Diese Beziehung setzen wir ein in

0

vV x H D
V x o
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3 Licht-Materie Wechselwirkung

und erhalten eine algebraische Gleichung fiir die
elektrischen Feldamplituden allein:

Ex k2 E:c
Ey zZ = Ey wfo(l + X) .
o ) Ho¥ 0

Diese ist offensichtlich leicht l6sbar, da wir den
vektoriellen Teil abtrennen kénnen und lediglich
noch eine gewohnliche algebraische Gleichung zu
l6sen haben.

3.1.8 Absorption und Dispersion

Nach Abtrennung des vektoriellen Teils enthélt
die Wellengleichung als Unbekannte nur noch
den Wellenvektor k. Damit die Gleichung erfiillt
ist, muss dieser somit

:%\/14-}( kO\/l—f‘

sein, wobei wir die Beziehungen

k01+

1
V€olo

fiir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und

C

ko = =

c

fiir den Vakuum-Wellenvektor verwendet haben.
Die Néherungsform gilt fiir verdiinnte Medien,
wo x « 1.

Wir setzen nun diese Losung fiir den Wellenvek-
tor in unseren Ansatz ein und finden

Ey
Ey
0

F= Re| eiwte—ikgz(l-i-x/Z)] '

Da die Suszeptibilitdt y eine komplexe Grofe ist,
ist es in vielen Féllen sinnvoll, sie in Realteil und
Imaginérteil aufzuteilen. Wir schreiben fiir den
Realteil

Ne? A
dmeqwo AZ +~2°

1
n:1+§Re[X]:1

und fiir den Imaginérteil

Ne? ¥

S T
@ m demeg A2 + 42

[X] =

Die komplexe Suszeptibilitét ist dann eine Funk-
tion dieser reellen Grofsen:

9
x=2(n—1)— e
w

Die Welle wird damit
E,
E,
0

ezwtefznkozefaz] )

E = Re|

Der Brechungsindex n zeigt somit eine Vergro-
Berung des Wellenvektors, d.h. eine Verkiirzung
der Wellenlénge an, wihrend der Absorptionsko-
effizient o eine Verringerung der Intensitdt be-
schreibt.

Diese Beziehung zwischen der optischen Suszep-
tibilitdt x, die aus den mikroskopischen Eigen-
schaften des Materials hergeleitet werden kann,
und den Koeffizienten o« und n, welche die
Lichtausbreitung beschreiben, ist das Hauptre-
sultat der Lorentz-Lorenz Theorie der Disper-
sion. Wichtig ist hierbei, dass Absorption und
Dispersion zwei Aspekte des gleichen mikrosko-
pischen Phanomens sind, ndmlich der Anregung
von schwingungsfiahigen Dipolen im Medium.

1-n

Abbildung 3.12: Absorption und Brechungsinex
in der Ndhe der Resonanz.

Weiterhin konnen wir damit eine direkte Bezie-
hung zwischen den experimentell beobachtbaren
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3 Licht-Materie Wechselwirkung

makroskopischen Grofen und den mikroskopsi-
chen Grofen herstellen: Die Resonanzfrequenz
wo = /f/m ist gegeben durch das Verhéltnis
von Kraftkonstante f zur bewegten Masse m.
Und die Linienbreite ist gegeben durch die Dam-
fungskonstante . Auch in der quantenmechani-
schen Variante der Theorie, welche im néchsten
Kapitel diskutiert wird, werden diese beiden Pa-
rameter dhnliche Bedeutung haben.

3.2 Das Jaynes-Cummings
Modell

Das Jaynes-Cummings Modell ist ein voll quan-
tenmechanisches Modell fiir die Wechselwirkung
von Materie mit dem Strahlungsfeld, welches
analytisch mit geringem Aufwand durchgerech-
net werden kann.

3.2.1 System

Sowohl das materielle System wie auch das
Strahlungsfeld werden in diesem Modell quan-
tenmechanisch behandelt. Um ein konkretes Bei-
spiel im Auge zu behalten kénnen wir uns fiir das
materielle System z.B. ein Wasserstoffatom vor-
stellen.

typ. atomare Niveaustruktur WW mit 2 Zustinden

E E
3 3p 3d 3s 3d
25/2p 2p
1s 1s

Abbildung 3.13: Zusténde in einem realen Atom
(links) und 2 relevante Zustan-
de (rechts).

Obwohl jedes Atom eine unendliche Zahl von Zu-
stdnden besitzt, zwischen denen eine unendliche
Zahl von erlaubten Ubergingen existieren, ist es
in vielen Féllen moglich, alle aufser Zweien zu

vernachlafigen. Die beiden relevanten Zusténde
sind diejenigen, deren Energiedifferenz in der Na-
he der Photonenergie liegt. Wir schreiben fiir den
energetisch tiefer liegenden Zustand |g) und fur
den hoher liegenden Zustand |e).

E
—le>
F
07 _yhoo
lg>

Abbildung 3.14: Das Zweiniveausystem.

Fiir dieses Zweiniveausystem konnen wir somit
einen Hamiltonoperator

Hatom = _§w00z

schreiben. Hier bezeichnet wy die Energiediffe-
renz zwischen den beiden Zustianden und o, die
z-Komponente der Pauli-Operatoren. Der positi-
ve Eigenwert gehort somit zu |g). Der Ursprung
fiir die Energieachse wurde fiir das 2-Niveauatom
so gewahlt, dass er in der Mitte zwischen den bei-
den Zustanden liegt. Dies hat keine tiefere Be-
deutung, ist aber fiir die weiteren Rechnungen
niitzlich.

3.2.2 Quantisierung des Feldes

Die Herleitung der Operatordarstellung fiir das
elektrische Feld ist aufwéndiger; es kann nicht
durch einen einzelnen Operator ausgedriickt wer-
den. Statt dessen benutzt man {iblicherweise eine
Summe {iiber die einzelnen Moden des Feldes.

Abbildung 3.15: Einzelne Resonatormode.

Davon gibt es aber unendlich viele. Jede einzelne
Mode entspricht einem harmonischen Oszillator.
Die vollstandige Form des Hamiltonoperators ist
deshalb bei weitem nicht trivial.

46



3 Licht-Materie Wechselwirkung

Es gibt jedoch eine vereinfachte Form, die es
erlaubt, analytische Resultate zu erhalten und
trotzdem einige wesentliche Aspekte der Wech-
selwirkung exakt beschreibt. Dazu vernachlafigt
man samtliche Moden aufer einer. Eine einzel-
ne Mode ist ein relativ leicht zu beschreibendes
Objekt.

Abbildung 3.16: Quantenmechanischer harmoni-
scher Oszillator.

Die formale Behandlung ist identisch mit der
eines harmonischen Oszillators. Die relevanten
Operatoren koénnen als Funktion des Auf- und
Absteigeoperators af und a geschrieben werden.
Das elektrische Feld dieser Mode ist proportional
zZu

Eo<aT+a.

Fiir die Energie erhalten wir
i 1
Hpea = hor(ala+3).

Das Produkt afa aus Auf- und Absteigeoperator
zéhlt die Anzahl der Photonen und wird deshalb
auch als "Zahl-Operator” bezeichnet. wy stellt
die Laserfrequenz dar; somit ist hwj; die Ener-
gie eines einzelnen Photons.

Damit haben wir die beiden Bestandteile des
Jaynes-Cummings Modells diskutiert. Es bein-
haltet auf der materiellen Seite ein sogenann-
tes 'nacktes’ Atom, mit zwei mdglichen Zustin-
den. Auf der anderen Seite ist das Strahlungsfeld
mit einer unendlichen Folge von Zustéanden, wel-
che wie bei einem harmonischen Oszillator dqui-
distant sind. Im Folgenden diskutieren wir die
Wechselwirkung zwischen diesen beiden Teilen.

FEId Anzahl Photonen
—_—
'‘mnacktes' ]
Atom o
- L. =2
n _Ed
W [|[hoo e fio
i S— —— ]
h
fo
——

Abbildung 3.17: Das Jaynes-Cummings - Mo-
dell.

3.2.3 Wechselwirkung

E

Abbildung 3.18: Dipol im elektrischen Feld.

Klassisch wird die Wechselwirkung zwischen ei-
nem Atom und dem Strahlungsfeld durch das
Skalarprodukt

-

U=-FE-d

beschrieben, wobei E das elektrische Feld und
d das atomare Dipolmoment beschreiben. Ge-
maéfs dem Korrespondenzprinzip kénnen wir die-
se klassische Wechselwirkung in einen Hamilton-
operator umwandeln indem wir die klassischen
Variablen durch die entsprechenden quantenme-
chanischen Operatoren ersetzen.

Den atomaren Dipol schreibt man bekanntlich
als

d= —ef ,
wobei —e die Ladung und 7 den Ort des Elek-
trons bezeichnet.

Atome besitzen kein permanentes elektrisches
Dipolmoment. Somit verschwinden die Diagonal-
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elemente des Dipoloperators,
(elle) = (g|rlg) = 0.

Dagegen nehmen wir an, dass die Auferdiago-
nalelemente nicht verschwinden.

—elelrlg) = —e(g|rle)” = pe .

Wir kénnen die Phase der beiden Zustédnde so
wahlen dass die Matrixelemente reell werden.
Der Dipoloperator ist dann proportional zur z-
Komponente der Pauli Matritzen o, = (0440_)
und kann geschrieben werden als

d=pe(or+0-).

Der Feldoperator ist fiir eine einzelne Mode pro-
portional zur Summe eines Aufsteige- und eines
Absteigeoperators

Eoca—l—aT.

Damit konnen wir den Wechselwirkungsoperator
schreiben als

Huww = hwl(a + CLT)(O'+ + O'_)

= hwi(aoy +ao_ +alo, +alo_),

wobei w; die Kopplungsstiarke parametrisiert.
Diese hdngt vom atomaren Dipolmoment, dem

Modenvolumen, sowie von der Position des
Atoms in der Mode ab.

9
9

£3 ¥

Abbildung 3.19: Wechselwirkungsprozesse  des
Kopplungsoperators.
Der gesamte Wechselwirkungsoperator be-

schreibt somit vier unterscheidbare Prozesse:

Der Term aoi beschreibt die Vernichtung ei-
nes Photons und die Erhohung der Energie des
Atoms, d.h. die Absorption eines Photons.

Der Term ao_ beschreibt die Erniedrigung der
Energie des Atoms unter gleichzeitiger Vernich-
tung eines Photons. Dies entspricht offenbar ei-
nem Prozess, der nicht energieerhaltend ist. Der
Term a'o entspricht dem inversen Prozess und
ist damit ebenfalls nicht energieerhaltend. Der
letzte Term entspricht dem Inversen der Absorp-
tion, d.h. der Emission eines Photons.

3.2.4 Reduzierte Wechselwirkung

Eine wentlich einfachere Form erhélt man indem
man die Terme a'oy und ao_ vernachlifigt, wel-
che die Energie nicht erhalten und deshalb erst
in sehr hoher Ordnung einer Stérungsrechnung
eine Rolle spielen. Damit wird

Huyw ~ hwi(aoy + aTa,) .

Dies entspricht der Approximation eines rotie-
renden Feldes (anstelle eines oszillierenden), das
in der halbklassischen Naherung noch diskutiert
wird.

k-

-

Abbildung 3.20: Wechselwirkungsprozesse.

Der Wechselwirkungsoperator kann direkt mit
einem physikalischen Prozess verkniipft werden.
Der eine Term beschreibt die Absorption eines
Photons, d.h. die Vernichtung eines Photons und
die Erhohung der Energie des atomaren Systems
um ein Quant. Der konjugierte Operator be-
schreibt den umgekehrten Prozess.
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3.2.5 Modell und Wirklichkeit

Dieses Modell ist von Jaynes und Cummings ent-
wickelt worden (E.T. Jaynes and F.W. Cum-
mings, Proc. IEEE 51, 89 (1963)). Es war ur-
spriinglich als ein rein theoretisches Modell ent-
wickelt worden, um zu untersuchen, inwiefern
sich die Voraussagen der Quantenmechanik von
denen der klassischen Theorie, d.h. der Maxwell-
Gleichungen unterscheiden wiirde. Zu dieser Zeit
schien es nicht denkbar, dass man mit einzelnen
Moden des Strahlungsfeldes oder einzelnen Ato-
men Experimente durchfiithren kénnte.

e

=@

N~—

Abbildung 3.21: Mikrowellenresonator fiir die

experimentelle Realisierung.

Inzwischen ist es aber in verschiedenen Grup-
pen gelungen, Versuchsaufbauten zu realisieren,
in denen diese theoretische Idealsituation in einer
sehr guten Néherung erreicht wird. Man muss
dafiir einerseits die Wechselwirkung mit einer
Mode verstdarken, andererseits die Wechselwir-
kung mit allen anderen Moden unterdriicken, so
dass die Wechselwirkung des Systems mit einer
einzelnen Mode sehr viel starker wird als die mit
allen anderen Moden zusammen.
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S. Haroche and D. Kleppner, 'Cavity quantum

electrodynamics’, Physics Today January 1989,
24-30 (1989).
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H. Walther, ’'Experiments on cavity quan-
tum electrodynamics’, Phys. Rep. 219, 263-281
(1992).

3.2.6 Zustinde und Energien
Wir verwenden die folgende Bezeichnung fiir die
Basiszustéande:

|n, g)= n Photonen im Feld, Atom im Grundzu-
stand

|In — 1,e)= n — 1 Photonen im Feld, Atom im
angeregten Zustand.

In dieser Basis besitzt der gesamte Hamiltonope-
rator

Hiot = Hatom + Hreia + Hww

eine Block-diagonale Struktur.

> Eq
o In,g>
n-1,e> @
- 3 -0
In+1,g> {n+3) O - 2
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Abbildung 3.22: Blockstruktur des Hamilton-

operators.

Jeder einzelne Block umfasst zwel Zustdnde und
hat die Form

o=

wo

(n—i—%)wL -9

wl\/ﬁ

wl\/ﬁ

l)wL + %0

(n 2
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wobei als Basis fiir diesen Block die Zustande

(7o)

verwendet wurden.
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Abbildung 3.23: Energie der Eigenzusténde
des JC-Hamiltonoperators
als  Funktion der

Ubergangsfrequenz wy.

atomaren

Vernachlafigen wir zunédchst die Kopplung, so
betréigt die Differenz der Energien dieser Zustén-

de
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d.h. die Energien sind identisch wenn die Laser-
frequenz der Resonanzfrequenz entspricht. Sonst
ist die Energiedifferenz gleich der Resonanzver-
stimmung.

Betrachten wir die Eigenzusténde, so werden die
Energien durch die Kopplung verschoben. Der
Einfluss ist gering wenn die Verstimmung wy, —wq
grof ist, wird aber wichtig wenn die Laserfre-
quenz gleich der atomaren Ubergangsfrequenz
ist. Dann erzeugt die Kopplung eine Aufspaltung

von 2y/nwi. Im allgemeinen Fall wird die Auf-
spaltung

A= \/4nw% + (wr, — wo)?,

d.h. sie nimmt mit zunehmender Photonenzahl

VAV
'dressed
States' Feld
: : Anzahl Photonen
e —— 3
nacktes' : i
Atom fo
L I ho
-'—’{i.f=;:.. | e
ho
e - —t—

Abbildung 3.24: "Dressed states” als Eigenzu-
stdnde des JC-Modells.

Das gekoppelte System besteht aus einer unend-
lichen Reihe solcher Zusténde, welche als "dres-
sed states" bezeichnet werden: Das Atom ist mit
einem Photon "bekleidet". Wenn der Laser mit
dem atomaren Ubergang resonant ist, so sind je-
weils die beiden gekoppelten Zustinde beinahe
entartet. Die Entartung wird aufgehoben durch
die Kopplung zwischen den Zusténden.

3.2.7 Dynamik

Wir gehen hier nicht im Detail auf die Berech-
nung der Dynamik ein, da sie weitgehend dem
spater zu behandelnden halbklassischen Fall ent-
spricht. Wir diskutieren lediglich einen einfachen
Fall, welcher einige Besonderheiten des quanten-
mechanischen Modells aufzeigt. Dafiir nehmen
wir an, dass

e die Energie der Photonen exakt der Aufspal-
tungsenergie des Atoms entspricht, wq
wy,.

e das Atom anfangs im angeregten Zustand

ist, 14(0) = |e).

e das Feld zu Beginn n Photonen enthélt,
$(0) = |n) -
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Somit ist
P(0) = |n,e).

Man sieht leicht, dass der Kopplungsoperator
Ubergénge zwischen diesem Zustand und dem
Zustand |n — 1, g) induziert.

In-1. e>

Aufenthalts-
zwischen

Abbildung 3.25: Oszillation der
wahrscheinlichkeit
den beiden Zustanden.

Man kann die Schrodingergleichung fiir dieses
Zweiniveausystem leicht explizit 16sen. Fiir die
Wahrscheinlichkeit, das Atom im angeregten Zu-
stand zu finden findet man

(o (@)]e,n — 1) = %(1 + cos(2wy /L))

Dieses Resultat beschreibt den oszillatorischen
Austausch eines Energiequantums zwischen dem
Atom und dem Feld. Die Oszillationsfrequenz
ist proportional zur Stirke des Feldes und somit
zur Wurzel aus der Photonenzahl. Dieses Verhal-
ten entspricht der quantenmechanischen Version
der Rabi-Ostzillationen, die wir bei der halbklas-
sischen Beschreibung noch genauer diskutieren
werden.

Abbildung 3.26: Abhéngigkeit der Oszillations-
frequenz von der Photonenzahl
n.

3.2.8 Zustande der Feldmode

Dies stimmt aber nur solange das Feld durch ei-
ne scharfe Anzahl Photonen charakterisiert wer-
den kann. Ein solches Feld, ein sogenannter
Zahlzustand, hat jedoch einen stark nichtklas-
sischen Charakter und kann experimentell nur
sehr schwer realisiert werden. Ist dies nicht der
Fall, so hangt die Evolution des Systems davon
ab, in welchem Zustand sich das Feld befindet.

% thermisch kohirent
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Abbildung 3.27: Photonenstatistik fiir die bei-
den wichtigsten Zusténde des
Feldes.

In der Figur sind die beiden fiir die Praxis wich-
tigsten Zusténde eines optischen Feldes darge-
stellt. Die rote Kurve zeigt die Wahrscheinlich-
keitsverteilung fiir einen thermischen Zustand.
Solche Zutdnde werden erzeugt wenn sich das
Feld im thermischen Gleichgewicht befindet. Bei-
spiele dafiir sind die Lichtfelder von klassischen
Lichtquellen, wei z.B. Sonne oder Gliihbirne.
Hier ist die Wahrscheinlichkeit am héchsten, dass
sich kein Photon in der Mode befindet.

Ein idealer Laser erzeugt im Gegensatz dazu
einen kohédrenten Zustand, bei dem die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten einer bestimm-
ten Zahl von Photonen ein Maximum aufweist
und die Breite der Verteilung gleich der Wurzel
aus der mittleren Photonenzahl ist.

Tritt einer dieser Zustdnde in Wechselwirkung
mit dem Atom, so erhélt man fiir jede mogliche
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Photonenzahl eine Ostzillation, deren Frequenz
proportional zur Wurzel aus der Photonenzahl
ist, und deren Amplitude durch die Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten dieser Photonenzahl
gegeben ist.

W o wiyn;

Bei einer Uberlagerung von zwei Zahlzustinden
erhalten wir also ein Schwebungssignal, dessen
Frequenz der Differenz der beiden Kopplungs-
starken entspricht.

Ax P(n).

3.2.9 Kopplung an thermischen
Zustand

Das Feld, welches von einer klassischen Licht-
quelle erzeugt wird, kann in guter Naherung
durch einen thermischen Zustand beschrieben
werden, d.h. durch die Bose-Einstein Statistik.
Bei einer gegebenen Temperatur 7' findet man
in einer Mode im Durchschnitt

1
(n) = v /KT _ |

Photonen. Die entsprechende Wahrcheinlich-
keitsverteilung P(n) ist jedoch sehr breit. Sie lau-

tet

(n)"

R (OESa

Wahrscheinlichkeit

40 60 g0 100
Photonenzahln

0 20 o 20 40 60

Photonenzahl n

a0 100

Abbildung 3.28: Thermische Zustédnde unter-
schiedlicher Temperatur.

In der Figur ist diese Verteilung fiir zwei unter-
schiedliche mittlere Photonenzahlen dargestellt.
Die wichtigsten Aspekte sind:

e Die Wahrscheinlichkeit P(n) ist immer am
groften flir n=0.

e Die Breite der Verteilung, d.h. die Schwan-
kung der Photonenzahl ist von der gleichen
Grofsenordnung wir ihr Mittelwert.

Bei einem thermischen Zustand mit der mittle-
ren Photonenzahl 3.3 tragen nur relativ wenige
Zustande zur Wahrscheinlichkeitsamplitude bei.
Deshalb erhélt man hier (dargestellt durch die
blaue Kurve) ein oszillatorisches Verhalten, wo-
bei deutlich wird, dass mehrere Frequenzen bei-
tragen.

1

p(E)- p(G)

Abbildung 3.29: Thermischer Kollaps fiir zwei
unterschiedliche Temperaturen.

Steigt die mittlere Photonenzahl auf 50 (darge-
stellt durch die rote Kurve, so ist Zahl der Zu-
stdnde, welche zum Signal beitragen, so grof,
dass es sich um eine beinahe kontinuierliche Ver-
teilung handelt. In diesem Fall klingt die Oszil-
lation rasch ab und die Wahrscheinlichkeit, das
Atom im angeregten Zustand zu finden wird 1/2,
d.h. das Photon ist zwischen dem Atom und der
Mode mit gleicher Wahrscheinlichkeit verteilt.

Im Rahmen des Jaynes-Cummings Modells dis-
kutieren wir die Wechselwirkung mit einer ein-
zelnen Mode. Hier bleibt das Photon deshalb
mit 50%iger Wahrscheinlichkeit auf dem Atom.
Im freien Raum findet diese "Teilung” zwischen
dem Atom und einer unendlichen Zahl von Mo-
den statt, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass es
sich auf dem Atom befindet, verschwindet. Wir
erhalten auf diese Weise spontane Emission.
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3.2.10 Kopplung an kohérenten
Zustand

Kehren wir zum Fall einer einzelnen Mode zu-
riick und betrachten einen kohérenten Zustand.
Dies kann als Modell fiir die Wechselwirkung mit
einem Laserstrahl betrachtet werden. In diesem
Fall lautt die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n)
dafiir, dass man n Photonen misst,

(m)" _
P(n) = 76 <1’L> .
koharenter Zustand

n = 10 Photonen

Kopplungsstirke ~ "Rabi Frequenz"

Abbildung 3.30: Verteilung der Photonenzahl
fiir einen kohidrenten Zustand
mit 10 Photonen.

Wie in der Figur gezeigt ist in diesem Fall der
Wert der hochsten Wahrscheinlichkeit nahe beim
klassischen Wert. Die Breite der Verteilung ist
von der Grofenordnung \/@ .

Auch hier besitzt die Feldstéirke keinen scharfen
Wert, sondern eine Verteilung, dessen Breite pro-
portional zur Quadratwurzel aus der mittleren
Photonenzahl ist. In diesem Fall erhélt man eine
Superposition aller moglichen Frequenzen, wel-
che jeweils proportional zur Quadratwurzel aus
der Photonenzahl sind. Diese Frequenzen sind
dargestellt, jeweils mit der entsprechenden Am-
plitude, d.h. der Wahrscheinlichkeit ihres Auftre-
tens in der Verteilung des kohdrenten Zustandes.

In der Figur ist die Wahrscheinlichkeit, das Atom
im angeregten, resp. Grundzustand, anzutreffen,
als Funktion der Zeit dargestellt. Fiir kurze Zei-
ten findet ein oszillatorischer Austausch statt.
Aufgrund der Verteilung der Frequenzen ergibt
sich eine Dampfung der Ostzillation, wobei die
Zerfallszeit indirekt proportional zur Breite der
Verteilung der Rabifrequenzen ist. Danach er-
reicht das System einen zeitunabhéngigen Zu-
stand, in dem die Héalfte der Atome sich im

[ ple>) - pllg»)

Zeit

Abbildung 3.31: Kollaps und Revival fiir kohé&-

renten Anfangszustand.

Grundzustand und die andere Hélfte im ange-
regten Zustand befindet. Nach diesem sogenann-
ten Cummings Kollaps bleibt die Besetzungszahl
konstant bei je 50%.

3.2.11 Revival

Dieses aufier Phase geraten kann natiirlich noch
klassisch, als eine Folge der Intensitatsfluktua-
tion verstanden werden. In einem solchen klas-
sischen Bild wiirde man dann aber erwarten,
dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung anschlie-
f’end bei diesem Wert bleibt. Die Verteilung der
Rabifrequenzen ist aber nicht kontinuierlich, son-
dern diskret. Da nur eine endliche Zahl von
Frequenzen zum Signal beitrédgt kann es sich
nicht um einen wirklich zeitunabhéngigen Zu-
stand handeln. Die Diskretisierung der Zustén-
de fiihrt deshalb zu einem Wiederaufleben der
Oszillation. Die Zeit bis zum Erscheinen dieses
“Echos” ist indirekt proportional zum Abstand
zwischen den Rabifrequenzen. Der Zerfall und
das Wiederaufleben dieser Oszillation sind in der
Literatur als "Cummings collapse” und "revival”
bekannt. Sie stellen einen wesentlichen Unter-
schied zwischen den klassischen und den quan-
tenmechanischen Voraussagen fiir die zeitliche
Entwicklung dar.

Vergleicht man die Zerfalls- und Revival Kur-
ven flir Zustdnde mit unterschiedlicher Photo-
nenzahl, so findet man genau die Unterschiede,
die man auf Grund der Eigenschaften der Fou-
riertransformation erwartet. Nimmt die mittle-
re Photonenzahl zu, so steigt die Rabifrequenz.
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Abbildung 3.32: Kollaps und Revival fiir kohé-
rente Zustande mit unterschied-
licher mittlerer Photonenzahl
(=Energiedichte).

Gleichzeitig wird die Breite der Verteilung grofier
und damit zerféllt die Oszillation schneller. Der
Abstand benachbarter Moden im Frequenzraum
nimmt ab (sowohl absolut wie auch relativ) und
deshalb nimmt die Zeit zu, bei der das "Echo”
auftritt.

3.2.12 Experimentelle Verifizierung

Dass diese Rechnungen nicht nur Theorie sind
konnte vor einigen Jahren eine Gruppe des Max-
Planck Institutes fiir Quantenoptik beweisen, in-
dem sie diesen Prozess experimentell nachwiesen.

Sie verwendeten dafiir einen Mikrowellenresona-
tor extrem hoher Giite (Q ~ 10'%) (G. Rempe,
H. Walther, and N. Klein, ’Observation of Quan-
tum Collapse and Revival in a One-Atom Maser’,
Phys. Rev. Lett. 58, 353-356 (1987)). Dieser Re-
sonator kann Photonen fast eine Sekunde spei-
chern.

Aufgrund der hohen Giite besitzen die einzelnen
Moden diskrete Energien. Das Experiment be-
ruht darauf dass nur eine dieser Moden in Reso-
nanz ist mit einem Ubergang zwischen zwei Ryd-
bergzustdnden. Die Atome fliegen frei durch den
Resonator durch und werden vor dem Eintritt
mit Hilfe eines Lasers in den oberen Zustand préa-

Zihler A
Zustandsselektiver T
Nachweis o - B
fl;ﬁlmtzlrhl + Wechsel
ESLA I I
Q=310 8 | ™
T=IK Mode
- -
ORI .
Anregung
Ofen
Abbildung 3.33: Experimenteller Aufbau fiir

die Untersuchung des Jaynes-
Cummings Systems.

pariert. Im Resonator spielt nur die Wechselwir-
kung zwischen diesen beiden Zustédnden und der
resonanten Mode des Strahlungsfeldes eine Rol-
le. Die im Resonator vorhandene Energie besteht
aus den thermisch aktivierten Photonen sowie
denjenigen Photonen, die durch den Ubergang
von Atomen in den unteren Zustand emittiert
werden. Hinter dem Resonator werden die Ato-
me detektiert, wobei gemessen wird, in welchem
der beiden Zustande sie sich befinden.

pE)

Wechselwirkungszeit

Abbildung 3.34: Besetzungswahrscheinlichkeit
des angeregten Zustandes.

Hier ist der Unterschied in den Zéahlraten fiir die
beiden Zusténde dargestellt, also fiir die Wahr-
scheinlichkeit dass man das Atom im Grund-,
resp. angeregten Zustand findet, als Funkti-
on der Wechselwirkungszeit, also der Zeit, wel-
che das Atom benétigt, um durch den Reso-
nator hindurch zu fliegen. Fiir kurze Wechsel-
wirkungszeiten beobachtet man einen oszillatori-
schen Energieaustausch zwischen Atom und Re-
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sonator. Diese Ostzillationen geraten dann offen-
bar aufser Phase und {iber eine gewisse Zeit bleibt
die Nachweishéufigkeit fiir die beiden Zusténde
etwa gleich.

Nach einer ldngeren Zeitspanne siecht man aber
wiederum Oszillationen entstehen. Diese Mes-
sungen zeigen also nicht nur die quantenmecha-
nischen Fluktuationen der Feldamplitude, son-
dern auch, aufgrund des ’revivals’, dass die
Kopplungsstéarken diskret verteilt sind.

3.2.13 Vakuum-Rabi-Aufspaltung

Bei der Diagonalisierung des Hamiltonoperators
stellt man fest dass die Zustédnde jeweils paar-
weise auftreten und sie um die Wechselwirkungs-
energie (die "Rabi-Frequenz") aufgespalten sind.
Dies gilt auch fiir den Fall dass sich gar kein Pho-
ton im Feld befindet, fiir den sog. "Vakuumzu-
stand". Man spricht in diesem Fall von der sog.
Vakuum - Rabi Aufspaltung. Diese Kopplung an
eine "leere” Mode ist der eigentliche Grund fiir
das Auftreten von spontaner Emission, welche
rein klassisch nicht erklédrt werden kann.

+
Atomstrahl Optischer 5 —
Resonator
= 200000
L aser
e | LO
Abbildung 3.35: Experimenteller Aufbau fir

die Messung der Vakuum-Rabi
Aufspaltung.

Die Aufspaltung dieser ’dressed states’ aufgrund
der Kopplung an den Vakuumzustand kann auch
experimentell nachgewiesen werden. Erste Ex-
perimente dieser Art wurden im Mikrowellen-
bereich durchgefiihrt. Experimente im optischen
Bereich wurden moglich, nachdem Spiegel mit
extrem hoher Reflektivitdt verfliighar wurden
(R > 99.999%).

Um dem Jaynes-Cummings Modell moglichst na-
he zu kommen, wurde fiir diese Experimente
das Atom in einen optischen Resonator gebracht.
Durch die rdumliche Eingrenzung wird die Wech-
selwirkung mit der Resonatormode selektiv ver-
starkt und dominiert gegeniiber der Wechsel-
wirkung mit dem Kontinuum der iibrigen Mo-
den. Atome wurden in der Form eines Atom-
strahls durch diesen Resonator geschickt und die
Aufspaltung wurde spektroskopisch mit Hilfe ei-
nes Laserstrahls nachgewiesen. Damit wirklich
die Wechselwirkung mit der Resonatormode und
nicht mit dem Laserstrahl gemessen wurde, mus-
ste die Intensitit dieses Strahls sehr gering gehal-
ten werden.

Fiir einen empfindlichen Nachweis wurde eine
Heterodyn Technik angewendet, d.h. der schwa-
che Probenstrahl wurde einem wesentlich inten-
siveren Lokaloszillator iiberlagert.

Vakuum Kabi Aufspaltung
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Abbildung 3.36: Messung der
Aufspaltung.

Vakuum-Rabi

Wie das experimentelle Spektrum zeigt konn-
te die Aufspaltung tatséchlich gemessen wer-
den. Der Abstand zwischen den beiden Maxi-
ma entspricht dabei direkt der Stérke der Kopp-
lung zwischen dem Atom und dem Vakuumzu-
stand der Resonatormode. Diese Aufspaltung er-
gibt die spontane Emission, wenn die Wechsel-
wirkung nicht mehr mit einer einzelnen Mode
stattfindet, sondern mit dem Kontinuum.
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3.3 Das halbklassische
Zweiniveaumodell

Literatur:

R.P. Feynman, F.L. Vernon, and R.W. Hell-
warth, ’Geometrical representation of the Schro-
dinger equation for solving maser problems’, J.
Appl. Phys. 28, 49-52 (1957).

R.G. Brewer, Coherent optical spectroscopy, in
Frontiers of Laser Spectroscopy, Editor: R. Bali-
an, S. Haroche, and S. Liberman, North Holland
(1977).

L. Allen and J.H. Eberly, ’Optical resonance and
two-level atoms’, Dover Publications, Mineola,
NY (1987).

Dieter Suter, "The Physics of Laser-Atom Inter-
action’, Cambridge University Press, Cambridge
(1997). Chapter 2.

3.3.1 Ubersicht

Der Ausgangspunkt fiir die halbklassische Be-
schreibung ist ein Zweiniveaumodell fiir das
atomare System, wobei die beiden Zusténde
durch einen Dipol-erlaubten Ubergang verbun-
den sind. Dieses quantenmechanische Zweini-
veausystem wird von einer klassischen elektro-
magnetischen Welle getrieben.

Atom
Licht le>
/\/\/\_,
lg=

Abbildung 3.37: Klassische elektromagnetische
Welle koppelt an Zweiniveaua-
tom.

Das halbklassische Modell gleicht dem klassi-
schen weitgehend: In beiden Féllen treibt die
elektromagnetische Welle einen schwingungsf-
higen Dipol. Dieser ist selbst die Quelle einer

elektromagnetischen Welle, welche mit der einge-
strahlten Welle weiter lauft und sich ihr {iberla-
gert. Die in-, resp. aufer Phase Komponente die-
ser Welle fiihrt zu Absorption, resp. Dispersion.
Wie im quantenmechanischen Fall schreiben wir
fiir die Zustande des Atoms |g) (Grundzustand)
und |e) (angeregter Zustand). Die beiden Zustén-
de sind {iber einen elektrischen Dipol-Ubergang
verbunden.

Abbildung 3.38: Quantenmechanischer harmoni-
scher Ostzillator.

Dies ist offenbar nicht das, was man durch eine
direkte Quantisierung des klassischen Modells er-
halten wiirde: dort hatten wir das Atom als har-
monischen Oszillator beschrieben. Dieser miisste
quantenmechanisch durch ein nach oben offenes
System von dquidistanten Zustédnden beschrie-
ben werden. Wir erwarten somit bereits an dieser
Stelle, dass das quantenmechanische System sich
anders verhalten wird als das klassische.

Wir nehmen an, dass der Ubergang elektrisch-
Dipol erlaubt ist. Die beiden Zustdnde haben
dann unterschiedliche Paritdat. Wie im Jaynes-
Cummings Modell diskutiert hat der Dipolope-
rator die Matrixelemente

(eldlg) = (gldle) = e
(eldle) = (gld]g) =0,

wobei . das reelle Matrixelement des Dipolope-
rators darstellt.

Ein quantenmechanisches System, das durch
zwei Zustinde aufgespannt wird,

Y = c1lg) + cale)

kann mit zwei komplexen oder vier reellen Pa-
rametern vollstédndig beschrieben werden. Diese
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stellen Real- und Imaginéarteil der beiden Koef-
fizienten dar. Das System besitzt in diesem Sinn
vier Freiheitsgrade. Da die Phase eines quanten-
mechanischen Zustandes aber keine physikalische
Bedeutung besitzt, konnen wir aber einen Frei-
heitsgrad eliminieren; es bleiben dann drei phy-
sikalisch relevante Freiheitsgrade.

3.3.2 Basisoperatoren

Das gleiche kénnen wir sofort fiir den Raum der
Operatoren, die auf dieses System wirken, sagen:
Die Operatoren konnen als 2 x 2 Matrizen dar-
gestellt werden.

(

Wenn wir uns auf hermitesche (selbstadjungier-
te) Operatoren beschrianken, miissen die bei-
den Diagonalelemente reell sein. Die Realteile
der Auferdiagonalelemente miissen gleich sein,
die Imaginérteile entgegengesetzt. Somit werden
auch die Operatoren durch vier reelle Parameter
eindeutig beschrieben.

c+id
b

a
c—1id

Es ist niitzlich, fiir die Beschreibung der Ope-
ratoren eine Basis aus Operatoren zu wahlen.
Alle andern kénnen dann als Linearkombination
dieser Basisoperatoren dargestellt werden. Dafiir
kommen beliebige vier linear unabhéngige (bee-
ser: orthogonale) Operatoren in Betracht. Eine
besonders niitzliche Basis besteht aus der Ein-
heitsmatrix, sowie aus den drei Operatoren

1 0 1 ) 0 -1
Sg”_2(1 0> Sy_2<1 0 )
1 1 0
%=3 ( 0 -1 > '
Die Matrixelemente sind somit
1
(9lSzlg) =0 (g]Szle) = 3 (e|Szle) =0
1
{9Sylg) =0 {glSyle) = =5 (el Syle) =0
1 1
(g’Sz‘g> = 5 <g‘Sz’€> =0 <€‘Sz’€> = _5 .

Es handelt sich somit jeweils um die Pauli-
Matrizen, multipliziert mit 1/2, S, = %aa.

Wie man leicht feststellen kann erfiillen diese
Operatoren die Vertauschungsrelationen

[Sz, Sy] =4S, undcycl.,

welche aus der quantenmechanischen Theorie des
Drehimpulses bekannt sind. Diese drei Operato-
ren konnen u.a. die drei kartesischen Komponen-
ten eines Spins 1/2 darstellen.

Wenn wir den elektrischen Dipoloperator fiir die-
ses System in dieser Basis schreiben erhalten wir
0 e

(n )

3.3.3 Hamiltonoperator

d= 2UeSy =

e

E

|e} ——

M

|g}_

Abbildung 3.39: Atomares Zweiniveausystem.

Wir schreiben fir die Anregungsenergie vom
Grund- zum angeregten Zustand wp (mit & = 1).
In dieser Form des Hamiltonoperators, wie auch
in allen folgenden Rechnungen schreiben wir
Energieeinheiten in der Form von Frequenzen.
Damit erhalten wir eine direkte Beziehung zu
den entsprechenden Experimenten, wo Energie-
differenzen immer als Frequenzen erscheinen. In
der hier benutzten Form des Hamiltonoperators
ist der Ursprung der Energieachse in der Mitte
zwischen den beiden Zustédnden. Diese Wahl des
Ursprungs ist geeignet, die Symmetrie des Sy-
stems deutlich zu machen.

Da wir ein einzelnes Atom betrachten, von dem
wir annehmen, dass es im Raum in Ruhe sei, und
weil die Wellenlénge A des Laserfeldes grof} ist ge-
geniiber der Ausdehnung des Atoms, kbnnen wir
die rdumlichen Koordinaten vernachlafigen und
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annehmen, das Feld sei (iiber den Bereich des
Atoms) homogen. Unser Modell reduziert sich
damit auf ein oszillierendes elektrisches Feld

1 .
E= 5{Eoe“*’Lt +cc.}

mit der Frequenz wy, und Amplitude FEy.

Die elektrische Dipolwechselwirkung kann dann
geschrieben werden als

Hww = —2w, cos(wrt)Sy ,
mit der Kopplungskonstante

Wy :EOME-

Wir vernachléfigen die Eigenenergie des elek-
trischen Feldes. Der gesamte Hamiltonoperator
wird somit

H = Hatom+Hww = —woS, —2w,cos(wrt)Sy .

Im Hamiltonoperator erscheint das elektrische
Feld nicht als Vektor, sondern als ein Skalar.
Dies ist ein inhérentes Problem des Zweiniveau-
systems, das nur gelost werden kann indem man
das Zweiniveaumodell aufgibt und eine vollstén-
digere atomare Struktur mit einer groferen Zahl
von Zustanden beriicksichtigt.

3.4 Der Dichteoperator

3.4.1 Beschreibung eines Ensembles

In vielen Experimenten, die in diesem Zusam-
menhang interessieren, besteht das physikalische
System aus einem Ensemble von Atomen, wel-
ches nicht mit Hilfe einer Wellenfunktion oder
Zustandsfunktion beschrieben werden kann.

Als einfaches Beispiel betrachten wir drei Atome,
von denen sich zwei im Grundzustand und eines
im angeregten Zustand befinden und suchen die
Zustandsfunktion, welche das Gesamtsystem be-
schreibt. Man konnte versucht sein, diesen Zu-
stand mit der Funktion

o= /hei + 1)

9
9o 9

Abbildung 3.40: Einfaches Ensemble von 3 Ato-
men

zu schreiben.

Um zu tberpriifen, ob dies sinnvoll ist, berechnen
wir das elektrische Dipolmoment dieses Zustan-

des:
<@—wwW—¢J?(21)(?é)(f>
:%(2 1).<;>=4§E~

Man wiirde also voraussagen, dass ein Dipolmo-
ment in Richtung der x-Achse vorliegen wiirde.
Dies entspricht nicht der Beobachtung und ware
auch nicht zu verstehen: das Dipolmoment eines
Atoms in einem Eigenzustand des Hamiltonope-
rators verschwindet. Deshalb muss das Dipolmo-
ment auch fiir das Ensemble verschwinden. Dies
zeigt, dass unsere Beschreibung des Zustandes
mit obiger Funktion falsch ist.

Korrekterweise miisste man fiir jedes einzelne
Atom das Dipolmoment ausrechnen und die Re-

sultate addieren.

5 121 O)'<(1) (1)
01 0

+(0 1)'<1 0>~(1>]
:%[2(1 o).< >+(0 1)-( >]=0.

Der Schrodinger-Formalismus der Quantenme-
chanik erlaubt es nicht, direkt Ensembles von
gleichartigen Quantensystemen zu behandeln.

1
0

HE

0
1

1
0

Die meisten Experimente werden aber an En-
sembles von ndherungsweise identischen Syste-
men durchgefiihrt. Wenn wir z.B. die Absorp-
tion eines Laserstrahls in einem atomaren Gas
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®

Abbildung 3.41: Messung an einem Ensemble.

messen, so stellt die absorbierte Leistung eine
Summe {iber die Beitrége einer ganzen Reihe von
Zweiniveausystemen dar. Wenn man dieses Sy-
stem durch eine Zustandsfunktion beschreibt, so
ist dies nur dann korrekt, wenn

e alle Atome im gleichen Zustand sind

e alle Atome die gleichen dufieren Felder spii-
ren

e keine Wechselwirkungen zwischen den Ato-
men existieren.

3.4.2 Definition des Dichteoperators

Fiir die Beschreibung eines solchen Ensembles
benotigt man statt dessen den sogenannten Dich-
teoperator. Er kann am besten definiert werden
mit Hilfe der bra-ket Schreibweise

1 N
=l wil.
=1

(U. Fano, 'Description of states in quantum me-
chanics by density matrix and operator techni-
ques’, Rev. Mod. Phys. 29, 74-93 (1957).).

Fiir ein einzelnes Atom im Zustand
¥ = alg) +ble)
wird der Dichteoperator
p = (alg) + ble))(a™(g] + b*(e])
Die Matrixelemente sind
{glplg) = (gl(alg) + bley)(ax (g] +b* (e])|g)

= (alglg) + blgle))(a*(glg) + b*(e|g)) = |al*,

wobei wir die Orthonormalitdt der Zustande be-
nutzt haben. Analog erhalten wir

(elple) = ... = b

(glple) = (gl(alg)+ble))(a” (g +b"(e])|e) = ab”
(elplg) = ... = a’b

oder in Matrixschreibweise

o= ).

Ein einzelnes Atom im Grundzustand wird dem-
nach durch den Dichteoperator

~(19)

beschrieben, und eines im angeregten Zustand
durch

= (

Fiir ein Einzelsystem besteht somit eine 1-1 Be-
ziehung zwischen der Zustandsfunktion und dem
Dichteoperator.

la]?>  ab*
a*b  |b?

10
0 0

0 0
01

Der Dichteoperator fiir einen einzelnen Zustand
ist ein Projektor:

V) (Ple) = Pl |4,

d.h. das Resultat ist die Projektion des Vektors
|p) auf den Vektor |¢)) . Fiir den Dichteopera-
tor eines Einzelsystems gilt damit, wie fiir jeden
Projektor, p? = p.

3.4.3 Dichteoperator fiir Ensembles

Der wichtigste Unterschied zwischen dem Dich-
teoperator und einer Zustandsfunktion besteht
darin, dass der Dichteoperator eines Ensembles
einfach durch die Summe der Dichteoperatoren
der einzelnen Teilsysteme gegeben ist. Wie wir
fiir das einfache Beispiel von 3 Atomen gesehen
hatten, ist das bei der Zustandsfunktion nicht
der Fall.
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Fiir das aus drei Atomen bestehende Ensemble
in unserem Beispiel wird der Dichteoperator

S (N
GGy

Die Diagonalelemente stellen direkt die Popula-
tionen der entsprechenden Zustéande dar. Fiir das
vorliegende Ensemble finden wir somit 2/3 der
Atome im Grundzustand, 1/3 im angeregten Zu-
stand.

1

3

10
0 0

10
0 0

1

3

0 0
01

20
0 1

Man iiberpriift leicht, dass fiir den Dichteope-
rator eines FEnsembles das Quadrat nicht mehr
gleich dem Operator ist, p> # p. Man kann dies
verwenden, um zu priifen, ob ein gegebener Dich-
teoperator ein Einzelsystem oder ein (echtes, ge-
mischtes) Ensemble beschreibt; man spricht von
reinen, resp. gemischten Zusténden.

Der Dichteoperator des Systems beschreibt ein
gemitteltes Atom. Man kann ihn verwenden um
die Zeitabhéngigkeit der Mittelwerte zu berech-
nen. Das bringt den grofen Vorteil, dass wir
fiir die Berechnung der Zeitentwicklung des Sy-
stems nicht zuerst die Zeitentwicklung jedes ein-
zelnen Atoms berechnen miissen, sondern direkt
die Zeitentwicklung des Mittelwertes berechnen
konnen. Voraussetzung dafiir ist allerdings dass
die verschiedenen Atome gut voneinander iso-
liert sind und die gleiche Umgebung sehen. Die
wichtigsten Abweichungen sind Relaxationsef-
fekte und Inhomogenitéten.

Wechselwir kungen

9

WWwW
-

o

Abbildung 3.42: Wechselwirkung zwischen Ato-
men des Ensembles.

Relaxation kommt durch die Wechselwirkung
zwischen den einzelnen Teilsystemen zustande,
sowie durch die Wechselwirkung mit der Umge-
bung. Diese geschieht vor allem iiber elektroma-
gnetische Felder und/oder iiber die translatori-
schen Freiheitsgrade.

B
9

Abbildung 3.43: Inhmogenititen.

Mit Inhomogenitdten bezeichnet man unter-
schiedliche Wechselwirkung en der Atome mit
ihrer Umgebung. Dies kénnen z.B. durch unter-
schiedliche Geschwindigkeiten (Dopplerverbrei-
terung) oder durch unterschiedlichen Ort in in-
homogenen externen Feldern (z.B. einem La-
serstrahl mit endlichem Durchmesser) zustande
kommen.

3.4.4 Zeitentwicklung

Ausgehend von der Schrédingergleichung

0 :
= —iH,

welche bekanntlich die Losung
W(t) = e (0)

hat, finden wir die Bewegungsgleichung fiir den
Dichteoperator als

b= S RMI) = | — i) (] + )it
— M) (] + Yl =

Diese Gleichung auch
Schrodinger Gleichung bekannt.

—i[H, p] .

ist als Liouville-

Die Losung finden wir durch Einsetzen der Lo-
sung der Schrédingergleichung:

p(t) = [N ()] = e™T[1(0)) ((0) |

— efthp(O)eth )
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3.4.5 Erwartungswert

Der Erwartungswert einer Observablen A fiir den
Zustand, welcher durch den Dichteoperator p be-
schrieben wird, kann ebenfalls aus der Definition
des Dichteoperators hergeleitet werden:

(WlA[) =Y (¢ Aijej) = > (Aijpji)

1,J 1,J

= Z(AP)M = Sp{Ap} = Sp{pA}.

(2

Fiir die Berechnung von Erwartungswerten ist
es wichtig, dass die Spur eines Operators unter
zyklischen Vertauschungen invariant bleibt,

Sp{ABC} = Sp{BCA} = Sp{CAB}
Daraus folgt zum Beispiel
Splp(t)A} = Sp{e= M p(0)e™t A}

= Sp{p(0)e™ A} = Sp{p(0) A(1)}

Diese Umformung entspricht dem Ubergang vom
Schrédingerbild zum Heisenbergbild: Im Schro-
dingerbild ist der Zustand zeitabhangig, wahrend
die Observable invariant ist, im Heisenbergbild
entwickelt sich die Observable. Fiir diese lauft
die Zeitentwicklung umgekehrt als fiir den Dich-
teoperator.

3.4.6 Darstellung in einer Basis

Wie jeder quantenmechanische Operator kann
auch der Dichteoperator in einem geeigneten
Satz von Basisoperatoren aufgespannt werden.
Fiir das Zweiniveausystem besteht ein beson-
ders geeigneter Satz von Basisoperatoren aus
den Drehimpulsoperatoren S, S, und S, die
oben definiert wurden. Wir schreiben die Ent-
wicklungskoeffizienten als s;, s, und s., so dass
der Dichteoperator folgende Form erhalt

pl = al + 55, + 545y + 5.5 .

Die Diagonalelemente des Dichteoperators stel-
len Populationen dar, z.B. p;; die Wahrschein-
lichkeit, dass sich das Atom im Grundzustand

befindet. Die Summe der Diagonalelemente muss
deshalb immer gleich 1 sein,

an = Sp{r} = sz' =1,

da sich jedes System in irgendeinem Zustand be-
finden muss. Damit wird der Koeffizient a be-
stimmt als 1/2 und der Dichteoperator des Zwei-
niveausystems wird

1
pl = 51 + 525z + 5y Sy + 5.9 .
1 S, Sz — 1Sy
2\ sy tisy —s, :

Der Einheitsoperator 1 ist zeitunabhéngig und
tragt zu keiner beobachtbaren Grofse bei. Im Sin-
ne einer Abkiirzung ist es deshalb héufig einfa-
cher, diesen Teil des Dichteoperators herauszulo-
sen und den reduzierten Dichteoperator

p = 55 + 59y + 5.9

zu betrachten, dessen Spur verschwindet.

Als Beispiel betrachten wir unser Standard-
Ensemble:

2

2.0\ 1/10\ 1/1 0
p=(3 1)-3 = -
0 +)72801)76\0 —1
1
=.8..
3

Die Diagonalelemente koénnen somit Kkleiner,
gleich oder grofer als Null sein. Sie stellen
nicht Populationen dar, sondern die Abweichung
der Populationen von der Gleichverteilung. In
spektroskopischen Experimenten misst man aber
meist nicht Populationen, sondern Populations-
differenzen, und diese sind die gleichen bei p und

pl.

Die Entwicklungskoeffizientens,, s, und s, sind
die Komponenten eines Spinvektors. Wenn wir
ein Spin—% System betrachten, so entspricht
dies genau den 3 kartesischen Komponenten des
Drehimpulsvektors.
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3.4.7 Pseudospin

Die Bewegungsgleichungen eines solchen Zwei-
niveausystems wurden erstmals von Felix Bloch
genau diskutiert (F. Bloch, 'Nuclear induction’,
Phys. Rev. 70, 460-485 (1946).), und zwar fiir
die Beschreibung der magnetischen Resonanz.
Die Zweiniveausysteme waren in diesem Zusam-
menhang Spin—% Systeme. Die resultierenden Be-
wegungsgleichungen sind deshalb als Blochglei-
chungen bekannt.

Etwa 10 Jahre spéter zeigten Feynman, Ver-
non und Helwarth (FVH) dass jedes Zweiniveau-
system den gleichen Bewegungsgleichungen ge-
horcht und deshalb mit Hilfe der Blochgleichun-
gen diskutiert werden kann (R.P. Feynman, F.L.
Vernon, and R.W. Helwarth, ’Geometrical repre-
sentation of the Schréodinger equation for sol-
ving maser problems’, J. Appl. Phys. 28, 49-
52 (1957)). Aufgrund dieser Analogie bezeich-
net man allgemein Zweiniveausysteme gerne als
Pseudo—Spin—% Systeme und diskutiert die Bewe-
gungsgleichungen indem man Teile des Systems
als Spin-Komponenten bezeichnet und die Wech-
selwirkung mit dufteren Feldern auf magnetische
Wechselwirkungen zuriickfiihrt.

In diesem Bild entspricht der Grundzustand des
Systems z.B. dem +% Zustand des Pseudo-Spins,
wahrend der angeregte Zustand dem —% Zustand
entspricht. Die Energiedifferenz zwischen Grund-
und angeregtem Zustand entspricht der Zeeman-
Aufspaltung. Die z-Komponente des Pseudo-
spins beschreibt die Populationsdifferenz zwi-
schen den beiden Zustdnden. Im Fall des opti-
schen Zweiniveausystems beschreiben die x- und
y-Komponenten die quantenmechanische Koha-
renz zwischen den beiden Zustdnden, welche
physikalisch ein oszillierendes elektrisches Dipol-
moment beschreibt. Dieser Pseudospin ist au-
fserordentlich hilfreich fiir die Visualisierung der
zeitlichen Entwicklung des Systems, welche ex-
akt auf die Bewegung eines Drehimpulses zu-
riickgefithrt werden kann, der an ein magneti-
sches Moment gekoppelt ist.

Die Gleichungen werden deshalb als optische
Blochgleichungen bezeichnet (—Kap. [3.5)).

3.4.8 Beispiel: Populationen

Befindet sich das Atom im Grundzustand, so ist
die Zustandsfunktion

w=li=( o)

und die entsprechende Dichtematrix

= 0)-

Die entsprechende reduzierte Dichtematrix ist

(0 %)

Fiir diesen Zustand gilt somit s, = s, = 0 und
s, = 1. Falls dieser Dichteoperator ein Ensemble
beschreibt, so sind alle Atome im Grundzustand
|g), und die Energie des Systems erreicht ein Mi-

1
0

10
0 0

1
2

1
0

0

Pa =95, = 1

nimum,

wo

Sp{Mp} ==

Fiir den angeregten Zustand gilt

(+)

und die entsprechende Dichtematrix

m=(10 1)

Die entsprechende reduzierte Dichtematrix ist

(Y

Die Figur illustriert die Orientierung des Pseudo-
spins und zeigt die entsprechende Zustandsfunk-
tion und den Dichteoperator, der diesen Zustand
beschreibt. Da wir den Teil eliminiert haben, der
proportional zum Einheitsoperator ist, wird der
Dichteoperator spurfrei. Fir Atome im Grund-
zustand ist der Pseudospin nach oben orientiert
(s2 —1—%), fiir Atome im angeregten Zustand

nach unten(s; = —3) .

0
1

Yy = le)

0 0
01

1
2

-1 0

pb:_Sz: 0 1
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Atome im Grundzustand Atome im angeregten Zustand
x
Abbildung 3.44: Atome im Grundzustand, resp.
angeregten Zustand.

3.4.9 Koharenzen

Die transversalen Komponenten des Pseudo-
Spins bezeichnen das optische Dipolmoment des
Atoms und entsprechen dem quantenmechani-
schen Analogon der oszillierenden Dipolmomente
der Lorentz-Lorenz Theorie.

‘%:7%(%) wb:f?m
Z —
X /li:s>
S X y

Abbildung 3.45: Kohdenz und Dipolmoment

Wie in der Figur gezeigt bezeichnen sie eine ko-
hérente Superposition der beiden Zusténde. In
der linken Bildhélfte ist eine Uberlagerung mit
identischen Phasen dargestellt,

w2

Dem entspricht eine reduzierte Dichtematrix

1/0 1
rese3(10).

Auf der rechten Seite sind die beiden Koeffizien-
ten imaginar, respektive reell:

w=5(1)

Dem entspricht eine reduzierte Dichtematrix

1/0 —i
”":Sy:2<z’ o)'

Die Orientierung des Pseudospins in der trans-
versalen Ebene bezeichnet die Phase des oszil-
lierenden Dipolmomentes, in direkter Analogie
zur komplexen Notation fiir die Beschreibung des
elektrischen Feldes.

3.4.10 Der Hamiltonoperator des
Pseudospins

Wir betrachten den Hamiltonoperator inklusive
der Stérung

H = Hatom + Huww = —woS; —2w,cos(wrt) Sy .

In der Spin—% Analogie entspricht die elektroni-
sche Anregungsenergie

wo = pzB;
der Energiedifferenz p, B, zwischen den Spinzu-

standen in einem Magnetfeld, welches parallel
zur z-Achse orientiert ist.

Abbildung 3.46: Spin-Analog der Wechselwir-

kungen.

Die Kopplung an das oszillierende Laserfeld ist
dquivalent zur Wechselwirkung eines Spins % mit
einem oszillierenden Magnetfeld parallel zur x-
Achse, wobei die Kopplungsstérke

1
Wy = §MxBJ:

betrégt und B, die Amplitude des magnetischen
Wechselfeldes bezeichnet.

63



3 Licht-Materie Wechselwirkung

3.5 Die optische Blochgleichung

3.5.1 Blochgleichung im Laborsystem

Die Bewegungsgleichung fiir den Dichteoperator
lautet

p(t) = —i[H(t), p(t)] -

Eine Losung dieser Bewegungsgleichung wiirde
in der Angabe der Zeitabhéingigkeit aller vier
Matrixelemente des Dichteoperators bestehen.
Fiir die formale Beschreibung ist es aber niitz-
licher, nicht die eigentlichen Matrixelemente p;;
zu betrachten, sondern den Dichteoperator in ei-
ner Basis von Operatoren zu entwickeln. Mei-
stens benutzt man dafiir die Basis der Spinope-
ratoren. Die Basis selbst bleibt zeitunabhéangig,
wahrend die Entwicklungskoeffizienten als zeit-
abhéngig betrachtet werden:

p(t) = 54(t)Sy + 5,(1)S, + 5:(t)S- .

Aus einem gegebenen Dichteoperator kdénnen
diese Koeffizienten aufgrund der Orthogonalitét
der Spinoperatoren,

1
Sp{SaSs} = iéaﬂ
als Erwartungswerte berechnet werden:

salt) = 29p{p(t)Sa} a=y,z,z.

Diese Entwicklung erlaubt uns, die Schrédinger-
gleichung in ein lineares System von gewohn-
lichen Differentialgleichungen umzuformen, des-
sen Variablen die Entwicklungskoeffizienten des
Dichteoperators sind:

p = 52(t)Sy + 5y(t)Sy + $:(t)S.

= —i[H(t), p(t)]
—i[—wpS, — 2wycos(wrt)Sy,
8z(t)Se + 8y(t)Sy + 52(1)S.]

Ausmultiplizieren ergibt

p = —i{—wolsz(1)[Sz, Szl + 5y (8)[Sz, Sy

+5,(1)[S2, S:]] — 2wycos(wrt)[sy(t)][Sz, Sz
+8y(t)[Sz, Syl + 5:(1)[Sz, S:]]}

Mit Hilfe der Kommutatoren schreiben wir dies
als

p = —wo(sz(t)Sy — 5y(t)5z)
—2wgcos(wrt)(sy(t)S: — s:(t)Sy) .

Fir die Entwicklungskoeflizienten erhalten wir
damit eine Bewegungsgleichung, die in Matrix-
schreibweise folgende Form hat:

o [
a |\ V|~
Sz
0 wo 0 S
—wo 0 2wzcos(wrt) Sy
0 —2wgycos(wrt) 0 S

Diese Gleichung ist identisch mit der klassischen
Bewegungsgleichung fiir einen Drehimpuls, auf
den ein Drehmoment wirkt. Die drei Entwick-
lungskoeffizienten s;, s, und s, sind die Kom-
ponenten eines Drehimpulsvektors im dreidimen-
sionalen Raum. Die Kraft, welche dessen zeitli-
che Entwicklung bestimmt, entspricht somit ei-
nem Drehmoment. Die statische Komponente wy
wirkt entlang der z-Achse und die zeitabhéngige
(2wycos(wrt)) entlang der x-Achse.

Die beiden Komponenten haben iiblicherweise
eine sehr unterschiedliche Gréffenordnung. Die
Stérke der statischen Komponente betréigt in der
Optik etwa 10 — 10" Hz, die der oszillieren-
den ist fiir kontinuierliche Laser kleiner als 10°.
Lediglich bei gepulsten Hochleistungslasern kann
diese Komponente sehr groff werden. In diesen
extremen Féllen ist jedoch die 2-Niveau Nahe-
rung fiir die Beschreibung des Materials nicht
mehr giiltig.

3.5.2 Freie Prazession

Die einzige analytische Losung dieser Bewe-
gungsgleichung finden wir fiir den trivialen Fall
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verschwindender Kopplung, w, = 0, d.h. fiir freie
Atome. In diesem Fall ist die z-Komponente zeit-
unabhéngig, s,(t) = s,(0), wie wir bereits bei
der allgemeinen Diskussion der Zeitentwicklung
gesehen hatten: die Diagonalelemente des Dich-
teoperators sind zeitunabhéngig.

Es bleiben die beiden transversalen Komponen-
ten, welche durch wgy aneinander gekoppelt sind:

i) =4 9)(5)

ot
Die Kopplungsmatrix entspricht offenbar einer
Drehmatrix. Die Losung wird damit

0

Sg
Sy

wo

0

Sx

Sy

S2(t) = 82(0)cos(wot) + s4(0)sin(wot)

sy(t) = s4(0)cos(wot) — s2(0)sin(wot) .

X

Abbildung 3.47: Freie Prézession des Pseudo-
spins.

Wenn wir dieses Resultat mit dem Resultat fiir
die z-Komponente kombinieren, finden wir, dass
der Pseudospin um die z-Achse prézediert, d.h.
um das virtuelle Magnetfeld.

Fiir die optische Polarisation des Systems,
2pSpip(t)Set = nEsa(t)

= pup(s.(0)cos(wot) + sy(0)sin(wot)) ,

28plp(y) S}

$x(0)1

2wy

,SX([]) i

Abbildung 3.48: Zeitabhéngigkeit des elektri-

schen Dipolmomentes.

entspricht diese Prézession einer Oszillation mit
der Frequenz wyp, wie in der Figur dargestellt.

Diese Oszillation ist das quantenmechanische
Analogon des oszillierenden Dipols der Lorentz-
Lorenz Theorie. Allerdings betrachten wir hier
den Fall ohne Laserfeld, d.h. das Atom muss vor-
her in diesen kohdrenten Zustand gebracht wer-
den.

3.5.3 Rotierendes Koordinatensystem

Die vorliegende Form der Bewegungsgleichung
ist in zwei Beziehungen unbefriedigend: Im Fall
verschwindender Kopplung finden wir eine Pra-
zession des Pseudo-Spins mit der atomaren Reso-
nanzfrequenz wg /27, welche im sichtbaren oder
infraroten Teil des Spektrums von der Grofen-
ordnung von 5 - 10" Hz ist. Diese Prizessions-
frequenz ist nicht direkt beobachtbar. Hingegen
maskiert sie langsamere Bewegungsprozesse, die
eigentlich interessanter sind.

Das zweite Problem ist die Zeitabhangigkeit
des Hamiltonoperators, resp. der Koeffizienten
der Differentialgleichung: Dadurch existiert keine
analytische Losung. Beide Probleme kénnen eli-
miniert werden wenn wir eine Koordinatentrans-
formation auf die Bewegungsgleichungen anwen-
den, so dass sie nicht mehr im Laborsystem ge-
schrieben werden. Wir verwenden statt dessen
ein System, das gegeniiber dem Laborsystem um
die z-Achse rotiert. Indem wir uns mit diesem Sy-
stem mitdrehen klammern wir die schnelle Bewe-
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gung des Pseudospins aus der Betrachtung aus.
Die selbe Transformation eliminiert gleichzeitig
die Zeitabhangigkeit des Hamiltonoperators und
ermoglicht es damit, eine analytische Losung der
Bewegungsgleichungen zu finden. Mathematisch
entspricht diese Koordinatentransformation ei-
ner unitdren Transformation, welche wir unten
im Detail diskutieren.

Physikalisch erhdlt man diese Transformation
iiber eine Rotation des Koordinatensystems um
die z-Achse. Da es sich mit dem Feld mitdreht er-
scheint dieses im neuen Koordinatensystem sta-
tisch.

WEeil ein rotierendes Koordinatensystem kein In-
ertialsystem ist, erwarten wir, dass die Bewe-
gungsgleichungen korrigiert werden miissen wenn
wir sie im rotierenden Koordinatensystem schrei-
ben. Dies geschieht durch die Einfiihrung eines
zusétzlichen Terms, dhnlich wie der Zentrifugal-
kraft, resp. der Corioliskraft.

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen im
rotierenden Koordinatensystem suchen wir zu-
néchst die mathematische Form der Transforma-
tion. Anstelle der iiblichen Basis |g), |e) benutzen
wir eine zeitabhéngige Basis

97} = lgheiert/? €)= Je)eient/2,

In Vektorschreibweise entspricht dies einer
Transformation
g7y \ _ (€0 l9)
|€T> - 0 e—ith/Q |€>

Wir koénnen den Transformationsoperator U
schreiben als

iwrtSy

Ut)=e ,

was einer Rotation um die z-Achse mit der Fre-
quenz wy, des Laserfeldes entspricht. Diese Wech-
selwirkungsdarstellung wird deshalb als rotieren-
des Koordinatensystem bezeichnet.

Zur Illustration berechnen wir die transversalen
Komponenten s;(t), sy(t) eines Zustandes

_ elwrt/2 0 1 1)
¢(t) - < 0 e—iwrt/2 ) ﬁ ( ’1> )
1 eith/Q
= \ﬁ < e—iwrt/2 > .

Wir erhalten
1 . ,
(VISal) = cies + cher = (e 4 ¢i=1t)

1
= — t
5 cos(wrt),

also tatsdchlich einen Zustand, der in der xy-
Ebene um die z-Achse rotiert.

3.5.4 Transformation von Zustanden

Ein quantenmechanischer Zustand

) = ol +edle

_ Cg’gr>6_ith/2 + Ce’er>€ith/2

besitzt die beiden Darstellungen

S (1) = < >

77;th/2
ith/Q

Cyg
Ce

Cg
Ce€

(&

v = ) = v,

Der obere Index bezeichnet die Basiszustinde,
welche fiir die entsprechende Darstellung verwen-
det wurden. Die Transformation der Zustands-
funktion ist deshalb das Inverse der Transforma-
tion der Basiszustéande.

3.5.5 Transformation von Operatoren

Die Transformation der Zustandsfunktion impli-
ziert fiir die Transformation des Dichteoperators

pr= ()" = U W) (wlU =U""pU .
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Die Transformationseigenschaften fiir die Obser-
vablen erhalten wir aus der Bedingung dass die
Erwartungswerte unabhéngig von der Basis sein
miissen, in der sie berechnet werden:

(A) = Sp{pA} = Sp{p"A"}.

Wir benutzen die Transformation fiir den Dich-
teoperator

(A) = Sp{p" A"} = Sp{U ' pU A"}

= Sp{pUA"U},

wobei im letzten Schritt die Invarianz der Spur
unter zyklischen Vertauschungen verwendet wur-
de. Somit muss gelten

A=UA"U!
oder

AT =U"T1AU.

Diese Beziehung gilt fiir alle Observablen. Ledig-
lich der Hamiltonoperator ist eine Ausnahme, da
er nicht nur eine Observable ist, sondern gleich-
zeitig der Erzeuger der Bewegung des Systems.

3.5.6 Transformation des
Hamiltonoperators

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung im
rotierenden Koordinatensystem betrachten wir
die zeitliche Ableitung des Zustandes

0 0

S0 = 5

- U ) =

= O 0) + U (1) S (1).

Wir benutzen die Schrodingergleichung im La-
borsystem und schreiben den Zustand im rotie-
renden Koordinatensystem. Damit finden wir

0

AT

() = [T OU)-U QT 0] (1),

Der Hamiltonoperator soll der Erzeuger der zeit-
lichen Entwicklung bleiben. Deshalb miissen wir

fordern, dass seine Darstellung im rotierenden
Koordinatensystem gegeben ist durch

H =U""HU +iU U .

Dies ist die allgemeine Form der Transformation
des Hamiltonoperators. Zuséatzlich zur iiblichen
Transformation eines Operators

U—lHlabU
erhalten wir einen Korrekturterm
U~U,
welcher nicht verschwindet wenn der Transfor-

mationsoperator U zeitabhéngig ist.

e Er berticksichtigt die Tatsache dass das ro-
tierende Koordinatensystem kein Inertialsy-
stem darstellt und kann als eine Analogie
zur Corioliskraft der klassischen Mechanik
gesehen werden.

Er héngt nicht vom Hamiltonoperator ab,
sondern lediglich vom Transformationsope-
rator U.

3.5.7 Anwendung auf Blochgleichung

Wir wenden diese allgemeine Form auf den Ha-
miltonoperator

H = Hatom + Huww = —w0 Sz — 2w, cos(wrt)S,

an und finden

H = U ) HatomU () + U () HuwwU(t)
+HU LU ().

Weil U und Hgytom nur S, enthalten ist der erste
Term invariant unter der Transformation:

U_l(t)HatomU(t) = Hatom = _WOSZ '

Wegen

e 1998 1% = S, cosp + Sy sin ¢
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oilt
U™ ()Y HuwwU (t)
= 2wy cos(wit)[Sz cos(wrt) + Sy sin(wrt)]
= —2w,[S; cos*(wrt) + S, cos(wpt) sin(wrt)]

= —wy Sy — wy(Sg cos(2wrt) + Sy sin(2wrt)) .

Schlieflich ist

U ltu(t) = aat(ei%ts'z)ei“’”& = —iwrS,,
so dass
H" = —AwpS, — wy Sy — wi (S, cos(2wrt)

+5y sin(2wrt))
mit
Awo = wy — Wy, .

Die Wechselwirkungsenergie mit dem statischen
Magnetfeld ist somit um eine Photonenenergie
reduziert. Da dieser Term die Prézession des
Pseudospins um die z-Achse erzeugt bedeutet
dies dass die Prézessionsgeschwindigkeit im ro-
tierenden Koordinatensystem um die Laserfre-
quenz reduziert wurde - in Ubereinstimmung mit
der Erwartung fiir einen Ubergang in ein ro-
tierendes Koordinatensystem. Der Wechselwir-
kungsterm besteht aus zwei Teilen, einem zeitun-
abhéngigen und einem zeitabhéngigen Teil, der
mit der doppelten Laserfrequenz um die z-Achse
rotiert.

Diese Aufteilung hat auch eine physikalische In-
terpretation: Die beiden Beitrdge entsprechen
den zirkular polarisierten Komponenten eines li-
near polarisierten Feldes. Diejenige Komponente,
welche im Laborsystem in die gleiche Richtung
rotiert wie das Koordinatensystem wird im ro-
tierenden System zeitunabhéngig, wahrend die
andere Komponente hier mit der doppelten Fre-
quenz rotiert.

-

-+

=1

Abbildung 3.49: Effektives Laserfeld im La-
borsystem  (links) und
rotierenden Koordinatensystem
(rechts).
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3.5.8 Niaherungsform

Wir koénnen eine vereinfachte Bewegungsglei-
chung gewinnen wenn wir die rasch rotierende
Komponente vernachlafigen. Man kann durch
Storungsrechnung zeigen, dass diese Komponen-
te in niedrigster Ordnung vernachléfigt werden
kann, also dann wenn das Wechselfeld klein ist
im Vergleich zum statischen Feld. Ich mochte
mich hier aber auf qualitative Argumente be-
schréanken: Die Moglichkeit, diesen Term zu ver-
nachlafligen ergibt sich daraus, dass sein zeitli-
cher Mittelwert verschwindet. Diese N&herung
ist die direkte Analogie zur Vernachlédfigung der-
jenigen Terme des Jaynes-Cummings Operators,
die nicht energieerhaltend sind, also z.B. desjeni-
gen Terms, der gleichzeitig das Atom anregt und
ein Photon erzeugt.

Der Hamiltonoperator fiir das rotierende Koor-
dinatensystem wird dann

H ~ —AwpS, — wzpSy .

Diese Naherung, bei der man die gegenléaufig ro-
tierende Komponente vernachléfigt, wird als "ro-
tating wave approximation” bezeichnet. In zwei-
ter Ordnung erzeugt die gegenléufige Komponen-
te eine Verschiebung der Resonanzfrequenz um
den Betrag

2

w
AWBS = 2ww .
L
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Diese Verschiebung der Resonanz wird in der ma-
gnetischen Resonanz als Bloch-Siegert shift be-
zeichnet (F. Bloch and A. Siegert, "Magnetic re-
sonance for nonrotating Felds’, Phys. Rev. 57,
522-527 (1940).) und in der Laserspektroskopie
als dynamischer Stark-Effekt.

Ao

Frequenz
Abbildung 3.50: Bloch-Siegert Shift.

Dieser nichtresonante Effekt skaliert invers pro-
portional zur Resonanzfrequenz und direkt pro-
portional mit der Intensitit. Er ist vor allem
dann wichtig wenn bei hohen Intensitdten mit
hoher Auflésung gearbeitet wird.

3.6 Laserpulse

3.6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wie andere lineare Differentialgleichungssysteme
kann man die quantenmechanischen Bewegungs-
gleichungen dadurch l6sen, dass man die Eigen-
werte und Eigenvektoren bestimmt. Im Fall des
Zweiniveausystems kénnen wir dies direkt errei-
chen indem wir das Feynman-Vernon-Hellwarth
Bild verwenden. Es liefert die Eigenwerte und Ei-
genvektoren iiber rein geometrische Uberlegun-
gen, ohne eine eigentliche Diagonalisierung des
Hamiltonoperators.

Wie bei der Einfiihrung des Pseudospins gezeigt
und beim Ubergang ins rotierende Koordinaten-
system benutzt kann man die beiden Komponen-
ten des Hamiltonoperator als Magnetfelder in-
terpretieren, welche an das magnetische Moment
des Pseudospins koppeln. Die beiden Komponen-
ten sind parallel zur z-, resp. x-Achse ausgerich-
tet. In Frequenzeinheiten ist die z-Komponente

Weff

X €Oy

Abbildung 3.51: Effektives Feld.

durch die Frequenzverstimmung Awg = wg — wr,
gegeben und die x Komponente w,, entspricht der
Wechselwirkung zwischen dem atomaren Dipol-
moment und dem Laserfeld. Das effektive Feld
wefy, die Vektorsumme der beiden Komponen-
ten, liegt in der xz Ebene, unter einem Winkel

w
0 =tan~ ! ==

wo

von der z-Achse. Die Starke dieses Feldes ist

Weff = \/Awg—i—w:%.

Wir wissen bereits, dass der Hamiltonoperator
diagonal ist, wenn wir nur eine Feldkomponente
haben, welche parallel zur z-Achse ausgerichtet
ist. Es muss somit moglich sein, den Hamilton-
operator auf Diagonalform zu bringen indem wir
die z-Achse des Koordinatensystems in Richtung
des effektiven Feldes wihlen. Ausgehend vom ro-
tierenden Koordinatensystem xyz erreicht man
dies, indem man eine (zeitunabhingige) Rotati-
on um die y-Achse durchfiihrt:
HA — i8Sy T i8Sy _ wersSs .

Die beiden Exponentialoperatoren rotieren den
Hamiltonoperator um einen Winkel 6 von der z-
Achse in die Richtung des effektiven Feldes. Der
obere Index d zeigt an, dass der Hamiltonopera-
tor in dieser Basis diagonal ist.

In dieser Basis sehen wir sofort, dass die Eigen-
werte

1 1

sind.
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a)eﬁ

Abbildung 3.52: Eigenvektoren entlang der
Richtung des effektiven Feldes.

Die Eigenvektoren sind parallel, resp. antiparal-
lel zur Richtung des effektiven Feldes. In der Ba-
sis des rotierenden Koordinatensystems ist ihre
Darstellung

cos ¢ —sin ¢
a-(@i) e-(a )

Diese Zustédnde sind Superpositionszustinde
zwischen Grund- und angeregtem Zustand. In ei-
nem quantenmechanischen Bild ist das Photon
aufgrund der Wechselwirkung teilweise an das
Atom gebunden, aber es wird nicht vollstdndig
absorbiert. Man bezeichnet diese Zustdnde hau-
fig als "dressed states”, also bekleidete Zustéande,
in Analogie zur Situation die wir beim Jaynes-
Cummings Modell diskutiert haben.

3.6.2 Verstimmungsabhingigkeit der
Energien

Die Energie dieses Zustandes héngt nicht nur
vom internen Hamiltonoperator des Atoms ab,
sondern auch von der Frequenz und der Ampli-
tude des Laserfeldes.

Die Figur zeigt die Abhéangigkeit der Energien
der bekleideten Zusténde von der Laserfrequenz.
Wir betrachten zunéchst den Fall dass die Kopp-
lung ans dufere Feld verschwindet, w, — 0. Die
Eigenwerte werden dann

1

-4 -2 0 pA 4

Laserverstimmung Awg/o,

Abbildung 3.53: Energien und Eigenzusténde im
rotierenden Koordinatensystem
als Funktion der Laserverstim-
mung.

sind also direkt gleich der Laserverstimmung.
Am Ursprung der z-Achse, bei Awg = 0, sind
die beiden Zustiande somit entartet.

Wenn wir die Kopplung ans &uftere Feld mit
berticksichtigen, so verschwindet diese Entar-
tung. Offenbar sind die Zustédnde an dieser Stelle
um w, aufgespalten. Wird die Laserverstimmung
groft gegeniiber der Kopplungsstérke, so ndhern
sich die Energien wieder dem Fall des ungestor-
ten Atoms, wie man leicht aus der geometrischen
Darstellung der Feldkomponenten ersehen kann.
Offenbar ist also der Einfluss der Kopplung auf
die Energien am grofiten wenn die Laserverstim-
mung verschwindet, also dann wenn der Laser
resonant mit dem atomaren Ubergang ist.

Der Effekt des Lasers ist nicht nur fiir die Ener-
gien am grofiten, sondern auch fiir die Eigen-
vektoren. Dies kann man ebenfalls sehr einfach
mit geometrischen Argumenten nachvollziehen:
auf der Resonanz ist die Richtung des effekti-
ven Feldes orthogonal zur Richtung des stati-
schen Feldes. Die Eigenvektoren des gekoppelten
Systems, welche parallel zum effektiven Feld lie-
gen, sind somit orthogonal zu den Eigenvektoren
des ungekoppelten Systems. Dies ist in der Fi-
gur durch die kleinen Bilder dargestellt, welche
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die Richtung des effektiven Feldes fiir negative,
verschwindende, und positive Laserverstimmung
zeigen.

3.6.3 Prazession und Pulse

Die zeitliche Entwicklung des Systems ist damit
beinahe trivial. Die Bewegungsgleichung fiir die
Komponenten des Dichteoperators lautet

9 Sx wo Sx
a Sy = —wWo Wy Sy
Sz —Wy Sz

Wie wir beim freien Atom gesehen hatten er-
halten wir in einem statischen Feld eine Prézes-
sionsbewegung des Spinvektors um dieses Feld.
Dies entspricht aber gerade der jetzigen Situati-
on. Das Feld weyy ist hier um den Winkel 6 von
der z-Achse geneigt, so dass die Prézessionsbe-
wegung um diese Richtung erfolgen muss.

a) Aw,=0 B Aw, =0

w,z0

c) Aw, =0
w, =0

Abbildung 3.54: Prézession des Pseudospins
um die Achse des effektiven
Feldes fiir  unterschiedliche
Verstimmung und Laserinten-
sitdt. Die Anfangsbedingung
entspricht jeweils der Bestzung
des Grundzustandes.

Die Anfangsbedingungen bestimmen die Details
dieser Préazessionsbewegung. Die Lénge des Spin-
vektors und der Winkel zwischen dem Vektor
und der Prézessionsachse bleiben hierbei kon-
stant.

Eine besonders wichtige Anfangsbedingung ist
das thermische Gleichgewicht. Der Pseudospin-
vektor ist dann parallel zur positiven z-Achse

ausgerichtet. Wenn wir uns weiter auf den Fall
der resonanten Einstrahlung konzentrieren sehen
wir, dass das effektive Feld parallel zur x-Achse
liegt, dass der Pseudospin somit in der yz-Ebene
prazediert.

Abbildung 3.55: Rotation durch Laserpuls

Die Prézessionsbewegung dauert so lange wie die
Kopplung an das dufere Feld. Es ist somit mog-
lich, beliebige Prazessionswinkel einzustellen, in-
dem man die Starke der Kopplung und die Dau-
er der Einstrahlung wahlt. Ein wichtiger Fall ist
z.B. die Drehung um 90 Grad, also ein Prazessi-
onswinkel von 5. Wihrend der Ausgangszustand

Sy 0
Sy = 0
S, 1

einer Populationsdifferenz entspricht, ist im End-
zustand

Sy 0
Sy = 1
S, 0

die Populationsdifferenz Null, doch die transver-
sale Komponente des Pseudospins maximal.

Wie wir gezeigt hatten entspricht diese im Fall
des optischen Systems einem oszillierenden Di-
polmoment. Eine Rotation um 7/2 wird als 90
Grad- oder 7/2 Puls bezeichnet. Ein solcher Puls
wird dazu verwendet, einen Zustand mit mog-
lichst grofem optischen Dipolmoment zu erzeu-
gen.
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09

99 9

Abbildung 3.56: Zustand des Systems fiir Puls-
winkel 0, 7/2 und .

Ein weiterer wichtiger Fall entspricht dem -
Puls, also einer Drehung um 180 Grad. Aus dem
thermischen Anfangszustand erhélt man somit
den Endzustand

Sy 0
Sy = 0 ,
Sy -1

was offenbar einem Austausch der Populationen
zwischen Grund- und angeregtem Zustand ent-
spricht. Man spricht von einer Populationsinver-
sion.

Als eine Art Nebenrechnung kann man ver-
suchen, solchen Zustand durch eine
Boltzmann-Verteilung darzustellen.

T=0 T =c T<O0

@ 90

einen

Q9 _9

Abbildung 3.57: Zusténde
Temperatur.

unterschiedlicher

Wie man leicht sieht entspricht ein solcher Zu-
stand einer negativen Temperatur. Da Zustéin-
de mit hoherer Temperatur allgemein Zustianden
mit hoherer Energie entsprechen schlieffen wir,
dass negative Temperaturen hoher sind als alle
positiven Temperaturen.

3.7 Stationare Losung

3.7.1 Longitudinale Relaxation

Die Prézessionsbewegung, die wir als Losung der
Hamilton “schen Bewegungsgleichung kennenge-
lernt haben erkldart natiirlich nicht die Wech-
selwirkung zwischen Licht und Atomen allge-
mein. In tatsdchlichen Experimenten erreichen
die Systeme einen stationdren Zustand, ihre Ei-
genschaften werden zeitunabhéngig (abgesehen
von der Oszillation des elektrischen Dipolmo-
ments mit der Laserfrequenz). Die zeitliche Ent-
wicklung zu diesem Gleichgewichtszustand und
den Zustand selber kénnen wir nur bestimmen
wenn wir auch die Relaxationsprozesse beriick-
sichtigen. Darunter fasst man alle Prozesse zu-
sammen, die nicht im Hamiltonoperator enthal-
ten sind. Wir gehen hier nicht auf die physikali-
schen Hintergriinde ein, sondern beschreiben sie
mit Hilfe der beiden phénomenologischen Para-
meter I'y und I's.

Q9

Abbildung 3.58: Relaxationsprozesse

T'; ist die reziproke Lebensdauer des angeregten
Zustandes und beschreibt den Transfer von Po-
pulation vom angeregten Zustand zum Grundzu-
stand

p11 = —p22 = L1poa,

d.h. pro Zeiteinheit fallt ein konstanter Anteil in
den Grundzustand zuriick.
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Wir moéchten die Relaxation in die Bewegungs-
gleichung fiir den Pseudospin einsetzen. Die lon-
gitudinale Relaxation betrifft zundchst nur die
z-Komponente

5. = (p11—p22) = (1 —=p22) —p22) = 1—2p22,

wobei wir benutzt haben dass die Summe der Po-
pulationen gleich 1 ist. Die Population des ange-
regten Zustandes kann somit geschrieben werden
als

1-s
p22 = 7( 5 2) .
Damit wird der Beitrag von I'; zur Bewegungs-
gleichung

5, =p1 — pa2 =2lN1pe2e =T1(1 —s5).

In freien Atomen wird dieser Prozess durch die
spontane Emission getrieben, aber die Wech-
selwirkung mit der Umgebung kann ebenfalls
zu Relaxationsprozessen fithren. Darunter fallen
z.B. die Wechselwirkung mit anderen Atomen
oder rdaumliche Bewegungen, wie z.B. Phononen
in Festkorpern.

3.7.2 Transversale Relaxation

Die transversalen Komponenten zerfallen mit der
Rate I's:

éx = _F23x éy = _FQSy,

welche ebenfalls einen Beitrag der spontanen
Emission beinhaltet: wenn der angeregte Zu-
stand zerfallt muss auch die Superposition zwi-
schen Grund- und angeregtem Zustand zerfallen.
In freien Atomen betrigt die transversale Rela-
xationsrate die Hélfte der longitudinalen Rate,

I'y=T4/2.

Zusatzliche Beitrage stammen von der Wechsel-
wirkung mit der Umgebung. Da bei der Relaxa-
tion der transversalen Komponenten keine Ener-
gielibertragung erfolgt, sind diese Prozesse meist

effizienter als die Relaxation der Populationen,
so dass die transversale Relaxationsrate meistens
groker ist als die longitudinale, I'y > I'y. Ins-
besondere fithren auch inhomogene Wechselwir-
kungen wie der Dopplerschift zum Zerfall der Ko-
hérenz.

3.7.3 Die optische Blochgleichung mit
Relaxation

Um die vollstdndige Losung zu erhalten gehen
wir aus vom Hamilton?schen Teil der Bewe-
gungsgleichung. Unter Beriicksichtigung der Re-
laxationsprozesse wird daraus

52 = Awpsy — I'as,

5y = —Awpsy + wys; — sy

§, = —wpsy + (1 —s.).
Diese Bewegungsgleichung fiir das quantenme-
chanische Zweiniveausystem war von Felix Bloch
untersucht worden, als er die magnetische Re-
sonanz von Spin-1/2 Systemen betrachtete (F.
Bloch, ’Nuclear induction’, Phys. Rev. 70, 460-
485 (1946).). Nachdem Feynamn, Vernon und
Hellwarth gezeigt haben, dass die gleichen Glei-
chungen auch optische Zweiniveausysteme be-
schreiben, wurden sie in der optischen Spektro-
skopie als die optischen Blochgleichungen be-
kannt (L. Allen and J.H. Eberly, ’Optical reso-

nance and two-level atoms’, Dover Publications,
Mineola, NY (1987).).

3.7.4 Stationire Losung

Die Blochgleichung hat die folgende stationére
Losung:

Sy 1 Awowy
S = wel'9
v 2 2 2l z

oo
In freien Atomen betrigt die transversale Rela-
xationsrate die Hélfte der longitudinalen. In die-
sem Fall vereinfacht sich der Ausdruck zu

Sy 1 4 Awowy
Sy =2 2 2 2we Iy
Sy 7+ 4Awg + 2w, I'? + 4Aw?

o0
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Bevor wir diese Losung im Detail diskutieren
schreiben wir sie um indem wir den Séttigungs-
parameter

2
2wy

5= F% +4Aw(2)

einfiihren. Der Zahler ist proportional zum Qua-
drat des Dipolmatrixelementes und zum Qua-
drat der Feldstédrke, d.h. proportional zur Inten-
sitdt des Lasers und damit zur Anzahl der einfal-
lenden Photonen. Der Nenner enthélt die Rela-
xationsrate und die Laserverstimmung und kann
als die Tendenz des Systems, Photonen nicht auf-
zunehmen, resp. sie wieder zu emittieren verstan-
den werden. Der Sattigungsparameter ist eine di-
mensionslose Grofe, welche proportional zur In-
tensitdt des Laserfeldes ist. Wir kénnen ihn als
Parametrisierung der Laserintensitét betrachten,
wobei die Einheiten an das System angepasst
sind.

Damit wird der stationdre Zustand

Sa 2Awq/wy
Sy = Fl/wx
5. 1+s 1/s

o0

Fiir s = 1 verringert sich die longitudinale Kom-
ponente s, = 1/(1 + s) auf 1/2, so dass sich ein
Viertel der Atome sich im angeregten Zustand
befindet (3/4 in |g)). s < 1 entspricht offen-
bar "niedriger” Intensitdt, d.h. einer Intensitat,
die noch storungstheoretisch behandelt werden
kann, wiahrend s > 1 starke Sattigung bedeutet.

3.7.5 Intensitatsabhhingigkeit

Fir freie Atome wird dieser Wert erreicht wenn

1
2 §F% +2AW3.
Bei dieser Intensitdt wird also der Sattigungspa-
rameter eins und die Populationsdifferenz ist auf
die Hailfte reduziert. Fiir noch héhere Intensitét

nimmt die Populationsdifferenz weiter ab, doch

0.8

0.6

0.4

0.2

1 2 3

Satiigungsparameter s

Abbildung 3.59: Abhéngigkeit der Populations-
differenz vom Séattigungspara-
meter s.

sie verschwindet erst fiir unendlich hohe Inten-
sitat. Fiir alle endlichen Intensitdten bleibt die
Population des angeregten Zustandes unter der-
jenigen des Grundzustandes - dies im Gegensatz
zur Anregung durch einen w-Puls.

Eine weitere interessante Grofe ist die Rate r,
mit der Photonen gestreut werden. Wir bertick-
sichtigen hier nur die spontane Emission aus dem
angeregten Zustand. Die Zahl der Atome im an-
geregten Zustand betragt

1

2

F%—FAw%
I3+ Awd +w

1

1
P22:§(1_3z00): 2&]

x I

2
FQ Wy

:TI‘IF%-FAOJ[%-FLU

2l -
x I

Diese multiplizieren wir mit der spontanen Emis-
sionsrate I'; und erhalten

2
_F2 x

T2 T2+ A0+

w

-
w%r—i

Energieerhaltung erfordert dass diese Rate auch
die Rate ist, mit der Photonen aus dem Laser-
strahl entfernt werden, d.h. mit der sie absorbiert
werden.

Bei geringer Intensitét, w, < I'1,'s kdnnen wir
die Rate anndhern mit
w%rg
PR S
213+ Aw))
d.h. sie wird proportional zur Laserintensitat.
Fiir niedrige Intensitéten ist die Absorption (d.h.
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das Verhaltnis von gestreuter zu einfallender Lei-
stung) somit konstant. Wird der dritte Term im
Nenner aber grof gegen die beiden ersten, so fin-
den wir

2
2w I
2L )

Z%Fl 2

Dies entspricht auch den Erwartungen: bei ho-
her Séttigung befindet sich die Hélfte der Atome
im angeregten Zustand, so dass die Anzahl der
gestreuten Photonen bei I'; /2 séttigt.

-

ahsorbierte Leistung

einfallende Leistung

Abbildung 3.60: Absorbierte vs. einfallende Lei-
stung.

Die Streurate fangt somit zunéchst proportional
zur Intensitdt an und nédhert sich dem Grenzwert
/2.

3.7.6 Verstimmungsabhingigkeit

Die Verstimmungsabhéngigkeit der Streurate
gibt uns somit die Form der Absorptionslinie.
Man erkennt leicht, dass die Funktion ihr Maxi-
mum erreicht wenn die Verstimmung verschwin-

det, Awg = 0.

Abbildung 3.61: Verstimmungsabhéngigkeit

Fir groke Verstimmungen, Awg > 19, w,
nimmt die Funktion quadratisch mit der Ver-

stimmung ab. Thre Form entspricht somit qua-
litativ der Lorentzlinie. Die Analogie wird exakt
wenn man den Term w?I'5/T'; im Nenner ver-
nachléfigt, was dann moglich ist, wenn die In-
tensitédt niedrig ist.

Die Populationsdifferenz s, variiert mit der Ver-
stimmung wie

2T

Szoo = F% + Awg - 70):81% .

2+ Awd + w%% 2+ Aw?
[

03 Sz

05
N

Lasenverstimmung AeogT,

Abbildung 3.62: Verstimmungsabhéngigkeit der
Populationsdifferenz.

Der Nenner wird auf der Resonanz minimal. Der
Bruch wird somit maximal und die Funktion ins-
gesamt wieder minimal. Mit zunehmender Ver-
stimmung steigt die Funktion an und néahert
sich asymptotisch dem Wert 1 wenn der Ver-
stimmungsterm groft wird gegeniiber den ande-
ren Termen

21"

Somit bleibt die Populationsdifferenz relativ un-
gestort wenn die Verstimmung grof wird.

Awg > T3 +w

3.7.7 Transversale Komponenten:
Absorption / Dispersion

Wir haben aber bei der Diskussion des klassi-
schen Lorentz-Lorenz Modells gesehen, dass die
Absorption und die Dispersion aus dem oszillie-
rende elektrischen Dipolmoment berechnet wer-
den koénnen. Dies ist auch im halbklassischen Mo-
dell moglich. Hier wird das Dipolmoment durch
die transversalen Komponenten des Pseudospins
beschrieben:

P = Sp{pdA} = 2upSp{pSa}t = Hesz -
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Das Auferdiagonalelement des Dichteoperators
gibt somit direkt die Amplitude des oszillieren-
den Dipolmomentes an.

Die Rechnungen, die wir hier durchfiihren, sind
alle im rotierenden Koordinatensystem. Beim
Ubergang zum Laborsystem werden die 2- und
y-Komponenten gemischt. Beide bezeichnen das
gleiche oszillierende Dipolmoment, sie sind le-
diglich um 90 Grad phasenverschoben. Fiir das
transmittierte Lichtfeld ist deshalb direkt die
komplexe optische Polarisation

Spy = Sg + 1Sy

die Quelle des optischen Feldes. In direkter Ana-
logie zur Diskussion von Absorption und Emissi-
on beim Lorentz-Lorenz Modell kénnen wir auch
hier voraussagen, dass Real- und Imaginéarteil zu
Dispersion und Absorption fiihren.

] o H

L 0 rastItetmn g ol

Abbildung 3.63: Verstimmungsabhéngigkeit der

transversalen Komponenten.
Bei den transversalen Termen

(). (%)

betragt der Gleichgewichtswert fiir grofse Ver-
stimmung offenbar Null, da hier der Verstim-
mungsterm im Nenner dominiert. Allerdings
fallt die z-Komponente mit 1/Awy ab, die y-
Komponente mit 1/Aw3.

A(.L)(]
Iy

Sy Wy

:I’%+Aw8+w

2@

Sy T

Das Verhalten bei der Resonanz ist fiir die bei-
den Terme unterschiedlich: Die z-Komponente,
welche im Zahler proportional zu Awg, weist auf
der Resonanz einen Nulldurchgang auf, wiahrend
die y-Komponente hier ihr Maximum erreicht.

Die beiden Kurven zeigen offenbar qualitativ
das gleiche Verhalten wie im Falle des Lorentz-
Lorenz Modells. Fiir kleine Intensitaten,

r
w? < T1Ty, Awgi :

erhalten wir das bekannte Lorentzprofil der Brei-
te I'g. Der dritte Term im Nenner beschreibt
den Effekt einer Leistungsverbreiterung, also ei-
ner Verbreiterung der Resonanzlinie bei hohen
Leistungen.

L et st ivmn g, AT,

Abbildung 3.64: Verstimmungsabhéngigkeit der
3 Komponenten der Gleichge-
wichtspolarisation.

Die Figur zeigt die Abhingigkeit der drei Kom-
ponenten des Pseudospins von der normierten
Laserverstimmung § = Awy/T'e fiir alle drei
Komponenten. Die transversalen Komponenten
beschreiben Absorption und Dispersion des Me-
diums. Im Grenzfall geringer Intensitit (s — 0),
sind diese Resultate identisch wie diejenigen der
Lorentz-Lorenz Theorie. Die z-Komponente, wel-
che die Populationsdifferenz darstellt, strebt fiir
grofte Verstimmung gegen 1, was zeigt, dass sich
die Atome dann hauptséchlich im Grundzustand
aufhalten. In der N&he der Resonanz hingegen
nimmt die Population des angeregten Zustandes
mit zunehmender Laserintensitét zu.

Mit der Verstimmung andert sich bei niedriger
Leistung die Amplitude des Pseudospin-Vektors
nur wenig. Die Richtung hingegen kann starker
variieren. Hier ist die Richtung fiir eine Reihe von
Verstimmungen dargestellt. Bei grofsen Verstim-
mungen liegt er nahe bei der z-Achse, wiahrend
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Abbildung 3.65: Gleichgewichtsvektor der
Einheitskugel fiir unterschiedli-
che Verstimmungen.

in

bei resonanter Einstrahlung (Pfeil) die Auslen-
kung am grofsten ist.

3.7.8 Vergleich klassisches /
quantenmechanisches Modell

Der wichtigste Unterschied zwischen dem klassi-
schen und dem quantenmechanischen Dipolmo-
ment ist die maximale Grofse, die das induzierte
Dipolmoment erreichen kann. Im klassischen Fall
hatten wir gefunden, dass das induzierte Dipol-
moment proportional zum elektrischen Feld ist,

P = XG()E.

Damit kann das induzierte Dipolmoment belie-
big grof werden wenn nur das Anregungsfeld ent-
sprechend stark ist.

Im quantenmechanischen Fall hingegen kann das
induzierte Dipolmoment eine maximale Grofle
nicht tiberschreiten. Mathematisch wird diese
maximale Grofe durch die Bedingung fiir die
Spur des Dichteoperators gegeben

1
Sp{prt = (1455 + 5, +52) <1
oder

(si+s§+s§)§1.

Im FVH-Bild impliziert diese Beziehung dass die
Lange des Spinvektors beschrankt ist: Der Vek-
tor muss innerhalb der Einheitskugel liegen. En-
det er auf der Kugeloberfliche, so befindet sich
das System in einem reinen Zustand, d.h. alle be-
teiligten Atome sind im gleichen quantenmecha-
nischen Zustand. Dies sind genau diejenigen Zu-
stdnde, die mit Hilfe eines Zustandsvektors be-
schrieben werden konnen. Fiir einen gemischten
Zustand Sp{p/?} < 1, kann der Vektor kiirzer
sein, aber nie langer.

Harmonischer Oszillator
2-Niveausystem

Abbildung 3.66: Vergleich

und harmonischer Oszillator.

Zweiniveausystem

Der Unterschied kann auch auf die Struktur der
Energieniveaus zuriickgefithrt werden: Auch in
der Quantenmechanik kénnen Oszillatoren be-
liebig grofse Auslenkung erfahren, sofern es sich
z.B. um harmonische Oszillatoren handelt. Der
Grund ist der, dass ein harmonischer Oszillator
ein nach oben unbegrenztes Spektrum besitzt.
Ein Zweiniveausystem, hingegen, ist sowohl nach
unten wie nach oben beschriankt. Jedes Atom
kann deshalb maximal ein Photon absorbieren,
wahrend ein harmonischer Oszillator immer ein
weiteres Photon absorbieren und damit in einen
hoheren Zustand iibergehen kann. Die Beschréan-
kung der Energieaufnahme durch die quanten-
mechanische Struktur limitiert auch die Oszilla-
tionsamplitude.

Fiir kleine Amplituden,
Sz,8y KL 1,8, =1,

bei denen sich das System hauptsdchlich im
Grundzustand befindet, verhalt sich das quan-
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tenmechanische Zweiniveausystem wie ein klas-
sischer Dipol. Der stationédre Zustand wird hier

AWO + ZFQ

(Sm + isy)oo ~ wxm .

Wir vergleichen dies mit dem Lorentz-Lorenz
Modell, wo die Schwingungsamplitude

E() A+Z’7

o= 6QmwO A2 + 2

betragt. Offenbar sind die beiden Resultate voll
kompatibel.

Dies ist auch der Bereich, in dem Stoérungsrech-
nung niitzlich ist. Das Resultat der Stérungsrech-
nung ist deshalb identisch zum Resultat des klas-
sischen harmonischen Oszillators des Lorentz-
Lorenz Modells (W. Heitler, "The quantum theo-
ry of radiation’, Dover Publications, New York
(1953).). Bis zur Entwicklung des Lasers war es
in der Optik selten moglich, diesen Bereich zu
verlassen.
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