4 Optische Uberginge in Atomen, Molekiilen

und Festkorpern

4.1 Systeme

4.1.1 Frequenzen und Amplituden

Bei der Diskussion von Zweiniveausystemen ver-
wendet man zwei Systemparameter: die Reso-
nanzfrequenz und das Dipolmoment. Im Lorentz-
Lorenz Modell, in den optischen Blochgleichun-
gen wie auch im Jaynes-Cummings Modell tau-
chen diese Grofen als Parameter auf, iiber die
das Modell nichts aussagt. In diesem Kapitel sol-
len diese Grofen fiir verschiedene Systeme disku-
tiert werden.
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Abbildung 4.1: Resonanzfrequenz als Energiedif-
ferenz.

Die Resonanzfrequenz ist gegeben als die Diffe-
renz der Energien der beteiligten Zustande, d.h.
der Eigenwerte des Hamiltonoperators. Sie be-
stimmt z.B. als Absorptions- oder Emissionsfre-
quenz die Farbe von Materialien wie z.B. Rubin.

Die Amplituden der Uberginge sind gegeben
durch die Quadrate der Matrixelemente des elek-
trischen Dipoloperators: Zum einen ist (im sta-
tiondren Zustand) die transversale Polarisation
proportional zum Matrixelement
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Abbildung 4.2: Spektrum von Rubin

zum anderen ist die Absorption proportional zu

A X o5y o pi .

Um die Matrixelemente zu berechnen muss der
Dipoloperator in die Eigenbasis des Hamilton-
operators transformiert werden. Dazu muss man
natiirlich die Eigenzusténde kennen.

Neben Frequenz und Amplitude ist auch die Li-
nienbreite ein wichtiger Parameter fiir die Be-
schreibung der Spektren. Sie ergibt sich aus den
Relaxationsprozessen. Da deren Diskussion rela-
tiv aufwéndig ist verzichten wir jedoch an dieser
Stelle auf eine mikroskopische Beschreibung.

Wihrend Frequenzen und Amplituden fiir je-
des spezifische System einzeln berechnet werden
miissen, gibt es einige allgemeine Regeln, nach
denen sie bestimmt sind. In diesem Kapitel be-
sprechen wir diese Regeln. Die wichtigste Grund-
lage ist die Gruppentheorie, also die Lehre von
der Symmetrie in den entsprechenden physikali-
schen Systemen.
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4 Optische Ubergénge in Atomen, Molekiilen und Festkérpern

4.1.2 Atome

Am einfachsten ist dieses Vorgehen an atoma-
ren Spektren zu erkldren. Dies liegt zum einen
daran, dass diese Systeme relativ wenige Frei-
heitsgrade aufweisen, zum anderen an der hohen
Symmetrie: ohne &ufsere Felder besitzt der Ha-
miltonoperator eines Atoms die volle Symmetrie
des Raums, d.h. er ist invariant beziiglich Trans-
lationen wie auch Rotationen.

Na Spekirum

typ. atomare Niveaustrukiur ‘
. | i
3p 3d
50‘0 660
2p

3s
25/ ellenliinge k. / nm
|
Is : . JJL
-1 [} 1
Laserfrequenz / GHz

T
400

)

Abbildung 4.3: Typisches atomares Niveausy-
stem (links) und Spektrum von
atomarem Natrium (rechts).

In der Figur ist ein typisches atomares Niveau-
system dargestellt, in dem einige Ubergiinge "er-
laubt” sind. Dies bedeutet, dass das elektrische
Dipolmoment zwischen diesen Zusténden relativ
grofse Matrixelemente aufweist.

Die experimentelle beobachtbaren Konsequen-
zen davon sind fiir das System atomares Natri-
um in der rechten Hélfte der Figur dargestellt:
man beobachtet in der oben gezeigten Darstel-
lung nur die erlaubten” Ubergéinge. Mit ent-
sprechend hoherer Empfindlichkeit kénnen je-
doch auch die "verbotenen” Ubergéinge beobach-
tet werden, bei denen die Matrixelemente nie
ganz verschwinden, aber um viele Grofenord-
nungen kleiner sind.

Unten rechts ist ein Bereich des Natriumspek-
trums mit (sehr viel) hoherer Auflgsung dar-
gestellt. Hier sieht man, dass die "einzelne” Li-
nie eine Unterstruktur (Hyperfeinstruktur) auf-
weist. Die einzelnen Linien sind alle "erlaubt”,
aber nicht alle gleich starkt. Die Hyperfeinstruk-
tur und auch die Amplituden der Linien kom-

men durch die verschiedenen Drehimpulse des
Systems zustande: elektronischer Bahndrehim-
puls, elektronischer Spin, Kernspin und Spin des
Photons spielen eine Rolle. Aus der Beriicksichti-
gung aller dieser Drehimpulse ergibt sich die La-
ge und Amplitude der verschiedenen Resonanz-
linien.

4.1.3 2-atomige Molekiile

Genau wie bei Atomen findet man auch bei Mo-
lekiilen eine aus den spektroskopischen Daten die
Energien und Konfigurationen der elektronischen
Zustéande.
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Abbildung 4.4: Elektronische Zustdnde im Oo-
Molekiil.

In einem homonuklearen zweiatomigen Molekiil
wie z.B. Sauerstoff (O3) bilden die atomaren Zu-
stande (=Atomorbitale) neue Zusténde, die Mo-
lekiilorbitale, welche man in erster Naherung als
Linearkombination von wenigen Atomorbitalen
beschreiben kann.

In diesem Beispiel kombinieren die 1s Orbita-
le der beiden Atome zu wei Molekiilorbitalen,
welche durch die Kopplung zwischen den bei-
den Atomen etwas aufgespalten sind. Bei den
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4 Optische Ubergénge in Atomen, Molekiilen und Festkérpern

2s Orbitalen geschieht das gleiche, und bei den
2p Orbitalen bilden sich aus den insgesamt sechs
Orbitalen Molekiilorbitale mit unterschiedlichen
Energien.

Im Falle des Sauerstoffs besitzt jedes der beiden
Atome 8 Elektronen. Die insgesamt 16 Elektro-
nen besetzen die 8 niedrigsten Zustdnde des Sy-
stems. Weil der 8. und 9. Zustand entartet sind
(beide 174) kénnen die beiden obersten Elektro-
nen zwei unterschiedliche Zusténde besetzen und
haben deshalb parallelen Spin: das Sauerstoffmo-
lekiil ist paramagnetisch.

Besetzen die beiden Elektronen mit der hoch-
sten Energie das gleiche Orbital mit entgegen-
gesetztem Spin, so ist die Energie des Zustan-
des (1A,) um 0.9772 eV hoher als die Ener-
gie des Grundzustandes. Weitere hoher angereg-
te Zustdnde entsprechen unterschiedlichen Dre-
himpulszusténden und unterschiedlichen Beset-
zungen der Orbitale.
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Abbildung 4.5: Spektrum des O-Molekiils.

Die Uberginge zu diesen Zustinden konnen
spektroskopisch gemessen werden, wobei dei
Ubergangsstirken sehr gering sind, da es sich
durchwegs um "verbotene” Uberinge handelt.

Diese Uberginge kénnen nicht nur im Labor be-
obachtet werden, sondern teilweise auch in der
Natur: in der Aurora werden Gase der Atomo-
sphéare durch Beschuss mit energiereichen Teil-
chen von der Sonne angeregt. Diese Energie ge-
ben sie anschliessend durch Emission von Pho-
tonen wieder ab. Ein Teil dieser Photonen wird
im sichtbaren Bereich emittiert. Neben neutralen
Molekiilen tragen auch ionisierte Molekiile zum
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Abbildung 4.6: Aurora

Spektrum bei.

4.1.4 Polyatomare Molekiile
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Abbildung 4.7: Zusténde
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Das gleiche Prinzip kann man bei komplizierte-
ren Molekiilen verwenden: die elektronischen Zu-
stande des Molekiils konnen als Linearkombina-
tion der atomaren Zustdnde beschrieben werden.
In diesem Beispiel sind die Zustédnde des Mole-
kiils FeOg dargestellt. Die Energien der moleku-
laren Zustdnde kann man in erster Naherung da-
durch berechnen, dass man die Elektronen unab-
hangig voneinander in das Energieniveausystem
einfiillt. Allerdings muss fiir eine exakte Berech-
nung die Wechselwirkung zwischen den Elektro-
nen, d.h. die Korrelationsenergie berticksichtigt
werden.

In der Figur ist das Spektrum eines recht kompli-
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und Festkorpern
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Abbildung 4.8: Spektrum von Azurin

zierten Molekiils dargestellt (Azurin). Dabei kon-
nen die beobachteten Ubergéingen mit elektroni-
schen Zustédnden identifiziert werden, welche am
Cu-lon im aktiven Zentrum lokalisiert sind. Bei
den Ubergéingen mit relativ geringer Energie (rot
eingezeichnet) werden Elektronen zwischen un-
terschiedlichen d-Orbitalen des Ubergangsmetal-
lions Cu verschoben. Bei den energetisch héher
liegenden Ubergéingen werden Elektronen zwi-
schen Obitalen des Cu und der benachbarten Li-
gangenatome verschoben. Man bezeichnet diese
als "charge-transfer” Uberginge.

4.1.5 Festkorper

In Festkérpern spielen optische Uberginge in
sehr unterschiedlichen Systemen eine Rolle. In
molekularen Festkorpern findet man die Uber-
gange der einzelnen Molekiile, wie wir sie bereits
oben andiskutiert haben. In dielektrischen Kri-
stallen findet man im optischen Bereich vor allem
Uberginge von Ubergangsmetallen oder seltenen
Erden, sowie von Defekten wie z.B. Farbzentren
(gebundenen Elektronen). Diese isolierten Syste-
me kann man wie die oben diskutierten atomaren
oder molekularen Systeme behandeln.

Betrachtet man hingegen Festkorper mit einer
Bandstruktur, wie z.B. Halbleiter, so muss man
das Gesamtsystem diskutieren. Die Energien der
Béander kann man sich prinzipiell als Grenzwert
eines unendlich grofsen Molekiils vorstellen. Al-
lerdings sind in diesem System die Elektronen
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Abbildung 4.9: Struktur
GaAs

und Bandstruktur von

nicht mehr lokalisiert, so dass als zuratzlicher
Freiheitsgrad der Impuls der Elektronen eine
Rolle spielt.

Wir werden uns in diesem Kapitel darauf be-
schrinken, Uberginge fiir k& = 0 zu diskutieren,
bei denen der Impuls keine Rolle spielt. In die-
sem Grenzfall erhalten wir ein System, welches
qualitativ dhnlich wie die oben diskutierten ato-
maren und molekularen Systeme diskutiert wer-
den kann.

In allen diesen Féllen lohnt es sich, bei der
Berechnung von Ubergansgmatrixelementen die
Symmetrie des Systems zu beriicksichtigen. Wird
wiederholen deshalb hier einige Aspekte der
Symmetrielehre, d.h. der Gruppentheorie.

4.2 Symmetrie

4.2.1 Grundbegriffe

Ohne &uflere Felder sind die Gleichungen, wel-
che physikalische Systeme beschreiben, immer
isotrop: es gibt keine bevorzugte Richtung im
Raum. Ein System, das sich geméf der Schrédin-
gergleichung entwickelt behélt seine anfingliche
Symmetrie bei. Fine Beriicksichtigung der Sym-
metrie kann deshalb wesentlich zur Lésung des
Problems beitragen. Haufig ist es sogar moglich,

83



4 Optische Ubergénge in Atomen, Molekiilen und Festkérpern

allein aufgrund der Symmetrie relevante Aussa-
gen zu mache, ohne iiberhaupt eine Bewegungs-
gleichung zu 16sen.

Atome Malekiile

Festkorper

Abbildung 4.10: Symmetrie von elektronischen
Zustédnden und Strukturen in
Atomen, Molekiilen und Fest-
korpern.

Solche Symmetrien treten in unterschiedlicher
Form in allen physikalischen Systemen auf. Wir
interessieren uns hier vor allem fiir die Symme-
trie von Orbitalen, d.h. elektronischen Zustén-
den, aber auch fiir die Symmetrie von Struktu-
ren.

Jede Symmetrie entspricht auch einer Erhal-
tungsgrofe. Im Falle der Rotationssymmetrie
ist dies der Drehimpuls. Die mathematischen
Grundlagen fiir diese Moglichkeiten werden von
der Gruppentheorie geliefert. Natiirlich ist es an
dieser Stelle nicht moglich, im Detail die Grup-
pentheorie zu behandeln. Wir méchten aber doch
die wichtigsten Resultate diskutieren.

Im Bereich des klassischen Elektromagnetismus
beschreibt das Coulomb “sche Gesetz die Wech-
selwirkung geladener Teilchen wie Elektronen
und Kerne mit externen Feldern. Im halbklassi-
schen Formalismus kann der Hamiltonoperator,
der die Wechselwirkung beschreibt, zwei mogli-
che Formen haben:

O
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Die erste Form erhélt man direkt iiber das Kor-
respondenzprinzip aus der klassischen Form der
Wechselwirkung zwischen einem elektrischen Di-

polmoment e und dem elektrischen Feld E. Die

zweite Form beschreibt die Wechselwirkung tiber
die Kopplung zwischen dem elektronischen Im-
puls p und dem elektromagnetischen Vektorpo-
tential A und kann aus der Quantisierung der Be-
wegungsgleichung in einem externen Vektorpo-
tential hergeleitet werden. Wenn man diese Form
in eine Multipolreihe entwickelt findet man, dass
in niedrigster Ordnung die beiden Formen iiber-
einstimmen. Nur in ganz speziellen Féllen gibt
es Unterschiede zwischen den beiden Formen,
welche auf die unterschiedlichen Eichungen des
elektromagnetischen Feldes zuriickzufiihren sind
(W.E. Lamb, R.R. Schlicher, and M.O. Scully,
"Matter-field interaction in atomic physics and
quantum optics’, Phys. Rev. A 36, 2763-2772
(1987).).

Fiir diese Analyse beriicksichtigen wir nur homo-
gene Felder und benutzen die elektrische Dipol-
form F - 7 des Wechselwirkungsoperators.

4.2.2 Paritat

Wir kénnen nun Symmetrieeigenschaften disku-
tieren, welche dazu fithren, dass wir die mei-
sten Matrixelemente dieses Operators vorhersa-
gen konnen. Die erste Symmetrieoperation ist die
Paritét, eine Inversion am Zentrum des Koordi-
natensystems. Dadurch wird der Ortsvektor

7= {x,y, Z} — —7 = {—l‘, _3/7_2} .

Polare Vektoren wie der Ortsvektor 7 haben ne-
gative Paritét, sie wechseln das Vorzeichen unter
Inversion am Ursprung.

Matrixelemente (1)4|7]1)p) sind Skalare, d.h. sie
besitzen positive Paritdt. Da die Paritédt eines
Produktes durch das Produkt der Paritdaten ge-
geben ist miissen die Paritdten der beiden Zu-
standsfunktionen v, und v entgegengesetztes
Vorzeichen haben. Deshalb miissen z.B. alle Ma-
trixelemente verschwinden fiir ¥, = ;. Eine
Konsequenz davon ist dass Atome kein statisches
elektrisches Dipolmoment aufweisen. Der Stark-
effekt, d.h. die Verschiebung der Energieniveaus
durch ein elektrisches Feld ist deshalb in nied-
rigen Feldern immer eine quadratische Funktion
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des Feldes. Fine lineare Verschiebung erhélt man
erst wenn die Wechselwirkung grofer wird als die
Nullfeldaufspaltung der betroffenen Zustéande.

4.2.3 Rotationen

Als zweite Symmetrieoperation betrachten wir
die Rotationssymmetrie. Rotationen kénnen auf
unterschiedliche Arten beschreiben werden: ent-
weder so dass sie ein Objekt rotieren, oder so
dass sie das Koordinatensystem rotieren. Wah-
rend es natiirlicher erscheint, das Objekt zu ro-
tieren ist es oft mathematisch einfacher, die Ro-
tation auf das Koordinatensystem anzuwenden.
Dies ist insbesondere dann der Fall wenn die
mathematische Struktur des Objekts kompliziert
oder ev. gar nicht explizit bekannt ist, wie z.B.
bei einer quantenmechanischen Zustandsfunkti-
on.

Rotation d
DOb}:ll:ts e Rotation des
1 Koordinatensystems
....... dr, 1
4 v
Cr
*

Abbildung 4.11: Rotation des Objekts vs. Rota-
tion des Koordinatensystems.

Die beiden Arten von Rotationen sind eng mit-
einander verbunden. Eine Rotation eines Ob-
jekts im Uhrzeigersinn dndert seine Koordinaten
genau gleich wie eine Rotation des Koordinaten-
systems im Gegenuhrzeigersinn.

Die Objekte, deren Rotationseigenschaften uns
interessieren, sind Zustandsfunktionen (7). Wir
schreiben eine Rotation der Zustandsfunktion
um den Winkel 8 um die z-Achse als

1(7) = Pr(z, 0)%(7)

Um deren Rotationseigenschaften zu finden be-
ginnen wir mit einer Rotation des Argumentes,

d.h. des Koordinatenvektors 7. Eine Koordina-
tentransformation ergibt

x/
7= y! = R(Z, Q)F
2l
cosf) sinf 0 T
= | —sinf cosf O Y
0 0 1 z

Die Rotation der Zustandsfunktion und die
Transformation der Koordinaten héngen direkt
voneinander ab: Wenn wir beide gleichzeitig ro-
tieren mufs die mathematische Form der Zu-
standsfunktion konstant bleiben.

Prlz, 0)p(R(=,0)F) = $i(71) = (7).

Wir benutzen diese Beziehung um die Rotation
eines Objekts zu beschreiben, dessen mathema-
tische Form nicht trivial ist, indem wir es durch
eine Koordinatenrotation ausdriicken. Wir mul-
tiplizieren die Gleichung von links mit Pg(z, —0)
und beriicksichtigen, dass

Pr(z,—0)Pg(z,0)=1.
Damit erhalten wir

Y(R(z,0)7) = Pr(z, —0)y () = ¥(r7) .
Diese Beziehung ist eine mathematische Darstel-
lung der gleichen Tatsache die in der Figur gra-
phisch dargestellt ist: Anstelle einer Rotation des
Objekts im Uhrzeigersinn um den Winkel 6 kann
man auch eine gegenldufige Rotation des Koor-

dinatensystems durchfiihren.

4.2.4 Kugelflaichenfunktionen

Da die Rotation einer allgemeinen Funktion re-
lativ aufwendig sein kann ist es haufig sinnvoll,
diese Funktionen in einer irreduziblen Basis dar-
zustellen. Diese ist bekanntlich durch die sphé-
rischen Harmonischen oder Kugelflachenfunktio-
nen Y}, definiert. Die ersten Funktionen sind

85



4 Optische Ubergénge in Atomen, Molekiilen und Festkérpern
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Abbildung 4.12: Graphische Darstellung der Ku-
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Die wichtigsten Eigenschaften dieser Funktionen,
die wir im Folgenden brauchen werden, beinhal-
ten

Die Kugelflachenfunktionen bilden ein voll-
stdndiges Orthonaormalsystem. Dies bedeu-
tet, dass man alle dredimensionalen Funk-
tionen in diesem System entwickeln kann.

Das Integral aller Y}, im dreidimensionalen
Raum verschwindet, mit Ausnahme von Y.

Die Kugelflichenfunktionen sind Eigenfunk-
tionen des Drehimpulsoperators.

Die Kugelflachenfunktionen transformieren

besonders einfach unter Rotationen.

4.2.5 Rotation der
Kugelflachenfunktionen

Am einfachsten sind die Rotationen um die z-
Achse:

Pr(z,0)Yi(0,¢) = e™Y;,,(0, ¢) .

Abbildung 4.13: Rotationen um verschiedene
Achsen.

Etwas aufwendiger sind Rotationen um andere
Achsen. In der Figur wird anhand eines Beispiels
gezeigt, dass jede Rotation durch eine Sequenz
von maximal drei Rotationen um zwei feste Ach-
sen dargestellt werden kann. In diesem Beispiel
wird eine Rotation (7/2); um die x-Achse durch
eine Sequenz (7/2),(7/2),(—m/2), ersetzt. Das
schwarze Objekt stellt den Ausgangszustand dar,
das weifse den Endzustand und die beiden grauen
Zwischenzusténde.

Abbildung 4.14: Definition der Eulerwinkel.

Dies verwendet man bei der Definition der Eu-
lerwinkel. Sie stellen eine Moglichkeit dar, be-
liebige Rotationen um beliebige Achsen durch
eine Sequenz von drei Rotationen um die y—
und z—Achse beschreiben. Fiir Rotationen um
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die y—Achse findet man

Pr(y, 8)Yim (0

Z dm/m

Hierbei werden somit Funktionen mit dem glei-
chen Drehimpuls [ und verschiedener Quanten-
zahl m gemischt. Die Rotationsmatrix d.,,,,(3)
hat die Dimension (21+1) x (2{+1) fiir eine Grup-
pe von Zustdnden mit Drehimpuls /. Die Matrix-
elemente sind tabelliert, z.B. in (M. Weissbluth,
’Atoms and molecules’, Academic Press, San
Diego (1978); D.M. Brink and G.R. Satch-
ler, ’Angular Momentum’, Clarendon Press, Ox-
ford (1962); A.R. Edmonds, ’Angular momen-
tum in quantum mechanics’, Princeton Univer-
sity Press, Princeton (1974).).

lm/ 0 ¢) .

4.2.6 Rotation von Operatoren

Wie in der Vorlesung Physik IV gezeigt wurde
werden die Rotationsoperatoren um eine Achse
« durch den entsprechenden Drehimpulsoperator
erzeugt,

R(a, ) = e

Etwas anders gestalten sich Rotationen von Ope-
ratoren. Wir hatten dies bereits beim Ubergang
ins rotierende Koordinatensystem gefunden. Da
Erwartungswerte unabhéngig von einer gleichzei-
tigen Rotation von Operator und Zustandsfunk-
tion sein miissen gilt
(A) = (W]A|) = (Yr]Ar|yr) .
Fiir eine Rotation e~*/> um die z-Achse muss
gelten

W) = e |y)

und
(@] = (ple "
und damit

(4) = (]e™"07= A'e®= )

(WA Y) =

= (YlA[y),

so dass der rotierte Operator
AI — eianAef’ier

wird. Wenn wir A = J, setzen finden wir so-
fort dass die z-Komponente des Drehimpulses
unter Drehungen um die z—Achse invariant ist.
Dies gilt natiirlich analog fiir die anderen Achsen
und ist eine einfache Konsequenz davon, dass der
Drehimpuls selber der Generator der Rotationen
ist.

4.2.7 Das Wigner-Eckart Theorem

Das Wigner-Eckart Theorem (C. Eckart, "The
application of group theory to the quantum dy-
namics of monatomic systems’, Rev. Mod. Phys.
2, 305-380 (1930); E.P. Wigner, ’Gruppentheo-
rie und ihre Anwendung auf die Quantenmecha-
nik der Atomspektren’, Vieweg, Braunschweig
(1931).) ist ein auferordentlich méachtiges Hilfs-
mittel fiir die Berechnung der Matrixelemente
von Operatoren mit bekannten Rotationseigen-
schaften. Es erlaubt uns, die Matrixelemente hin-
zuschreiben, wenn wir nur ein einziges nichtver-
schwindendes Element kennen. Es benutzt die
Invarianz der Erwartungswerte unter Rotatio-
nen: Die Erwartungswerte selbst sind Skalare, al-
so nicht von der Wahl des Koordinatensystems
abhangig. Wir mochten hier keine mathematisch
exakte Herleitung des Theorems durchfiihren,
aber wenigstens die Idee nachvollziehen.

Die sphérischen Harmonischen stellen eine voll-
standige Basis dar, so dass wir alle dreidimen-
sionalen Funktionen in dieser Basis entwickeln
konnen:

= Z Cleim .
Im

Dies lohnt sich deshalb weil wir Erwartungswerte
durch Integration iiber den ganzen Raum berech-

nen :
:///rzdr sin 6 df de 1™ Av) .
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Wenn man den Integranden als Summe von
sphéarischen Harmonischen darstellt

(A) = / / / r2dr sin 0 df d¢ {cooYoo

+co—1Y1-1 + c10Yio + ...}

—an [ [ [

sieht man leicht, dass das Resultat direkt ge-
geben ist durch cqg, also durch den vollstédndig
symmetrischen Teil des Integranden. Man kann
deshalb die Berechnung der Matrixelemente er-
heblich vereinfachen wenn man die Orthogona-
litdtsrelationen fiir sphérische Harmonische ver-
wendet.

Wir miissen somit das Produkt ¢* A in der Ba-
sis der Kugelflichenfunktionen entwickeln. Bei
den Zustandsfunktionen v bedeutet dies, dass
wir als Basis die Eigenfunktionen des Drehim-
pulsoperators verwenden, also die Kugelflichen-
funktionen. Den Winkelanteil einer Funktion

Y, =z=rcosf

kann man in Kugelflichenfunktionen darstellen

als
47
\/ 5 Y10
3 110

Die beiden anderen Komponenten entsprechend

Yy = \/?(—Yu +Yi_1)

und

.27
'lby =1 ?(YH + Yl—l) .

4.2.8 Irreduzible Tensoren

(CF

Die Operatoren A sind keine Funktionen und
kénnen deshalb nicht in Kugelflachenfunktio-
nen entwickelt werde. Die zu den Drehimpuls-
Eigenfunktionen analogen Groflen unter den

Operatoren sind die irreduziblen Tensoroperato-
ren. Diese transformieren unter Rotationen ge-
nau so wie die Kugelflachenfunktionen.

Das wichtigste Beispiel fiir die Spektroskopie ist
der Dipoloperator. Dabei handelt es sich um
einen Vektoroperator, d.h. er transformiert wie
ein Vektor und besteht deshalb aus den drei
Komponenten Tél) und Till). Die Matrixelemen-
te dieser drei Komponenten sind proportional zu
denjenigen der sphérischen Vektorkomponenten
ro und r41.

Die Matrixelemente aller dieser Operatoren in
der Basis der Kugelflichenfuntkionen sind be-
kannt; sie kénnen geschrieben werden als

(o, L, m]Tq(k)]o/, L',m')

e

Dabei stellt L den Drehimpuls des Zustandes
dar, m die z-Komponente, und « alle iibrigen
Quantenzahlen.

L k L
-m q m

) (, LIIT®||o/, ).

Die Grofse in Klammern stellt ein 3J-Symbol dar.
Es ist eine symmetrisierte Form der Vektorkopp-
lungskoeflizienten der klassischen Drehimpuls-
vektoren. In der oberen Zeile stehen die Dreh-
impulsquantenzahlen der beiden Zustidnde und
des Operators, in der unteren Zeile die magneti-
sche Quantenzahl (z-Komponente).

Zu den wichtigsten FEigenschaften der 3J-
Symbole gehort die Tatsache, dass sie verschwin-
den wenn die Addition der z-Komponenten nicht
gegeben ist, d.h. fiir alle Elemente bei denen

—m+q+m #0.
Diese Eigenschaft eliminiert bereits die meisten
Matrixelemente.

Weitere wichtige Symmetrieeigenschaften sind:

Der Wert des 3J Symbols bleibt bei zyklischer
Vertauschung der Kolonnen gleich:

( )=(m m

J3
ms

J2
ma

J3
ms

J2
ma

J1
m1
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Abbildung 4.15: Spezielle Werte fiir 3J-Symbole.
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Abbildung 4.16: Numerische Werte fiir 3J Sym-
bole (Aus Weissbluth).

).

Numerische Werte dafiir findet man in der Li-
teratur (z. B. M. Weissbluth, ’Atoms and mole-
cules’, Academic Press, San Diego (1978); D.M.
Brink and G.R. Satchler, ’Angular Momentum’,
Clarendon Press, Oxford (1962); A.R. Edmonds,
’Angular momentum in quantum mechanics’,
Princeton University Press, Princeton (1974).).
In der Tabelle werden nur die Exponenten der
Quadrate der Werte in einer Primzahldarstellung

Jo
mo

J3 N
m3 mi

dargestellt. So bedeutet z.B. *101

iv2=1305-1 =4

1
V10~

Das 3J-Symbol enthilt alle orientierungsabhéan-
gigen Informationen. Das reduzierte Operator-
element

(o, LIITW]]o, L)

héngt nicht von der Orientierungs-Quantenzahl
m ab, kann aber von zusétzlichen Quantenzahlen
abhéngen, welche unter dem Symbol o zusam-
mengefasst sind. Dieses reduzierte Operatorele-
ment erhalten wir sobald wir ein einziges Ma-
trixelement explizit kennen. Das WE-Theorem
liefert alle iibrigen Matrixelemente sobald wir ei-
nes kennen. Wie man ein solches Matrixelement
explizit berechnen kann sehen wir im néchsten
Kapitel.

4.3 Drehimpuls

4.3.1 Drehimpuls und Polarisation des
Lichts

Weil die Auswahlregeln fiir elektronische Uber-
gange in erster Linie durch die Erhaltung des
Drehimpulses gegeben ist miissen wir zunéchst
diskutieren, wo Drehimpuls eine Rolle spielt. Er
tritt sowohl in den Atomen und Molekiilen, wie
auch im Strahlungsfeld auf. Letzteres konnen wir
relativ kurz behandeln.

In der klassischen (d.h. Maxwell “schen) Be-
schreibung des Strahlungsfeldes ist der Drehim-
puls gegeben durch

X P,

wobei 7 die Position und den g linearen Impuls
beschreibt. Beim Strahlungsfeld betrigt der li-
neare Impuls

ﬁ:f?xﬁ.
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Der Drehimpuls ist damit gegeben als das Inte-
gral von

"X ExB.

Wichtig wurde der Drehimpuls des Lichtes aber
erst im Rahmen der quantenmechanischen Be-
schreibung. Man unterscheidet allgemein in-
ternen Drehimpuls, welcher als Spin bezeich-
net wird, sowie externen, also Bahndrehimpuls.
Letzterer entspricht dem oben berechneten und
hangt von der Wahl des Koordinatensystems
ab. Er soll uns hier nicht weiter beschaftigen.
Spindrehimpuls hingegen ist unabhéngig von der
Wahl des Koordinatensystems und wird von ent-
scheidender Bedeutung sein.

Jedes Photon besitzt einen Spin von

S=h m=0,%£1.

Die drei moglichen Spinzustédnde entsprechen or-
thogonalen Polarisationszustdnden des Lichtes.
Ist das Licht linear polarisiert, so kann der elek-
trische Feldvektor beschrieben werden als

(5)-5(=47).

Von zirkularer Polarisation spricht man, wenn
die Felder sich verhalten wie

By
Ey

cos(wt — kz)
0

E; \ > cos(wt — kz)
E, )~ 7Y\ sin(wt —kz) )
Linear Zirkular
links [ rechts
N2

Abbildung 4.17: Lineare (links) und zirkulare
(rechts) Polarisation.

In diesem Fall schwingt das Feld nicht in einer
Ebene, sondern dreht sich mit konstanter Lé&n-
ge, sowohl als Funktion des Ortes wie auch als

Funktion der Zeit. Diese Polarisationszustande
werden mit den Buchstaben

m,04,0_

bezeichnet. Da Photonen relativistische Teilchen
sind gibt es eine Einschrankung: Wenn wir die
Quantisierungsachse parallel zur Ausbreitungs-
richtung des Lichtes wéhlen kann der Zustand
m=0 nicht bevolkert sein. Dies entspricht der
Bedingung dass die Komponenten von E und
B parallel zur Ausbreitungsrichtung des Lichtes
verschwinden, dass also das Feld transversal ist.
Samtliche moglichen Polarisationszusténde kon-
nen durch die verbleibenden zwei Spinzustdnde
ausgedriickt werden, welche zirkular polarisiertes
Licht beschreiben.

4.3.2 Drehimpulserhaltung bei
Absorption

Waéhrend wir explizite Rechnungen im halbklas-
sischen Formalismus durchfiihren ist es oftmals
niitzlich, gewisse Aspekte rein quantenmecha-
nisch zu diskutieren. Wir benutzen diese Me-
thode fiir die Herleitung der Auswahlregeln fiir
optische Uberginge. Im quantenmechanischen
Formalismus wird die Wechselwirkung zwischen
dem elektromagnetischen Feld und dem Material
durch Photonen vermittelt.

Absorption

Abbildung 4.18: Drehimpuls vor und nach einem
Absorptionsprozess.

Wir betrachten ein Atom, welches sich zu Beginn
im elektronischen Grundzustand befindet. Dieser
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sei von sphérischer Symmetrie (ein s-Zustand),
so dass sein Drehimpuls verschwindet. Es absor-
biert ein Photon, dessen Drehimpuls A parallel
zur Quantisierungsachse orientiert ist. Drehim-
pulserhaltung bedingt, dass das Atom nicht nur
die Energie des Photons aufnimmt, sondern auch
seinen Drehimpuls. Damit ist es nach der Ab-
sorption im gleichen Drehimpulszustand wie das
Photon vorher. Der entsprechende Zustand hat
also die Quantenzahlen L=1 und my, = 1.

Allgemein ist der resultierende Drehimpulszu-
stand des Atoms durch die Vektorsumme aus
dem Drehimpuls des Atoms und demjenigen
des Photons gegeben. Die untere Hélfte der Fi-
gur illustriert die Konsequenzen fiir ein ein-
faches atomares Energieschema: Der Grundzu-
stand ist nicht entartet, wiahrend der angereg-
te Zustand aus drei Drehimpulszustinden be-
steht. Die Wechselwirkung mit zirkular polari-
siertem Licht bevolkert selektiv denjenigen ange-
regten Zustand, dessen Drehimpulszustand gera-
de dem gesamten Drehimpuls von Grundzustand
plus Photon entspricht.

Bei der Absorption eines Photons bestimmt die
Energieerhaltung den Bereich der Energieska-
la, innerhalb dessen verschiedene Zustdnde an-
einander gekoppelt werden koénnen. In analoger
Weise bestimmt die Erhaltung des Drehimpul-
ses, welche Drehimpulszustdnde aneinander ge-
koppelt werden konnen. Die Stérke der Wechsel-
wirkung héngt deshalb sowohl von den magneti-
schen Quantenzahlen wie auch von der Polarisa-
tion des Lichtes ab. Da Photonen einen Spin von
h=1 besitzen miissen sich die beiden Zustédnde
um

AL=L—-L=0,+1

unterscheiden und aufserdem kdnnen nicht bei-
de Zustinde den Wert L' = L = 0 annehmen.
Die magnetischen Quantenzahlen miissen die Be-
dingung Amj = 0,41 erfiillen. Fiir Einelektro-
nensysteme wie z.B. Alkaliatome gilt aufserdem

Al #£ 0.

4.3.3 Matrixelemente fiir Alkaliatome

Die einfachsten physikalischen Systeme, in de-
nen dies Prozesse beobachtet werden konnen,
bestehen aus einem einzelnen Elektron, welches
an einen positiv geladenen Kern gebunden ist,
also dem Wasserstoffatom. In diesem Fall sind
jedoch die Ubergangsfrequenzen so hoch, dass
sie nicht mehr im sichtbaren Bereich des Spek-
trums liegen, sondern im tiefen Ultravioletten
(A < 121.56 nm). Fiir die meisten Zwecke verhal-
ten sich jedoch die "wasserstoffahnlichen” Ato-
me praktisch identisch (mit skalierten Parame-
tern). Von wasserstoffdhnlichen Atomen spricht
man bei Atomen mit einem Valenzelektron, also
bei den Alkaliatomen oder bei einfach geladenen
Erdalkaliatomen. Wir diskutieren hier als Bei-
spiel Alkaliatome.

Wir betrachten als konkretes Beispiel den Uber-
gang eines einzelnen Elektrons vom s- in ein p-
Orbital: sein Drehimpuls &ndert sich dabei von 0
zu 1. Wird dieser Ubergang durch zirkular pola-
risiertes Licht angeregt, so gilt Amj = £1, und
der angeregte Zustand kann nur die Quantenzah-
len |L =1, my = 1) haben.

Abbildung 4.19: Ubergang durch zirkular polari-
siertes Licht.

Fiir zirkular polarisiertes Licht, das an einen
L =0« L' =1 Ubergang ankoppelt, gibt es da-
mit nur einen einzigen moglichen Ubergang. Das
elektrische Dipolmoment zwischen dem Grund-
zustand und dem elektronisch angeregten Zu-
stand hat somit ein einziges nicht verschwinden-
des Matrixelement

(e;L=1,mp =1ry|g;L=0,my =0) =dp.

Die Situation wird etwas komplizierter wenn
der Ausgangszustand nicht kugelsymmetrisch
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ist. Fiir den allgemeinen Fall, in dem der Aus-
gangszustand Drehimpuls L und der Endzustand
den Drehimpuls L' besitzt, wird das Matrixele-
ment

(e; L', mp/|TM|g; Lymy)

wobei fiir Dipoliibergédnge k 1 ist. Nicht-
verschwindende Matrixelemente erhélt man
dann, wenn die Vektorsumme der Drehimpulse
erhalten bleibt, d.h. wenn

I'=L+8S,

wobei S den Spin des Photons darstellt.

Abbildung 4.20: Drehimpul-Vektorsummen.

Die Kopplung zweier Drehimpulsvektoren
|L,m), |k,q) ergibt drei mogliche resultie-
rende Drehimpulsvektoren |L},5,m'). Geméaf
der Schwartz “schen Ungleichung mufs dieser
resultierende Drehimpuls den Betrag L' L
oder L + 1 haben. Fiir L 1 beispielsweise
ergibt sich L' 0,1 oder 2. Da sich auch die
z-Komponenten addieren muss die Summe der
beiden z-Komponenten gleich der z-Komponente
der Summe sein. Auferdem muss der Betrag des
Drehimpulses grofer oder gleich den Komponen-
ten sein. Damit muss fiir den Anfangszustand
lg;L = 1,mp, 1) und zirkular polarisiertes
Licht gelten

(e;Le=2,mp, =2|ry|g;Lg=1,mp =1) =dy,.

Die Matrixelemente fiir alle anderen Endzustan-
de verschwinden. Fiir 7-Licht gilt

(€; Le,mp = 1rolg; Lg = 1,mp = 1) # 0.
Lo=1,2.

Das Matrixelement fiir L, = 0 verschwindet we-
gen der Regel my < L. Fiir Einelektronensyste-
me verschwindet auch das Matrixelement fiir L,
= 1 aus Paritatsgriinden.

Fiir o_ erhilt man 2 mogliche Uberginge
(€5 Le,mp =0|r—1|g; Lg =1,my = 1) #0.

L.=0,2.

Den Wert der Matrixelemente erhdlt man mit
Hilfe des Wigner-Eckart Theorems.

4.3.4 Atomarer Drehimpuls

Die Atome, resp. Molekiile enthalten ebenfalls
Drehimpuls. Man unterscheidet hier verschiede-
ne Reservoirs. In Molekiilen enthélt die Rotation
des Gesamtmolekiils Drehimpuls. In Atomen fin-
det man elektronischen Drehimpuls aufgrund der
Bahnbewegung der Elektronen, aber auch inter-
nen, also Spin-Drehimpuls der Elektronen und
Kerne. Der elektronische Drehimpuls wird mit
den Symbolen L und S fiir Bahn- und Spindre-
himpuls bezeichnet, sowie J fiir den Gesamtdre-
himpuls

J=L+§.

Der Spin-Drehimpuls der Kerne wird meist mit I
bezeichnet und der gesamte atomare Drehimpuls
mit

— =

F=J+I=L+5+T.

Im Bohr-Sommerfeld Modell des Atoms erschie-
nen die Elektronen als Teilchen, welche um den
Kern rotierten und so offensichtlich Drehimpuls
enthielten. Im quantenmechanischen Modell ist
diese Beziehung weniger offensichtlich, aber ih-
re praktische Bedeutung umso grofer. Im freien
Raum miissen Eigenzusténde des Hamiltonope-
rators immer auch Eigenzustdnde des Drehim-
pulses sein. Wie beim Wasserstoffatom werden
alle Einelektronenzustinde entsprechend ihrem
Bahndrehiumpuls [ = 0..n-1 als s, p, d ... Orbi-
tale bezeichnet. Die Existenz von Orbitalen mit
verschwindendem Bahndrehimpuls ist iibrigens
ein direkter Widerspruch zum Bohr-Sommerfeld
Modell: Dort miissten Elektronen mit verschwin-
dendem Bahndrehimpuls in den Kern stiirzen.
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Jedem Bahndrehimpuls [ entsprechen 2[ + 1 ma-
gnetische Quantenzahlen m = —[..I. Zustidnde
mit gleichem Drehimpuls [ aber unterschiedlicher
magnetischer Quantenzahl m sind in freien Ato-
men ohne externe Felder entartet.

4.3.5 Atomare Feinstruktur

Spin- und Bahndrehimpuls eines Elektrons kop-
peln aneinander: wihrend die Energie nicht von
ihrer absoluten Orientierung abhéng spielt die
relative Orientierung eine Rolle. Diese Wechsel-
wirkung wird beschrieben durch den Hamilton-
operator

Hrp = fL-S,

wobei f die Kopplungskonstante darstellt. Die
Wechselwirkung erniedrigt die Symmetrie des
Hamiltonoperators: Die Energie ist nur noch
dann konstant wenn die beiden Teile gemeinsam
rotiert werden. Dies bedeutet auch, dass der rei-
ne Bahndrehimpuls keine Erhaltungsgrofe mehr
ist; lediglich der Gesamtdrehimpuls ist erhalten.

*1
= i |J:3/2
e T=Zm
D
$=1/2 =12 J O E
—_— I
— & L'
7 I
I o
L=0 Spin-Bahn =12 =
lg> 3s Kopplung | = =""~77°7° -

Abbildung 4.21: Spin-Bahn Kopplung.

Wir betrachten als Beispiel die niedrigsten Zu-
stdnde von Natrium. Der elektronische Grund-
zustand ist ein s Zustand, besitzt also keinen
Bahndrehimpuls und einen gesamten elektroni-
schen Drehimpuls J = L + S = 1/2. Da der
Bahndrehimpuls verschwindet existiert hier auch
keine Kopplung.

Der angeregte 3p Zustand besitzt hingegen einen
Bahndrehimpuls L = 1. Je nach relativer Orien-
tierung der beiden Komponenten L und S wird
die Summe J = 3/2 oder J = 1/2. Die Aufspal-
tung zwischen den beiden Zustdnden betragt %,

wie man aus dem Hamiltonoperator findet. Die-
se Aufspaltung wird als Feinstruktur bezeichnet
und fiihrt zur Aufspaltung der Na D-Linie in die
Dy und D- Linien. Die Aufspaltung betragt bei
Na 500 GHz und wesentlich mehr fiir die schwe-
reren Alkaliatome.

4.3.6 Hyperfeinstruktur

Eine dhnliche Kopplung existiert zwischen dem
elektronischen Drehimpuls und dem Kernspin.
Da sie kleineer ist als die Feinstruktur spricht
man von der Hyperfeinkopplung. Der Hamilton-
operator lautet

Hyp = AT T.

Die Hyperfeinkopplungskonstante A héngt vom
elektronischen Zustand ab. Fiir den Grundzu-
stand von Na ist sie A; = 900 MHz und fiir den
Py /o angeregten Zustand 95 MHz.

I=1z
e —=== o,
=32 F-1
I=12 =], | r= z_l_
—Bue__ | Hyperfein 24
lg> Wechselwirkung g 4

Abbildung 4.22: Hyperfeinkopplung

Im Grund- wie im angeregten Zustand koppelt
ein J = 1/2 elektronischer Drehimpuls an einen
Kernspin I = 3/2, so dass wir zwei mogliche Ge-
samtdrehimpulse F' = 1 und F' = 2 erhalten. Die
Aufspaltung zwischen diesen beiden Zusténden
ist gegeben durch die Kopplungskonstante A.

Im Gegensatz zur Feinstruktur ist die Hyperfein-
struktur zu klein um in einem Spektrometer ge-
messen zu werden; sie verschwindet sogar inner-
halb der Dopplerlinienbreite. Mit Hilfe hochauf-
l6sender Laserspektroskopie kann sie aber sehr
exakt gemessen werden.
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24

al

@L

0
Laserfrequenz ! GHz

Abbildung 4.23: Experimentelles Spektrum der
Na-Ds Linie.

4.3.7 Matrixelemente

Da die Kopplung zwischen Atom und Laserfeld
(das elektrische Dipolmoment) unabhéngig ist
vom Spin kann sich der Spin bei einem optischen
Ubergang auch nicht #ndern. Somit muss bei
einem erlaubten optischen Ubergang die Spin-
quantenzahl fiir den Grund- und den angeregten
Zustand die gleiche sein.

Wir diskutieren hier lediglich den Fall der LS-
Kopplung. Die Beriicksichtigung des Spins dn-
dert dann lediglich die Niveaustruktur, nicht
aber die Auswahlregeln.

my
J=3/2 32 U2 _12 312
=112 — —/
=12 —= —
-1/2 1/2

Abbildung 4.24: Ubergéinge in einem Einelektro-
nenatom.

Auch unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn
Kopplung muss die Drehimpulserhaltung gelten.
Fir den einfachsten Fall, mit einem J = 1/2
Grundzustand und einem J = 1/2, resp. J = 3/2
angeregten Zustand ist bei der Anregung mit o
Licht fiir drei Uberginge der Drehimpuls erhal-
ten. Wir konnen die entsprechenden Matrixele-

mente bestimmen z.B. indem wir die Zusténde
in die Basiszustéinde zerlegen. Fiir den letzten
Ubergang finden wir

(e;J =3/2,my=3/2|ry|g;J =1/2,m;=1/2) =
=(e;L=1,mpr=1,S=1/2,mg=1/2
|rylg; L=0,mp =0,8=1/2,mg=1/2)
=dy, .

Fiir den ersten Ubergang finden wir

(e;J =3/2,m;=1/2r|g;J =1/2,m; = —1/2) -

1
= \/;<6;L —1Lm=1,5=1/2,mg = —1/2|
‘T+|ng = OamL = 078 = 1/2’ms = _1/2>
2

§<€;L =1,mr=0,5S=1/2,mg =1/2|

‘T+|g7L:0amL:07521/27mS:_1/2>

+

Der zweite Term verschwindet aufgrund der Or-
thogonalitdt der Spinzustdnde. Wir erhalten so-
mit

(e;J =3/2,my =1/2|ry[g; ] =1/2,m; = —1/2)

1
=1/=d
\/; L

und analog

(e;J =1/2,m;=1/2|ry|g;J =1/2,m;

~1/2) = \/gdL.

Anstelle dieser schrittweisen Berechnung kann
man die Matrixelemente fiir die einzelnen Uber-
gidnge auch mit Hilfe des Wigner-Eckart Theo-
rems berechnen. Fiir Ubergénge von Jg nach J,
erhalt man

<€; Je, mJe|Tq|g; ng mJg)
1,

S < 4 Mjq

Die reduzierten Matrixelemente ergeben sich aus
dem Kopplungsschema von Spin- und Bahndre-
himpuls. In geschlossener Form lauten sie

Je
—Mje

) (e TulIrallgs J,)
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[{es Jellrgllgs Jo)I? = (25 + 1)(2Je +1)

{Jg 1 J,

2
. . 2
2 og | leLdrls o,

sofern der Spin S fiir beide Zusténde identisch
ist, und sonst Null. Das Symbol in geschweiften
Klammern ist ein 6J Symbol; numerische Werte

findet man in der Literatur.

Jvode gL Lk Jv g gLk

Ve /2 o ¢ [ Vel 1 1 ' 1 1 1 22

/e /2« (VERR VERRS "2 1 1 2 1 1 200
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1 e /e | /e /2 22 e welve i 21

' 1 c 1 oL 3z /| Ve 3/ a0

1 1 e 1 e a /e /e 3/2 1/ I

1 1 ¢ 1 1 c2 e /2 *201

' 1 0 1 1 1 *02 /e /2l 3/e 1 310

' 1 1 Ve e /e | oz e /ey e g

' t 1 1 ¢ 1 02 /e /e e 2NV BV

1 1 1 1 1 02 3/ 3/2 |« 3/ 12

1 1 1 1 ) \ 22 /2 3/ e 1 "3

V2 1/2 ¢ /20 2% /o 32| Ve i/ 201

/2 /2 e IVER IR /e 3/ 3/2 1/ 201
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1 1 e 1 1/ ry e 3/ ' ! 11

Abbildung 4.25: Numerische Werte fiir 6J-
Symbole
Fir die D; Linie erhélt man
1 1 1
{Jg . Je}(Dl):{2 ! 2}:.
L. S Ly 1 5 0 V6

Somit wird die Ubergangsstérke

2
(€3 Tellrgllgs Jo) 2 = S1{es Lellrllgs L)

und doppelt so grof fiir den Dy Ubergang.

Beriicksichtigt man zusétzlich den Kernspin, so
erhdlt man in volliger Analogie das reduzierte
Matrixelement als

[{es Fellrllgs Fy)|* = (2Fy +1)(2Fe + 1)

F, 1 F,
Jo I Jyg
In der Figur werden die Ubergangsstirken fiir
das NAtriumatom dargestellt. Die beiden obe-
ren Teile entsprechen zirkularer Polarisation des

Lichtes, die untere linearer Polarisation parallel
zur Quantisierungsachse.

2
} s Jellrllgs T2

L
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. .3 A A A
LA .

133 4{
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Abbildung 4.26: Ubergangsstirken des Na-
Atoms fiir 3 unterschiedliche
Polarisationen,

4.4 Systeme mit mehreren
Elektronen

4.4.1 Orbitale, Energie und
Erhaltungsgrofien

Elektronische Uberginge finden zwischen den
hochsten besetzten und den niedrigsten unbe-
setzten Zustdnden statt. Bei den wasserstoffahn-
lichen Atomen ist dies meistens ein Ubergang
von einem s- in ein p-Orbital. Bei diesen Syste-
men reicht es im Algemeinen, wenn man dieses
eine Elektron betrachet, da die Elektronen in den
tiefer liegenden Zustéinden an diesen Ubergéingen
praktisch nicht beteiligt sind, d.h. sie bleiben bei
der Anregung des Valenzelektrons praktisch in-
ert.

Dies gilt nicht mehr wenn sich mehrere Elektro-
nen in den dufseren Schalen befinden. In diesem
Fall kann die Energie der einzelnen Elektronen
nur noch als erste Naherung fiir die Gesamtener-
gie des Systems betrachtet werden. Die Uber-
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gangsfrequenzen, d.h. die Absorptionswellenlén-
gen, werden jedoch von der Gesamtenergie des
Systems bestimmt:

hv = Ei°" — B

wobei E!° die Gesamtenergie des Systems be-
zeichnet.

Die Gesamtenergie des Systems kann in erster
Néherung durch die Summe der Energien der
besetzten Orbitale angendhert werden. Zusétz-
lich muss jedoch noch die Wechselwirkungsener-
gie der Elektronen beriicksichtigt werden. Den
wichtigsten Beitrag dazu liefert die Coulomb-
Abstoftung zwischen den Elektronen,

Hee:Z

o2
27—
Auflerdem muss das Pauli-Prinzip berticksich-
tigt werden, d.h. die gesamte Zustandsfunktion
muss antisymmetrisch sein beziiglich der Vertau-

schung von 2 Elektronen.

Die Elektron-Elektron Wechselwirkung H. ver-
tauscht nicht mit dem Bahndrehimpuls der ein-
zelnen Elektronen. Deshalb ist der Bahndrehim-
puls der einzelnen Elektronen keine Erhaltungs-
grofe, d.h. den Eigenzustdnden des Hamilton-
operators konnen keine Drehimpulse fiir die Ein-
zelnen Elektronen zugeordnet werden. Der ge-
samte Bahndrehimpuls L = )" ; bleibt jedoch
eine Erhaltungsgrofe so lange die Spin-Bahn
Wechselwirkung nicht beriicksichtigt wird. Un-
ter Beriicksichtigung der Spin-Bahn Wechselwir-
kung ist nur noch der Gesamtdrehimpuls eine Er-
haltungsgrofse.

Die einzelnen Elektronenkonfigurationen werden
mit den Termsymbolen 25*1L; bezeichnet. Da-
bei bezeichnet 25 + 1 die Spin-Multiplizitat, L
den Gesamt-Bahndrehimpuls, und J den gesam-
ten elektronischen Drehimpuls, d.h. J=L+5.

4.4.2 Molekiile

Der wesentlichste Unterschied zwischen Atomen
und Molekiilen ist dass letztere nicht sphéri-
sche Symmetrie aufweisen. Damit fallt u.a. die

Drehimpulserhaltung weg, d.h. die Summe von
elektronischem Drehimpuls und Drehimpuls des
Lichtes ist nicht mehr erhalten. Der gesamte Dre-
himpuls ist natiirlich weiterhin erhalten, doch
muss dafiir auch der Rotationsdrehimpuls des
Molekiils berticksichtigt werden.

Aufgrund der reduzierten Symmetrie kdnnen die
Ubergangsmatrixelemente nicht mehr aus der
Erhaltung des Drehimpulses bestimmt werden.
Viele Molekiile weisen aber andere Symmetrie-
elemente auf, welche Auswahlregeln zur Fol-
ge haben. Fiir jeden konkreten Fall bestimmt
man zunichst die Symmetriegruppe des Mole-
kiils. Dies bestimmt die irreduziblen Darstellun-
gen, welche als Basis fiir die Berechnung von
Ubergangs-Matrixelementen dienen.

Die Regel fiir einen erlaubten Ubergang ist wie
bei den Atomen die dass das Matrixelement die
totalsymmetrische Darstellung enthalten muss.

Charaktertabelle fiir Gruppe C3
¢ E ¢, i ¢ = eap {2rii3}
5
A 3 ] 1 z R, 2+ 3
! e M A 2 2
£ Lo o] x pHRL R 1 — 3P apilye, x3)
Produktregeln
2. For €y, 05 G Dy Dy Cop G G
(:Iﬁ N CJJ" C‘ﬁﬁ . D.‘h . Drik‘ D.\ll Al lsfl
A 4, B B £, E,
A 4 A, B B, E £,
A; 4 8 B E, £z
B 4, A, E, E,
# A K, £
£ A =LA+ Fy B -B—- £
¥, A +TA1- &,

Abbildung 4.27: Charaktertabelle.

Fir die Bestimmung der Auswahlregeln miis-
sen zundchst die einzelnen stationdren Zustdnde
bestimmten irreduziblen Darstellungen zugewie-
sen werden. Dafiir verwendet man Tabellen zur
Gruppentheorie wie hier fiir das Beispiel C'3 dar-
gestellt. Irreduzible Darstellungen, die mit dem
Buchstaben A gekennzeichnet sind, sind nicht
entartet, wihrend F eine zweifach entartete Dar-
stellung bezeichnet. Funktionen, die rotations-
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symmetrisch beztiglich der dreifachen Achse sind
(wie z.B. z) transformieren entsprechend A. Die
Funktionen x und y gehoren zur Darstellung E.

Ein Produkt von zwei totalsymmetrischen Dar-
stellungen (AA) ist ebenfalls totalsymmetrisch.
Ein Produkt AF transformiert gemifs E, wih-
rend ein Produkt FF zweimal die totalsymme-
trische Darstellung und einmal F enthélt.

Interessieren wir uns fiir die Matrixelemente der
z-Komponente des Dipoloperators so miissen wir
Produkte

(P1]2]1h2)

finden, welche die totalsymmetrische Dartellung
A enthalten. Da z zu A gehért muss das Pro-
dukt 1119 ebenfalls zu A gehoren. Somit treten
nur Ubergéinge von A nach A oder E nach E
auf. Fir die Komponenten x,y muss hingegen
das Produkt in E liegen, so dass nur Ubergéinge
von A nach E und umgekehrt auftreten.

4.4.3 Farbige Defekte in dielektrischen
Kristallen

In Festkorpern ist das Vorgehen grundsétzlich
das gleiche. Metalle sind fiir optische Spektrosko-
pie im Allgemeinen nicht interessant. Bei Isola-
toren sind resonante optische Effekte primér an
Defekten und Verunreinigungen zu betrachten.
Die Farbe von vielen kristallinen Substanzen, wie
z.B. Edelsteinen, wird durch Defekte erzeugt.

So entsteht die rote Farbe von bestimmten Dia-
manten durch N/V Defekte: hier substituiert ein
Stickstoffatom fiir ein Kohlenstoffatom, und ein
benachbartes Atom fehlt.

In verschiedenen anderen Edelsteinen sorgen
Cr3* Verunreinigungen fiir die Farbe. Die Ci-
Tonen substiuieren dabeieinzelne Al-Ionen an ih-
ren Gitterplatzen. Ein neutrales Cr Atom besitzt
die Elektronenkonfiguration [Ar] 3d°4s!. Im drei-
fach geladenen ITon reduziert sich dies auf [Ar]
3d3. GeméiR den Hundschen Regeln besetzen die-
se 3 Elektronen im Grundzustand des Atoms drei
unterschiedliche d-Orbitale und ihr Spin wird

Abbildung 4.28: Farbige Diamanten und Struk-
tur des N/V Zentrums, das fiir
die Farbe in den rosa Diaman-
ten sorgt.

Rubin Alexandrit Smaragd
3+, 3+, 3+, x
Cr:ALO, Cr'":BeAl, O, Cr7:Be,Al 81,04
AE = 2.23 eV AE = 2.17 eV AE = 2.05 eV
}y = 556 nm hp=57Lnm A, = 605 nm

Abbildung 4.29: Unterschiedliche Edelsteine, die
Cr3*-Ionen enthalten.

maximal, d.h. S = 3/2. Der gesamte Bahndre-
himpuls wird ebenfalls maximal, d.h. L = 3 und,
da die d-Schale weniger als zur Hélfte besetzt
ist, wird der gesamte elektronische Drehimpuls
minimal, J = L — S = 3/2. Das entsprechende
Termsymbol lautet somit 4 Fj /2

4.4.4 Rubin

Die Analyse ist in diesem Fall analog zu freien
Atomen oder Molekiilen, aufser dass die Symme-
trie durch die Matrix bestimmt wird: das Sy-
stem hat nicht mehr die Symmetrie des freien
Raums (volle Rotationssymmetrie), sondern nur
noch die Symmetrie des Kristallgitters.

Die Kristallstruktur des Rubins (Cr3*:Aly03)
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Abbildung 4.30: Kristallstruktur von Rubin

ist rhomboedrisch. Die Einheitszelle enthélt zwei
Molekiile Al,Os3. Einige der Aluminium-Ionen
(A13*) sind durch Chrom-Ionen (Cr3*) ersetzt.
Sie sind von sechs Sauerstoff-Tonen (O?7) als
néchste Nachbarn umgeben, die ein trigonal ver-
zerrtes Oktaeder um das AIPT- bzw. Cr3*-Ion
bilden. Die Symmetrie des verzerrten Oktaeders
ist Cs, mit der Hauptachse entlang der Spitzen
des Einheits-Rhomboeders.

Die vier Gitterplitze des AI3T in der Elementar-
zelle sind energetisch dquivalent, da die vier ver-
zerrten Oktaeder durch Translation bzw. sowohl
Translation als auch Rotation am zentralen Ion
ineinander tiberfiilhrt werden konnen. Es befin-
den sich drei O?~Ionen im Dreieck in der Ebene
oberhalb des Cr3*-Ions und drei O?~ Ionen im
Dreieck in der Ebene unterhalb des Cr?t-Ions.
Die Dreiecke unterscheiden sich etwas in ihrer
Grofe und sind beziiglich exakter Symmetrie um
einen Winkel von ¢ & 4.3° zueinander verdreht.

4.4.5 Kristallfeld

Befindet sich ein Atom oder Ion in einem
Kristallgitter, so enthélt sein Hamiltonoperator
einen Potenzialterm

),

wobei das Potenzial V' die Symmetrie des Kri-
stallgitters aufweist. Dabei spielt hier vor allem
die Sitesymmetrie, also die lokale Symmetrie am
Ort des Atoms eine Rolle. Die wichtigsten Sym-
metrieelemente sind hier meist diskrete Rotati-
onsachsen C),. Dies bedeutet, dass das Potenzial
in sich selber iibergeht wenn die Umgebung um
den Winkel ¢ = 27” rotiert wird.

Hpot = V(

Eine wichtige Konsequenz davon ist, dass in die-
sem Fall der Drehimpuls keine Erhaltungsgrofe
mehr ist. Dies sieht man daran, dass der Drehim-
pulsoperator nicht mehr mit dem Hamiltonope-
rator vertauscht. Wiirde er dies tun, so wiirde

e~ a0l = 3,

d.h. der Hamiltonoperator wiirde bei beliebigen
Drehwinkeln g invariant bleiben. Da er dies nicht
ist schliefsen wir, dass er nicht mit dem Drehim-
puls vertauscht. Ein Eigenzustand des Drehim-
pulsoperators ist deshalb i.A. nicht gleichzeitig
Eigenzustand des Hamiltonoperators. Die Eigen-
zustdnde haben deshalb keinen wohl definierten
Drehimpuls

Die Cr3*Ionen besitzen 3 3d-Elektronen. In frei-
en Atomen sind die 5 d-Orbitale entartet. In ei-
nem Festkorper ist jedoch die Umgebung nicht
mehr isotrop und die Energien der Orbitale des-
halb nicht mehr gleich. Wir betrachten nun, wie
sich die Energie dieser Orbitale verschiebt, wenn
sie mit dem Feld wechselwirken, welches die be-
nachbarten Ionen erzeugen. Als einfaches Mo-
dell beschreiben wir die benachbarten Atome als
Punktladungen der Ladung —Ze (wobei Z i.A.
keine ganze Zahl ist).

Abbildung 4.31: d-Orbitale im Rubin

Die Figur zeigt die d-Orbitale der Cr-Ionen
beziiglich der benachbarten O-Ionen. Fiir die-
se Behandlung wurde zunédchst eine oktaedri-
sche Umgebung angenommen. Die e-Orbitale
erfahren eine stidrkere Abstofung als die to-
Orbitale aufgrund ihrer hoéheren Aufenthalts-
Wahrscheinlichkeit am Ort der negativ gelade-
nen Sauerstoff-Atome.
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oktaedrische
Symmetrie

trigonale
Symmetrie
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s

Abbildung 4.32: Verschiebung der Energienive-
aus im Kristallfeld.

Aufgrund dieser unterschiedlichen Verschiebung
der Energien spalten die Zustinde im Kristallfeld
auf. Aufgrund der trigonalen Verzerrung spalten
auch die to-Orbitale nochmals auf.

4.4.6 Elektron-Elektron
Wechselwirkung

Die Orbitale beschreiben die Zusténde von Elek-
tronen, die voneinender unabhéangig sind. Fiir die
Gesamtenergie eines Atoms spielen jedoch auch
die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen
eine Rolle. Der elektronische Hamiltonoperator
enthélt dann die Terme

H= Ho() + Y M 7).

i i<j
Hier stellt Ho den Einelektronen-
Hamiltonioperator dar und H'(7,7;) die
Coulomb-Abstoftung zwischen den FElektronen.
Diese Wechselwirkung wird als kleine Stérung

von Hg behandelt.

Wenn wir die Zustandsfunktion des Ge-
samtsystems berechnen miissen wir Produk-
te der Zustéinde der FEinzelektronen bilden
und dies antisymmetrisieren (z.B. iiber Slater-
Determinanten). Bei der Produktbildung muss
wie bei den Alkaliatomen die Vektoraddition der
Drehimpulse beriicksichtigt werden. Im Fall der
drei besetzten d-Orbitale kann der Drehimpuls
fiir parallele Spins maximal L = 2+1+0 = 3 be-
tragen, d.h. der Zustand niedrigster Energie ist
ein *F-Zustand. Zusténde, bei denen die Dre-
himpulse anders addiert werden haben hohere
Energie, z.B. 4P, 2P.

*Asltze) ,
T, (t:8%)

E/B 70

AL (e
T, (tZe)
T, (t3e)
T, (1)

T, (t2)
E (th)

, i, A ()
Z 3 p
Da/B

Abbildung 4.33: Energie der d3-Zustéinde als
Funktion der Stérke der Kri-
stallfeldaufspaltung.

Die resultierenden Zusténde haben Energien, die
einerseits von der Stérke der Wechselwirkung ab-
héngen, andererseits von der Starke der Kristall-
feldaufspaltung. Der vertikale Strich zeigt den
Wert fiir Rubin. Wie man erkennen kann reagie-
ren nicht alle Zustédnde gleich stark auf das Kri-
stallfeld. Insbesdondere steigt die Energie der-
jenigen Zustdnde, die ein Elektron in einem e-
Zustand haben (t3e) stark an, wihrend die Zu-
stande die alle 3 Elektronen in den ¢t—Zustanden
haben (t3), praktisch gleich bleibt (gegeniiber
dem Grundzustand). Dies fiihrt dazu, dass die
Reihenfolge der Zusténde sich dndert.

Bei anderen Systemen kann dies auch zu einer
Anderung des Grundzustandes fithren. Das be-
kannteste Beispiel ist Fe3T, ein System mit 5
d-Elektronen. Bei freien Ionen, resp. geringer
Kristallfeldaufspaltung gilt die Hundsche Regel,
nach der alle Spins parallel ausgerichtet sind und
der Grundzustand hat den Gesamtspin S = 5/2
(high spin). Bei starker Kristallfeldaufspaltung
wird es energetisch gilinstiger, 3 Elektronen in
den energetisch niedrigeren Orbitalen unterzu-
bringen. Damit sinkt der Gesamtspin auf S =
1/2 (low spin).

Die Berechnung der Ubergangsamplituden er-
folgt analog zum Einelektronen-Atom indem
man den Dipoloperator in die Eigenbasis trans-
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Abbildung 4.34: Spektrum von Rubin

formiert. In der Figur sind auch die Linienbrei-
ten dargestellt. Diese hangen zum einen von
der Ubergangsstiarke ab, zum anderen von der
Empfindlichkeit der Energiedifferenzen beziiglich
Kristallfeld-Verzerrungen: Eine hohe Empfindli-
chekeit (=steile Kurve in der Figur E vs. D) be-
deutet, dass geringe Verzerrungen der Umgebung
(z.B. durch Defekte) eine wesentliche Verschie-
bung der Ubergangsenergie erzeugen. Im statisti-
schen Mittel iiber den Kristall erzeugt dies eine
breite Gesamtlinie.

4.4.7 Seltene Erden

Bei den seltenen Erden findet man eine dhnliche
Situation wie bei den Ubergangsmetallionen: in
diesem Fall werden die hdéchsten besetzten und
die niedrigsten unbesetzten Zustdnde durch teil-
weise besetzte f-Zusténde gebildet. Der wichtig-
ste Unterschied im Vergleich zu den Ubergangs-
metallen ist, dass in diesem Fall die Spin-Bahn
Wechselwirkung wesentlich starker ist als bei den
Ubergangsmetallionen. Das liegt vor allem dar-
an, dass die Spin-Bahn Wechselwirkung mit zu-
nehmender Kernladungszahl ansteigt.

Alle seltenen Erden weisen eine grofse Zahl von
Zustanden auf, welche sich nur durch die unter-
schiedliche Besetzung der 4f Orbitale unterschei-
den.

Als Beispiel betrachten wir Pr3*. Dieses Ion be-
sitzt 2 4f Elektronen. Geméaf den Hundschen Re-

Pt [Xe] df?

Efem! Kristallfeld
ID2

16375

Frergie / 1000 ¢m!

3

_H5 / 15— —
3 116
H,

- — 21—
— ety ™~

L0 | |k

+ |Nd PmSm Eu Gd Th Dy Ho Er Tm Yb

Abbildung 4.35: Energieen von seltenen Erden,
spezielle Pr3* im Kristallfeld.

geln haben diese paallelen Spin, S = 1. Der ma-
ximale Bahndrehimpuls ist 3 + 2 = 5, d.h der
Grundzustand ist ein 3H, Zustand, wobei wir
auch die dritte Hundsche Regel beriicksichtigt
haben, J =L — S.

Der Grundzustand des freien Ions ist somit 2.J +
1 = 9-fach entartet. Im Kristallfeld, welches z.B.
im Gastkristall YAIO3 eine niedrige Symmetrie
aufweis, wird die Entartung dieser Zusténde auf-
gehoben und die Zusténde spalten auf.

4.4.8 Halbleiter

Zum Schluss soll noch ansatzweise der Fall eines
Festkorpers mit Bandstruktur behandelt werden.
Da Metalle und Isolatoren fiir optische Spektro-
skopie wenig interessant sind bleiben vor allem
Halbleiter. Dabei diskutieren wir nicht den allge-
meinen Fall, sondern lediglich der relativ einfa-
che aber wichtige Fall von kubischer Symmetrie
wie er z.B. in GaAs auftritt. In diesem Fall ist
die Symmetrie hoch genug dass weiterhin Dre-
himpulserhaltung gilt, so dass die Auswahlregeln
praktisch vom freien Atom {ibernommen werden
konnen.

In GaAs hat das Valenzband p-Charakter, d.h.
die Elektronen (und Locher) im Valenzband be-
sitzen einen Drehimpuls L, = 1. Das Leitungs-
band hat s Charakter, d.h. die Elektronen besit-
zen L. = 0. Unter Beriicksichtigung des Spins er-
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Abbildung 4.36: Bandstruktur von GaAs

hélt man fiir das Valenzband die moglichen Dre-
himpulszustande J, = 1/2 und J, = 3/2. Die
Spin-Bahn Wechselwirkung fiihrt zu einer Auf-
spaltung, welche fiir GaAs 0.34 eV betragt (fiir
k =0). Der J = 1/2 Zustand hat die niedrigere
Energie und bildet ein zweifach entartetes Sub-
band, wihrend das obere Subband (J = 3/2) fur

k = 0 vierfach entartet ist.

-1/2 1/2

J=1/2

J=32 73 T 1/2 312

Abbildung 4.37: Ubergangsstirken in GaAs.

Die Ubergangsmatrixelemente sind praktisch
identisch wie bei der Do Linie der Alkaliatome
wenn man bertiicksichtigt dass hier der J = 3/2
Zustand unten und J = 1/2 oben liegt.
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