4 Gitterschwingungen und Phononen

Die Struktur eines Festkorpers ergibt sich dar-
aus, dass die Atome sich an der Stelle befinden,
welche die Gesamtenergie der Anordnung mini-
miert. Dies ist deshalb die Position, die sie - ab-
gesehen von der quantenmechanischen Unschérfe
- am absoluten Nullpunkt einnehmen. Bei endli-
chen Temperaturen hingegen fiithren sie Schwin-
gungsbewegungen um diese Gleichgewichtsposi-
tionen durch und besitzen damit eine hohere
Energie.

Dieses Kapitel befasst sich mit diesen Schwin-
gungen. Sie sind wichtig fiir das Verstédndnis von
vielen Materialeigenschaften, wie z.B. die spezifi-
sche Warme, Leitfahigkeit fiir Elektrizitét, Schall
und Wirme, oder die Volumenausdehnung. Auch
die Supraleitung (Kap. @ kann nur iiber die
Schwingungen der Gitteratome verstanden wer-
den. Dariiber hinaus beobachtet man den Effekt
von Schwingungen in der Wechselwirkung mit
unterschiedlichen Arten von Strahlung, wie z.B.
infrarotem Licht oder thermischen Neutronen.

Um die Bewegung einer praktisch unendlich
groken Zahl von Atomen effektiv beschreiben
und niitzliche Resultate erhalten zu konnen,
nutzt man zum einen die Symmetrie des Git-
ters. Zum andern fiihrt man kollektive Koordina-
ten ein, also Freiheitsgrade, welche nicht einzel-
ne Atome beschreiben, sondern kollektive Aus-
lenkungen, an denen sdmtliche Atome beteiligt
sind.

4.1 Grundlagen

4.1.1 Gleichgewichtsumgebung

In diesem Kapitel wird die Position 7 der Ato-
me nicht mehr als fest angenommen, sondern
als variabel. Dabei soll jedes Atom eine Gleich-
gewichtsposition 7y haben, aber gegeniiber die-

ser Gleichgewichtsposition Auslenkungen & er-
fahren,

7(t) = 7o + Z(¢),

wobei diese im Mittel verschwinden, (Z) = 0.
Diese Auslenkungen sind klein im Vergleich zu
typischen Absténden zwischen néichsten Nach-
barn.

Die Diskussion erfolgt auf er Basis der Born-
Oppenheimer Néherung, d.h. wir betrachten die
Bewegung der Kerne in einem effektiven Poten-
zial, welches durch die Abhéngigkeit der elektro-
nischen Energie von den Kern-Koordinaten ge-
geben ist. Die riicktreibende Kraft des Potenzi-
als fiihrt dann zu einer Schwingung. Das Poten-
zial ist gegeben durch die Bindungsenergie des
Systems, d.h. durch die kinetische Energie der
Elektronen und die Coulomb-Energie der Kerne
und Elektronen.

Naherung

U=Us+ Uiz +Usa® +...

Potenzial

Potenzielle Energie U

Xo=0 Position x

Abbildung 4.1: Potenzialverlauf und harmoni-
sche Nédherung.

Wir diskutieren zunéchst ein eindimensionales
System und entwickeln das Potenzial eines ein-
zelnen Atoms in der Umgebung seiner Ruhelage
als

U=Uy+Uiz+Uz® + ...,

wobei x die Auslenkung aus der Ruhelage be-
zeichnet. Die Ruhelage ist aber gerade dadurch
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4 Gitterschwingungen und Phononen

definiert, dass die Energie minimal ist. Somit
muss der lineare Term verschwinden,

ou
Oz =0

U; =0.
Die Kraft, welche auf das Atom wirkt, ist dem-
nach in niedrigster Ordnung

Diese Form entspricht dem Hooke’schen Gesetz.
In der Festkorperphysik wird dies als die harmo-
nische Naherung bezeichnet. Wir verwenden sie
flir den grofiten Teil dieses Kapitels. Wenn die
hoheren Terme (Us, . . . ) relevant werden, spricht
man von anharmonischen Effekten. Diese werden
in Kapitel angesprochen.

4.1.2 Die eindimensionale Kette

Auch bei Schwingungen hat die Periodizitat des
Gitters einen entscheidenden Einfluss: die Atome
schwingen nicht unabhéngig voneinander, sonder
sie fithren kollektive Bewegungen durch, an de-
nen sdmtliche Atome des Kristalls beteiligt sind.
Interessanterweise konnen diese Bewegungen je-
doch in sehr guter Naherung analytisch berech-
net werden.

Feder-
. Abstand a  konstante C

-1~ T -o- T -o- T -o-

—_— —_— e

Xs-1 Xs Xs+1

Abbildung 4.2: Eindimensionale Kette.

Das einfachste mdogliche Modell fiir die Schwin-
gung von Atomen in einem Gitter ist das einer
eindimensionalen Kette, welche aus identischen
Atomen besteht, welche durch identische Wech-
selwirkungen aneinander gekoppelt sind. Die in-
teratomaren Kréfte sind nur vom Abstand zu
den direkten Nachbarn abhéngig. xs beschreibt
hier die Auslenkung des s-ten Atoms aus der Ru-
helage.

Durch die Federn wird die Kraft auf ein Atom ab-
héngig von der Position des Nachbaratoms. Die

Bewegungsgleichungen der einzelnen Atome sind
deshalb miteinander gekoppelt. Damit lautet die
Bewegungsgleichung fiir das Atom an Position s

Mig = C($s+1 + X1 — 2$s), (4.1)

wobei C die Kraftkonstante und M die atoma-
re Masse beschreibt. Da ein Atom mehrere néch-
ste Nachbarn besitzt, wirkt die Auslenkung eines
Atoms aus der Ruhelage immer auch auf mehre-
re andere Atome. Dies fiihrt dazu, dass die Aus-
lenkung nicht auf einem Atom lokalisiert blei-
ben kann. Mathematisch hat man ein System von
N gekoppelten Differenzialgleichungen (pro Frei-
heitsgrad). Um diese zu 16sen, muss man die Ei-
genvektoren des Systems bestimmen. Diese wer-
den als Eigenmoden bezeichnet.

Aus der Translationssymmetrie des Systems
folgt, dass die Figenfunktionen ebene Wellen sein
miissen, welche sich entlang der Kette ausbrei-
ten. Ein sinnvoller Ansatz ist damit

zs = Xoe'thsa=wt), (4.2)

Hier ist k& die Wellenzahl (mit Dimension [k]
m~!), Xy die Amplitude und w die Kreisfre-
quenz, a bezeichnet den Abstand zwischen néch-
sten Nachbarn und sa die Gleichgewichtsposition
des Atoms mit Index s.

4.1.3 Normalkoordinaten und
Dispersionsrelation

Die neu eingefiihrten Eigenmoden beziehen sich
nicht mehr auf einzelne Atome, sondern auf die
Gesamtheit der Atome. Sie zeichnen sich durch
ihre harmonische Zeitabhéngigkeit aus und wer-
den auch als Normalkoordinaten bezeichnet. Die
Auslenkung der einzelnen Atome lassen sich da-
mit schreiben als

—ika

Te 1 = Ts€ ika

Tsr1l = Ts€
Durch Einsetzen von xs_1, s, Ts4+1 in die Bewe-
gungsgleichung (4.1) erhalten wir

—Muw?z, C (eik“ + e ke _ 2) Ts.

2C (cos(ka) — 1) x4
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Wir dividieren durch —Mz; und erhalten

C C ka
2 _ _ — 102
w = 2M (1 — cos(ka)) 4M sin” —-.

Damit wird die Eigenfrequenz

C

M

. ka
sin —

—9
w 2

Jedes Wertepaar (k,w) charakterisiert eine Ei-
genmode der Gitterschwingung. Innerhalb der
harmonischen Néherung sind die Schwingungen
voneinander unabhangig. In einem unendlichen
Kristall sind diese Werte kontinuierlich. In einem
endlichen Kristall gibt es 3N diskrete Moden,
wobei N die Anzahl der Einheitszellen des Kri-
stalls darstellt.

A>a:wxk

Frequenz w

Wellenzahl k

Abbildung 4.3: Dispersion der eindimensionalen
Kette.

Meist betrachtet man die Schwingungsfrequenz
w als Funktion der Wellenzahl k. Abb. zeigt
die Dispersionsrelation w(k). Fiir kleine Wellen-
zahlen, also grofle Wellenldngen geht die Fre-
quenz gegen Null. Im linearen Bereich gilt:

w%\/%lkd

d.h. die Frequenz ist direkt proportional zur Wel-
lenzahl. Daraus folgt fir die Schallgeschwindig-
keit

dw w C
Vg =_—=q

T dk

i

Die Phasendifferenz zwischen benachbarten Ato-
men betrigt e~ Fiir kleine Wellenzahlen ist

somit die Phasendifferenz klein, d.h. benachbar-
te Atome schwingen hier praktisch in Phase

Anders sieht es beim Wellenvektor £ = w/a
aus. Hier ist e %® = —1, d.h. benachbarte Ato-
me schwingen in Gegenphase. Die Wellenlange
A = 27/k = 2a entspricht der doppelten Lén-
ge der Einheitszelle, d.h. {iberndchste Nachbarn
schwingen in Phase.

4.1.4 Brillouin-Zone

Mit weiter zunehmenden Wellenvektoren, also
kiirzeren Wellenlédngen, wird der Unterschied
zwischen den Auslenkungen benachbarter Ato-
me wieder kleiner. Dies dufert sich auch in der
Frequenz, wie man in der Dispersionsrelation (—
Abb. erkennen kann. Offenbar ist die Fre-
quenzabhéngigkeit periodisch in &, mit Periode
27 /a. Dies liegt daran, dass die Auslenkung die
Position von Kernen beschreibt, also von diskre-
ten Punktpartikeln.

cos(5s)

Orts

Auslenkung

Abbildung 4.4: Zwei Schwingungen mit unter-
schiedlichen Wellenzahlen, wel-
che die gleiche Auslenkung der
Atome ergeben.

Da die Amplitude der Schwingung nur an den
Kernorten definiert ist, ist es physikalisch nicht
moglich, Schwingungen zu unterscheiden, deren
Wellenvektor sich um 27/a unterscheidet. An-
ders ausgedriickt: die Position eines Atoms mit
einer Phase von 57/2 ist identisch zur Position
mit einer Phase 7/2. Ein solches Beispiel ist in
Abb. 4.4 dargestellt: Die Wellenvektoren der vio-
letten und der schwarzen Kurve unterscheiden
sich um 2n/a. Wie in Abb. gezeigt, erzeugen
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4 Gitterschwingungen und Phononen

sie die gleichen atomaren Auslenkungen. Die-
se Beziehung wird auch als Abtasttheorem oder
Nyquist-Theorem bezeichnet. Es muss z.B. bei
der Digitalisierung von Messdaten berticksichtigt

werden.
, |
I

Abbildung 4.5: Die 1. Brillouin-Zone enthélt die
gesamte Information.
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Bezogen auf die Dispersionsrelation w(k) der
Gitterschwingungen bedeutet dies, dass nur der
Bereich zwischen —m/a < k < m/a betrachtet
werden muss. Wie bei der Einfiithrung des rezi-
proken Gitters in Kapitel diskutiert, wird
dieser Bereich als erste Brillouin-Zone bezeich-
net.
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Abbildung 4.6: Dispersionsrelationen von Blei.

Die Dispersionsrelation der Gitterschwingungen
w(lg) kann durch gleichzeitige Messung von Wel-
lenvektor k und Frequenz w, u.a. mit unelasti-
scher Rontgenstreuung gemessen werden. Abb.
zeigt als Beispiel die Dispersionsrelationen
von Blei, welches in einem fcc-Gitter kristalli-
siert. In diesem, wie auch in vielen anderen Fal-
len, enthélt die Darstellung mehrere Richtungen
innerhalb der ersten Brillouin-Zone. Details zu
den verschiedenen Kurven werden in Kapitel
diskutiert und die Messmethoden werden in Ka-

pitel beschrieben.
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Abbildung 4.7: Dispersionsrelationen von Kup-
fer.

Die Dispersion von Kupfer (siehe Abb.
sieht dhnlich aus. Beide Metalle kristallisieren
in einem fcc Gitter. Da Kupferatome leich-
ter sind (mgy,=63,5; mpp=207,2), sind die ent-
sprechenden Schwingungsfrequenzen jedoch ho-
her. Man erhilt jeweils einen longitudinalen und
zwel transversale Aste, wobei die transversalen
Schwingungen je nach Ausbreitungsrichtung ent-
artet sein konnen.

4.1.5 Gruppengeschwindigkeit und
Phasengeschwindigkeit

Die Beziehung zwischen Frequenz und Wellen-
zahl ergibt direkt die Phasengeschwindigkeit

_w_,y/C
TR TN M

. ka
51n2'/k,

sowie die Gruppengeschwindigkeit aus der Stei-
gung
dw

_w_ JC
YOSk TV M

Abb. zeigt den Verlauf fiir den Bereich 0 <
k < m/a. Fir sehr kleine Wellenvektoren, d.h.
sehr grofte Wellenlédngen geht die Frequenz linear
gegen null. In diesem Bereich sind die Phasenge-
schwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeit
gleich und konstant,

vp(k = 0) =vg(k —0) = a\/g.

In diesem Bereich ist die Wellenlénge sehr viel
grofler als die Gitterkonstante, sodass die dis-
krete Natur des Gitters hier keine Rolle spielt.

cos —| .
2
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Abbildung 4.8: Dispersion von Frequenz und
Gruppengeschwindigkeit.

Schwingungen in diesem Bereich kénnen auch
gut mit Hilfe von kontinuierlichen Modellen be-
schrieben werden, welche die atomare Struktur
der Materie nicht explizit beriicksichtigen (—
Kap. . Wellen mit grofsen Wellenldngen sind
z.B. wichtig bei der Schallausbreitung. Typi-
sche Schallgeschwindigkeiten in Festkorpern lie-
gen bei vg &~ 4000 m /sec.

Mit einer typischen FKinheitszellen-Grofie von
a ~ 5-1071% m wird die minimale Wellenlinge an
den Grenzen der ersten Brillouin-Zone, d.h. bei
k = 7/a, Amin = 2a ~ 107 m. Dies entspricht
der maximalen Schwingungsfrequenz

Us

=4.10"%Hz.

Vmaz =~ .
mwn
Am Rand der Brillouin-Zone geht die Gruppen-
geschwindigkeit gegen null,

dw
dk|x 0,
d.h. es wird keine Energie mehr transportiert.
Dies lasst sich leicht verstehen wenn wir be-
riicksichtigen, dass an diesem Punkt die Bragg-
Bedingung erfiillt ist: Die allgemeine Bezichung
fiir die Bragg-Bedingung

2dsinf = A\

wird fiir d = a, = 7/2 zu

2
2a:/\:—7r

A oder

E=2
a

o

Abbildung 4.9: Reflexion einer Welle, welche die
Bragg-Bedingung A = 2a erfiillt.

Das bedeutet, dass die einfallende Welle am Git-
ter sehr effizient reflektiert wird. Die einfallende
Welle und die reflektierte Welle bilden zusammen
eine stehende Welle, bei der die um eine Ele-
mentarzelle getrennten Atome jeweils um 180°
aufler Phase sind. Stehende Wellen transportie-
ren aber keine Energie.

4.1.6 Transversalschwingungen

Die hier betrachtete Bewegung entlang der Ket-
te ist nicht die einzige Moglichkeit. Zusétzlich
gibt es die Moglichkeit, dass die Atome senkrecht
zur Kette ausgelenkt werden. Da ein Atom drei
Freiheitsgrade besitzt, gibt es pro Atom 3 Arten
von Gitterschwingungen, néamlich eine in Rich-
tung der Kette und zwei senkrecht dazu. Die bis-
her behandelte Schwingung wird als longitudinal
bezeichnet, die andern beiden als transversal.

Abbildung 4.10: Federmodell in 3D; longitudina-
le und transversale Moden.

Das gleiche gilt in 3 Dimensionen. Dort haben die
beiden Transversalschwingungen im Allgemeinen
unterschiedliche Dispersionsrelationen. In einem
Kristall hangt die Ausbreitungsgeschwindigkeit
aukerdem von der Ausbreitungsrichtung ab. In
den beiden Abbildungen und sind fiir
Wellenvektoren in Richtung (1,1,0) jeweils zwei
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transversale Aste erkennbar, wihrend sie fiir die
Richtungen (1,0,0) und (1,1,1) jeweils entartet
sind.

4.2 Kontinuumsmechanik

Um einen besseren Einblick in die Schallaus-
breitung in anisotropen Medien zu erhalten, soll
in diesem Kapitel zunédchst der kontinuierliche
Grenzfall diskutiert werden.

4.2.1 Spannung und Dehnung

Fiir den Ubergang zu dreidimensionalen Kor-
pern betrachten wir zunéchst die klassische Kon-
tinuumsmechanik. Man beschreibt die Verénde-
rung eines Volumenelementes unter dem Einfluss
duflerer Krifte als eine Kombination von Ver-
schiebung, Dehnung (Anderung der Lingen) und
Scherung (Anderung der Winkel).

F

L+AL

F
Abbildung 4.11: Spannung = Kraft pro Flache.
Die aufteren Krafte auf das Volumenelement wer-

den jeweils auf die Flache normiert, auf die
sie wirken. Den Quotienten bezeichnet man als

Spannung
dF N
S—M [5’]—@.

Eine allgemeine Spannung kann zerlegt werden
in eine Normalspannung ¢ und eine Tangential-
(Schub-) Spannung 7:

Bei der Normalspannung kennzeichnet man die
Richtung mit einem Index, bei der Schubspan-
nung die Flache mit einem Index, die Richtung
mit einem zweiten. An einem Wiirfel findet man
somit

Oxy0y, 0z  Topys Tz, Tyz, Tyx Tzas Tzy-
Aus Symmetriegriinden gilt 7,3 = 734, so dass
noch drei unabhéngige Schubspannungen blei-
ben.

Kein Korper ist absolut starr. Deshalb erzeugen
Spannungen Verformungen. Bei den elastischen
Verformungen unterscheidet man zwischen Deh-
nungen € (rechte Winkel bleiben erhalten) und
Schiebungen oder Scherungen ~, welche Winkel-
anderungen beschreiben.

dF dF,

dF;

Abbildung 4.12: Dehnung = relative Lingenin-
derung.

Eine Dehnung ist definiert als die relative Lin-
genanderung

(—ty AL
b b

€

4.2.2 Elastische Konstanten

Spannung und Dehnung sind voneinander ab-
héngig. In den meisten Korpern existiert zudem
flir niedrige Spannungen ein Bereich, in dem ei-
ne lineare Beziehung gilt, welche fiir Federn als
Hooke’sches Gesetz bekannt ist:
o0=FEe, [E]=Nm?
wobei die Proportionalitdtskonstante E als Ela-
stizitdtsmodul bezeichnet wird.
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(Werk-)Stoff Elastizitdtsmodul E in
GNm~—?2

Eis 9.9
Blei 17
Al (rein) 72
Glas 76
Gold 81
Messing (kaltverf.) 100
Kupfer (kaltverf.) 126
V2A-Stahl 195

Elastizitdtsmodule stellen wichtige technische
Grofen dar und sind deshalb von vielen Mate-
rialien bestimmt worden. Fiir Metalle liegen sie
im Bereich von 10! N/m?.

Adj2 4F

]

Fv
d
Abbildung 4.13: Querdehnung: der blaue Koérper

wird durch die Kraft F zum ro-
ten Korper verformt.

Eine Normalspannung erzeugt nicht nur eine
Langendnderung A{, sondern auch eine Quer-
dehnung ¢, = Ad/d, wie in Abb. ge-
zeigt. Diese Querdehnung e, ist proportional zur
Léangsdehnung ¢, es gilt ¢, = —pe, mit der Quer-
dehnungszahl .

’ (Werk-)Stoff ‘ Querdehnungszahl p ‘

Eis 0,33

Blei 0,44

Al (rein) 0,34
Glas 0,17

Gold 0,42
Messing (kaltverf.) 0,38
Kupfer (kaltverf.) 0,35
V2A-Stahl 0,28

Diese dimensionslose Zahl liegt typischerweise im
Bereich von 70.3.

4.2.3 Scherung

F
B

<
=

F

Abbildung 4.14: Scherung.

In analoger Weise kann man Scherungen behan-
deln. Abb. zeigt eine Scherung fiir einen Zy-
linder. Sie ist quantifiziert durch die Winkelan-
derung

Im linearen Bereich ist die Scherung proportional
zur Schubspannung 7:

T =Ga,

und die Proportionalitdtskonstante G wird als
Schubmodul bezeichnet.

(Werk-)Stoft Schubmodul G

in GNm~2
Eis 3,7

Blei 9,5-17,9
Al (rein) 27
Glas 33
Gold 28
Messing (kaltverf.) 36
Kupfer (kaltverf.) 47
V2A-Stahl 80

Die Schubmodule von vielen Materialien sind ge-
messen worden. Sie sind von dhnlicher Gréfsen-
ordnung wie die Elastizitéts- und Kompressions-
module, aber immer etwas kleiner.
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4.2.4 Unelastisches Verhalten

Die elastischen Eigenschaften kénnen fiir gerin-
ge Auslenkungen mit Hilfe des verallgemeinerten
Hooke’schen Gesetzes dargestellt werden, d.h.
durch eine lineare Beziehung zwischen Spannung
und Forménderung. Dies ist allgemein der Fall in
der Nidhe des Gleichgewichts, da man das linea-
re Kraftgesetz aus dem ersten nicht verschwin-
denden Term der Taylorreihe erhalt. Fiir grofere
Auslenkungen wird die Reaktion nichtlinear; dies
entspricht auf der Stufe der Gitterschwingungen
dem Auftreten anharmonischer Effekte: in bei-
den Féllen spielen die Terme der Ordnung >2 in
der Taylorreihe des Potenzials eine Rolle.

A
plastischer Bereich

(irreversibel)

Bruch
<
<
[T
()]
c
>
c Hysterese
o
Q
(Y]

DehnungA2/2

Abbildung 4.15: Elastische vs. plastische Verfor-
mung.

Wihrend die Einzelheiten differieren, findet man
in den meisten Materialien ein Verhalten, das
qualitativ etwa so aussieht: Das Hooke’sche Ge-
setz, d.h. eine lineare Beziehung zwischen Span-
nung und Dehnung, gilt fiir geringe Dehnungen.

Danach folgt ein elastisch-plastischer Bereich. In
diesem Bereich ist die Beziehung nichtlinear, der
Korper geht nach Abklingen der &ufieren Ein-
wirkungen jedoch in den urspriinglichen Zustand
zuriick. Fiir noch grofere Kréfte folgt eine plasti-
sche Reaktion, also eine irreversible Verformung.

Auf mikroskopischer Ebene entsprechen elasti-
sche Verformungen einer entsprechenden Verfor-
mung auf atomarer Ebene, wiahrend bei plasti-
schen Verformungen Bindungen gebrochen wer-
den. Welcher Art diese Anderungen sind, hingt
von der Art des Materials ab. Bei Metallen kon-

Metalle

35550

¥
999

Polymere

S

plastische @
Q9999

Verformung
Abbildung 4.16: Mikroskopische Prozesse bei
der Verformung eines Metalls
(links) und Polymers (rechts).

plastische
Verformun

nen die Atome relativ leicht gegeneinander ver-
schoben werden.

Bei kovalent gebundenen Materialien, wie z.B.
Polymeren, werden Bindungen nur schwer gebro-
chen. Die Molekiile haben jedoch die Freiheit, um
einzelne Einfachbindungen zu rotieren und so ih-
re Form zu dndern. Eine plastische Verformung
fiihrt hier deshalb zu einer Verstreckung der Mo-
lekiile.

4.2.5 Dehnungstensor

Fiir das Verstédndnis der Gitterschwingungen ist
nur der elastische Bereich relevant. Hingegen
muss das obige Modell noch dahingehend er-
weitert werden, dass die elastischen Konstanten
in einem kristallinen Material richtungsabhéngig
sind. Da die interatomaren Potenziale von der
Richtung abhéngen, erzeugen auch Spannungen
unterschiedliche Verformungen je nach der Rich-
tung in der sie beziiglich dem Kristallgitter wir-
ken.

Um eine allgemeine Verformung zu beschreiben,
muss jedem Punkt P des Korpers in seiner Ru-
helage ein Punkt P’ des deformierten Korpers
zugeordnet werden. Der Vektor

()
n(7)
¢()

der diese Translation beschreibt, héngt selber
von der Position ¥ im Raum ab.

() =

94



4 Gitterschwingungen und Phononen

=

Abbildung 4.17: Tensorielle
Verformung.

Beschreibung der

Es ist sinnvoll, ihn in verschiedene Komponen-
ten aufzuteilen. Seit Helmholtz benutzt man da-
fiir eine Verschiebung (Translation), eine Rota-
tion, und drei orthogonale Dehnungen. Transla-
tion und Rotation beziehen sich auf den gesam-
ten Koérper, sind also nicht vom Ort 7 abhéngig
und dndern die elastische Energie des Systems
nicht. Diese wird (in linearer Naherung) nur von
der ersten Ableitung von @ bestimmt, welche als
Dehnung beschrieben werden kann. Diese wird
durch den Dehnungs- oder Verzerrungstensor

1 1

€xx 2 ea:y 2 €xz
? = 1 € € 1 (&
- % ry yy 2-Yz
Qexz 2 eyz €2z

beschrieben. Dieser symmetrische Tensor besitzt
6 unabhéngige Elemente. Die Diagonalelemente

a daq
dx dz

dn
dy

€xx = y Cyy = y €2z =

beschreiben, wie die Verschiebung parallel zur
entsprechenden Koordinate entlang der Achse
zunimmt. Die Auferdiagonalelemente

d§¢ dn
v = gt g
dn | d¢
e = =gt
et
xrz - Zw_dz_dx

beschreiben die Zunahme der Verschiebung par-
allel zu einer Richtung senkrecht zur Verschie-
bung. Die Faktoren 1/2 werden z.T. auch in die
Definition der Tensorelemente einbezogen. Der
zugehorige antisymmetrische Tensor beschreibt
eine Rotation. Die Elemente des Dehnungsten-
sors sind dimensionslos und in allen relevanten
Fallen < 1.

Mit Hilfe dieses Tensors kann der Dehnungsanteil
der Verformung im linearen Bereich geschrieben
werden als

wobei die Verschiebung bei ¥ = 0 als Translation
behandelt wird.

Wie bei jedem symmetrischen Tensor zweiter
Stufe existiert ein ausgezeichnetes Koordinaten-
system in dem dieser Tensor diagonal wird. Die
Diagonalelemente in dieser Form geben gerade
die Dehnung in Achsenrichtung an. Ein Punkt,
der auf einer der Hauptachsen liegt, bleibt also
auch unter der Dehnung auf dieser Achse. Dies
bedeutet insbesondere, dass in diesem Koordi-
natensystem keine Scherdehnung auftritt; diese
wird durch die Auferdiagonalelemente beschrie-
ben. Die Beschreibung einer Verformung als Deh-
nung oder Scherung ist somit abhéngig vom Ko-
ordinatensystem. Die Spur dieses Tensors, also
die Summe der Diagonalelemente beschreibt ge-
rade die relative Volumendnderung. Allgemein
ist die Spur unabhéngig von der Wahl des Ko-
ordinatensystems, wie es fiir eine Volumenénde-
rung sein sollte. Der Tensor selber ist auch vom
Ort abhéngig, stellt also ein Tensorfeld dar.

4.2.6 Spannungstensor

Neben dem Dehnungs-, resp. Verzerrungsten-
sor benétigen wir eine weitere wichtige Gro-
fe, den Spannungstensor ‘o”. Wie oben gezeigt,
kénnen in jeder Achsenrichtung eine Zug- und
zwel Scherspannungen existieren. Insgesamt er-
gibt dies 9 Komponenten eines Tensors zwei-
ter Stufe. Aus der Bedingung, dass der Korper
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statisch sein soll, ergeben sich drei Symmetrie-
bedingungen, namlich, dass 0y, = 0y,. Die 6
verbleibenden Elemente bilden einen symmetri-
schen Tensor

Oxx Ozy Ozz
<~ _
0 =\ Ozy Oyy Oyz
Ozxz Oyz Ozz

Die Spur dieses Tensors gibt wiederum den iso-
tropen Anteil der dufteren Kraft an, also den hy-
drostatischen Druck.

Die Erweiterung des Hooke’schen Gesetzes auf
drei Dimensionen ergibt eine lineare Beziehung
zwischen dem Spannungs- und dem Dehnungs-
tensor. Sie wird geschrieben als

& =C.%,

wobei das verallgemeinerte Elastizitdtsmodul ?
einen Tensor vierter Stufe darstellt. Die 81 Ele-
mente eines Tensors vierter Stufe werden aber
durch Symmetriebeziehungen stark reduziert. So
enthalten ja die Tensoren o" und ‘¢’ nur je 6 un-
abhéngige Elemente.

ELASTIC CONSTANTS

CRYSTAL SYSTEM POINT GROUPS

Triclinic all 2
Monoclinic all 13
Orthorhombic all 9
Tetragonal Ca, Caps Sa 7

Cars Dys Dy Doy 6
Rhombohedral Cs, S, 7

C3 [ D 3 D 3 6
Hexagonal all 5
Cubic all 3

Tabelle 4.1: Anzahl unabhéngiger Tensorele-
mente in Kristallen unterschiedli-
cher Symmetrie.

Aufserdem ist ? selbst ein symmetrischer Ten-
sor, wodurch die maximale Anzahl unabhéngiger
Elemente auf 21 absinkt. In einem Kristall mit
Symmetrie sinkt die Zahl unabhéngiger Elemen-
te weiter, wie in Tabelle [4.1] gezeigt. In einem ku-
bischen System bleiben 3 unabhéngige Elemente:

C11 Coxxx = Cyyyy = Czzzz
C12 Coaxyy = Cyyzz = Czzaxx
C44 = Cgyzy = Cyzyz = Czazx-

Man schreibt diese Elemente iiblicherweise in der
Basis der 6 unabhéngigen Elemente der Tensoren
zweiter Stufe.

4.2.7 Wellenausbreitung in einem
anisotropen Kontinuum

Der elastische Tensor bestimmt die Wellenaus-
breitung im Festkorper. Er ersetzt die skalare
Kraftkonstante der 1-dimensionalen Bewegungs-
gleichung. Dadurch wird die Auslenkung zu ei-
nem Vektor 4 = (&, 7, () und die Wellengleichung
ebenfalls zu einer Tensorgleichung. Fiir einen ku-
bischen Kristall kann die entsprechende Bewe-
gungsgleichung geschrieben werden als

02¢ 02¢ ¢ 0%
P = Cngg T Cu (ayz * az)
0%n 0%C
+(Criz + Cag) <6x8y * 8x82)

und analog fiir die Komponenten n und .

Eine Losung dafiir erhalten wir durch den Ansatz
einer ebenen Welle

& = goei(k.t—Qt)

also einer Longitudinalwelle in z-Richtung. Fiir
die Geschwindigkeit dieser Welle erh&lt man

~[Cn
vp=g—
p

analog zur eindimensionalen Welle. Die Ge-
schwindigkeit ist jetzt gleich der Wurzel aus dem
Quotienten von Elastizitdtsmodul und Dichte.

Fiir den Fall einer Transversalwelle in y-Richtung
wird die Geschwindigkeit zu

Cua

p

Uy =

Hier iibernimmt also anstelle des Elements Cq;
dasjenige Element des Elastizitdtstensors die
Funktion der Kraftkonstanten, welche die Au-
ferdiagonalelemente von Dehnungs- und Span-
nungstensor miteinander koppelt. Dies ist eine
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direkte Konsequenz davon, dass eine Transver-
salwelle Scherspannungen erzeugt, wiahrend bei
einer reinen Longitudinalwelle nur Normalspan-
nungen auftreten.

Fiir jeden Wellenvektor existieren drei linear
unabhéngige Polarisationen, entsprechend drei
Raumrichtungen. Im allgemeinen sind die Aus-
breitungsgeschwindigkeiten der drei Polarisatio-
nen unterschiedlich.

4.2.8 Abbildung von Schallwellen

Die Energieausbreitung, d.h. die Gruppenge-
schwindigkeit, ist in einem anisotropen Festkor-
per nicht parallel zum Wellenvektor; dies ist nur
der Fall, wenn gewisse Symmetriebedingungen
erfiillt sind.

Abbildung 4.18: Experimentell gemessene Wel-
lenfronten in Si. Die drei Wel-
lenfronten entsprechen unter-
schiedlichen Zeiten von 1,76,
2,04 und 2,42 ps. [20]

Seit einigen Jahren kann man die Schallaus-
breitung in einem Festkorper direkt sichtbar
machen|20]. Dazu regt man mit einem Laser
oder einem piezoelektrischen Transducer an ei-
ner Stelle eines Kristalls kurzfristig akustische
Schwingungen an und beobachtet auf der Riick-
seite des Kristalls die dadurch induzierten Aus-
lenkungen. Abb. zeigt als Beispiel eine sol-
che Messung an Silizium. Man sieht deutlich, wie
die Anisotropie des Kristalls zu einer nichtsphé-
rischen Schallausbreitung fiihrt.

Gruppen- i,
geschwindigkeit 12

w = konstant

Wellen-
vektoren

]

Abbildung 4.19: Links: Oberfliche konstanter
Frequenz im k-Raum wund
zugehorige Gruppengeschwin-
digkeitsvektoren. Rechts:
Wellenfront und Ausbreitungs-

richtung.

Um dies zu verstehen, kann man zunéchst
sog. ,Langsamkeitsoberflachen* betrachten, d.h.
Oberflichen konstanter Frequenz im k-Raum.
Die Gruppengeschwindigkeit ist gegeben als Ab-
leitung nach dem k-Vektor. Deshalb muss der
entsprechende Vektor senkrecht auf einer sol-
chen Oberflache stehen. Wie in der linken Hélfte
von Abb. gezeigt, stehen diese Vektoren im
Allgemeinen nicht parallel zum Wellenvektor E;
die Ausbreitungsrichtung ist damit nicht parallel
zum Wellenvektor.

Die rechte Hilfte von Abb.[4.19]stellt die Wellen-
front dar, welche dadurch zustande kommt, dass
man die Gruppengeschwindigkeitsvektoren ver-
bindet. Diese Uberschneidungen der Wellenfron-
ten, welche auch im experimentellen Bild
beobachtet werden, sind eine Konsequenz der
kristallinen Struktur; bei isotropen Festkorpern,
wie z.B. Glas, konnen sie nicht beobachtet wer-
den.

Abb. [4.20 zeigt ein weiteres Beispiel, bei dem die
Messung mit Hilfe piezoelektrischer Transducer
an Si durchgefiihrt. In der oberen Zeile sieht man
zunéchst eine beinahe sphéarische Longitudinal-
welle eintreffen, in der unteren Zeile zu lange-
ren Zeiten treffen die Teile der Wellenfront ein,
welche einem groferen Winkel entsprechen. Sie
zeigen eine deutlich nichtsphérische Transversal-
welle.
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Abbildung 4.20: Wellenfronten zu unterschiedli-
chen Zeiten.

4.2.9 Seismische Wellen

Sowohl longitudinale Druck- als auch transversa-
le Scherwellen spielen bei Erdbeben eine Rolle.
Allerdings ist in diesem Fall das Medium nicht
kristallin.

Abbildung 4.21: Seismische Wellen.

Die sogenannten P- (Primér-) und S- (Sekundér-
) Wellen breiten sich im Volumen aus. P-Wellen
sind Longitudinalwellen (wie Schallwellen), S-
Wellen sind Schwerewellen. Love-Wellen sind
Torsionswellen, welche sich an der Oberflache
ausbreiten. Rayleigh-Wellen sind ebenfalls Ober-
flichenwellen, sie gleichen aber Meereswellen.

Da der Elastizitdtsmodul immer grofler ist als
das Schermodul, erwarten wir fiir longitudinale
Druckwellen eine héhere Ausbreitungsgeschwin-
digkeit als fiir transversale Scherwellen.

Diese Erwartung wird durch experimentelle Be-
funde gestiitzt: Die Primérwellen, welche als er-

151
£ =
€ -
g l_I ____________
S 10 '
E ,
- [4,5min g&f
B
e e D Welle
5_.
% 3 3 ¥ 5

Entfernung zum Epizentrum [1000 km]

Abbildung 4.22: Primédr- und Sekundérwellen
bei Erdbeben.

ste bei einer Messstation eintreffen, sind Druck-
wellen, wihrend die spéter eintreffenden Sekun-
déarwellen Scherwellen sind. Die hohere Schallge-
schwindigkeit fiir Longitudinalwellen beobachtet
man auch bei Kristallen.

4.3 Diskrete Systeme in 3D

Die Behandlung der Schwingungen mit Hilfe der
Kontinuumsmechanik ist moglich, solange die
Wellenlédngen grof sind im Vergleich zur Gro-
fe der Einheitszelle. Wir betrachten jetzt wie-
der diskrete Systeme, erweitern die Diskussion
aber auf drei Dimensionen. Bei N Atomen pro
Einheitszelle erwarten wir 3N Freiheitsgrade und
damit 3NV Eigenmoden. Diese konnen grundséatz-
lich in N longitudinale und 2N transversale Mo-
den aufgeteilt werden.

4.3.1 Richtungsabhingigkeit

In einem dreidimensionalen Gitter findet man im
Wesentlichen die gleiche Art von Schwingungen
wie bei der Kette. Allerdings werden hier nicht
mehr einzelne Atome ausgelenkt wie im eindi-
mensionalen Fall, oder Volumenelemente wie im
kontinuierlichen Fall, sondern ganze Netzebenen.

Abb. zeigt die Netzebenen senkrecht zur
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Longitudinalwelle

Ks+2

Abbildung 4.23: Longitudinalwelle.

Ausbreitungsrichtung. Fiir diese gilt, dass alle
darin enthaltenen Atome die gleiche Auslenkung
zeigen. Im Fall von Abb. [4.23 ist diese Auslen-
kung parallel zur Ausbreitungsrichtung E, d.h. es
handelt sich um eine Longitudinalwelle.

Transversalwelle k

e

3
:

Xs+3

4
4

Abbildung 4.24: Transversalwelle.

Abb. zeigt die entsprechende Situation fiir
eine Transversalwelle. Hier ist die Auslenkung
parallel zur Netzebene, senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung k. Die Eigenmoden des dreidi-
mensionalen Gitters bestehen aus der Auslen-
kung von Netzebenen entweder parallel oder
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Allerdings
stimmt dies nur dann exakt, wenn der Wellen-
vektor parallel zu einer Symmetrieachse des Git-
ters liegt - beim kubischen Gitter beispielsweise
entlang der (100), (110), oder (111) Richtung. In
diesem symmetrischen Fall steht der Wellenvek-
tor (z. B. k = [100]) jeweils senkrecht auf der
entsprechenden Netzebene (z. B. (100)). Wir be-
handeln hier nur diesen Fall.

Wie im eindimensionalen Fall nehmen wir an,
dass die Kraft auf eine ausgelenkte Netzebe-
ne proportional sei zur Auslenkung der Ebe-

ne gegeniiber ihren Nachbar-Ebenen. In diesem
Fall kénnen wir eine harmonische Bewegungs-
gleichung hinschreiben,

A2z,

W =C ($s+1 + X511 — Ql's) ,

bei der die Masse M und die Kraftkonstante C'
beide proportional sind zur Zahl der Atome in
der Netzebene. Somit kann die Gleichung durch
die Zahl der Atome dividiert werden und M und
C sind dann pro Atom zu rechnen, analog zum
Kapitel [4.1] Damit wird auch die Bewegungsglei-
chung wieder durch eine ebene Welle gelost, ana-

log 7u (L3):
Ty = Xoei(ksq—wt).

Hier stellt ¢ den Abstand zwischen den Netzebe-
nen dar.

W
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Abbildung 4.25: Dispersion von Kupfer: longitu-

Frequenz w [1012s™]

(000)
k

dinale und transversale Zweige.

Im Allgemeinen gehoren zu jedem Wellenvektor
k eine longitudinale und zwei transversale Mo-
den, deren Dispersion unterschiedlich sein kann.
Abb. [4.25 zeigt als entsprechendes Beispiel die
Dispersion von Kupfer in (110) Richtung. Die
Frequenz der transversalen Moden liegt fiir grofte
Wellenlédngen immer unterhalb der Frequenz der
longitudinalen Moden, wie im Fall kontinuierli-
cher Systeme.

Im Allgemeinen Fall bewegen sich die Gittera-
tome weder senkrecht noch parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung, sondern besitzen sowohl longitu-
dinale wie auch transversale Komponenten. Dies
fiihrt auch dazu, dass der Energietransport nicht
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in Richtung des Wellenvektors lauft, wie bereits
im Rahmen der Kontinuumsmechanik diskutiert.

Fiir die folgende Diskussion werden wir longitu-
dinale Schwingungen betrachten. Die Ergebnisse
sind jedoch direkt auf transversale Schwingungen
iibertragbar.

4.3.2 Zweiatomige Basis

a

M C My
- 000 @ HO00 < .
e — ‘ e —
s Vs Atome oder
Netzebenen

Abbildung 4.26: Eindimensionale Kette mit 2
Atomen pro Einheitszelle.

Wir betrachten als néchstes den Fall von zwei un-
terschiedlichen Atomen pro Elementarzelle, wie
in Abb. gezeigt. Dieser Fall hat keine Ent-
sprechung im Kontinuums-Modell. Wir bezeich-
nen die Auslenkung der blauen Atome (Masse
M) mit us und die Auslenkung der roten Ato-
me Masse M) mit v, wobei s den Index der ent-
sprechenden Elementarzelle darstellt. Jedes die-
ser Atome steht jeweils fiir eine Netzebene.

Wie in Kapitel [1.1.2] sollen nur die Wechselwir-
kungen zwischen nachsten Nachbarn eine Rolle
spielen (siche Abb. [£.26)). Fiir die beiden Atom-
sorten gelten die Bewegungsgleichungen

Mius =
Mavg =

C (vs—1 + vs — 2uy)

C (us+1 + us — 2vs) . (4.3)

Die Kraftkonstante C' ist abhéngig von der “Fe-
der”, also vom interatomaren Potenzial; wir neh-
men hier an, dass beide Wechselwirkungen gleich
seien.

Ein Losungsansatz, der die Symmetrie des Pro-
blems beriicksichtigt, ist eine ebene Welle mit
Wellenvektor k£ und Frequenz w:

ik(er%)aefiwt.

Us = erzksaefzwt Vs = Vbe

Wir betrachten also eine Welle, bei der die beiden
Atomsorten unterschiedlich stark, jedoch mit der
gleichen Frequenz und dem gleichen Wellenvek-
tor ausgelenkt werden (sonst wére es keine Wel-
le). Die Ortsabhéngigkeit von vg beriicksichtigt
die Tatsache, dass sich diese Atome in der Mitte
der Einheitszelle befinden. Einsetzen in die Be-

wegungsgleichung (4.3)) ergibt

k
MU, = 20%COS§—2CUO

k
—Mow?Vy = 2CUOCOS§ —2CV,. (4.4)

Diese Gleichungen sind homogen und linear und
wir haben drei Unbekannte(w, Uy, Vo), mit k als
Parameter. Eine Losung existiert nur dann, wenn

die Determinante des Gleichungssystems ver-
schwindet, d.h.

2C — Mjw? —2C cos %‘1 _0
—2C cos %"“ 20 — Mow? |

oder

M1M2w4 — QC(Ml + MQ)CL)Q
k
+4C*(1 — cos? ?a) =0

Wir betrachten dies als eine quadratische Glei-

chung fiir w? und ersetzen 1 — cos® ]"’2—“ — sin? ]"’2—“
Die allgemeine Losung ist
1 1
2
= C|—+— 4.5
w < v + M2> (4.5)

1 1\? 4 ka
Oy~ +—) - in?
\/<M1 + M2> MM, O 2

Offenbar erhalten wir also 2 unterschiedliche Lo-
sungen, d.h. 2 unterschiedliche Frequenzen pro
Wellenvektor!

4.3.3 Grofie Wellenléangen

Wir betrachten zunéchst den Grenzfall grofser
Wellenléngen, also ka < 1. Dann kann der Si-
nus durch sein Argument ersetzt werden:
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1 1 2 2,2
TGNV | (U R e
My My M7 M,

Fir ka < 1 ist der zweite Term unter der Wur-
zel klein gegen den ersten und die Wurzel kann
entwickelt werden:

11 ot
e TR T

1 1 k2a?
= {Ml T 2<M11M2>}

Das negative Vorzeichen ergibt

s  C k%a?

waN§M1+M2

oder

PO S S O AL B G
@ 2(M; + M) — 2\ (M + My)/2

Dies entspricht genau dem Resultat das wir er-
warten wiirden, wenn beide Massen identisch wé-
ren, jeweils mit der Masse (M;+Ms)/2. Die Am-
plituden erhalten wir aus :

—M1w2U0 =
—Myw?®Vy =

2C0(Vo — Up)
20(Uy — Vi),

Fir w, — 0 verschwindet die linke Seite und
die Auslenkungen der beiden Massen miissen so-
mit identisch sein, Uy = V{. Diese Schwingung
entspricht somit weitgehend dem Fall identischer
Massen. In diesem Grenzfall kleiner Wellenzah-
len sind die beiden Massen praktisch in Phase,
die Auslenkungen benachbarter Atome (unter-
schiedlichen Typs) sind praktisch gleich.

4.3.4 Optischer Ast

Der zweite Losungsast ergibt sich aus dem po-
sitiven Vorzeichen in Gl. . Fiir grofte Wel-
lenléngen, d.h. ka < 1, kann der dritte Term
in der Klammer vernachldssigt werden und die
Frequenz wird

1 1
w3%20<+).

47
R (4.7)

Interessant ist, dass hier die Frequenz hoch ist,
auch fir sehr kleine Wellenvektoren. Sie ist so-
gar hoher als die maximale Frequenz fiir eine ein-
atomige Basis. Dies wird verstdndlich wenn man
sich die Auslenkungen ansieht. Setzt man in GI.
die Losung fiir die Frequenz ein und
bildet den Grenzfall cos(ka/2) — 1, so findet
man

1 1

1 1

Division der beiden Gleichungen ergibt

Uo _
=

My
0
d.h. die beiden Auslenkungen haben entgegenge-
setztes Vorzeichen. Das bedeutet, dass sich die
beiden Atomsorten gegenphasig bewegen. Die
Frequenz ist gegeben durch die Kraftkonstante
und die reduzierte Masse fiir diese Bewegung.
Das Resultat ist eine stehende Welle, aber die
Wellenlénge dieser Schwingungen ist grofs, da
identische Atome praktisch in Phase schwingen.
Trotzdem sind benachbarte Atome aufier Phase,
da es sich um unterschiedliche Atomsorten han-
delt. Dies ist in Abb. [4.27 links dargestellt.

Diese Art von Schwingungen unterscheidet sich
aber wesentlich von den Schwingungen die im
einatomigen Gitter auftreten, insbesondere wenn
die beiden Atomsorten unterschiedlich geladene
Ionen darstellen: in diesem Fall wird im Kristall
ein oszillierendes elektrisches Dipolmoment an-
geregt. Dieser Schwingungstyp kann dadurch an
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Abbildung 4.27: Auslenkung der Atome im aku-
stischen und optischen Ast.

elektromagnetische Felder ankoppeln und wird
deshalb als optischer Ast bezeichnet. Im Gegen-
satz dazu schwingen beim niederfrequenten Ast
die Atome einer Einheitszelle in Phase, so dass
durch die Auslenkung kein Dipolmoment ange-
regt wird. Dieser Ast wird deshalb akustischer
Ast genannt.

4.3.5 Verhalten am Zonenrand

Der zweite Grenzfall ist derjenige kurzer Wellen-
léngen, bei denen die Wellenzahl den Rand der
ersten Brillouin-Zone erreicht. Fiir £ = 7 /a, d.h.

A = 2a und sin ka/2=1 ergibt sich aus (4.5)

sodass

Sofern die beiden Massen unterschiedlich sind,
erhalten wir somit auch am Zonenrand zwei un-
terschiedliche Frequenzen. Die Amplituden erge-

ben sich aus (4.4) fiir den Spezialfall ka — T,

d.h. cos(ka/2) — 0:

M1w2U0 =
Myw?Vy =

2CUy
2C'V.

Dies ergibt fiir w? = 2C/M;
M.
20U, = 20U, 2Cﬁ2v0 =207,
1

oder
Vo = 0, Uy = beliebig.

Fiir w? = 2C/M; erhalten wir analog
Up =0, Vi = beliebig.

Offenbar schwingen die beiden Atomsorten hier
unabhéngig voneinander. Je eine Atomsorte wird
nicht ausgelenkt, wie in Abb. [4.27 rechts darge-
stellt..

Vo—0

akustischer
Zweig

—_

o

Amplitudenverhaltnis UyV,

-M, | M,

Abbildung 4.28: Schwingungsamplituden fiir
den akustischen und den opti-
schen Zweig als Funktion der
Wellenzahl.

Abb. [4.28] zeigt die Abhéngigkeit der Schwin-
gungsamplituden fiir den akustischen und den
optischen Zweig als Funktion der Wellenzahl. Bei
grofsen Wellenléngen sind die beiden Amplitu-
den fiir den akustischen Zweig gleich, im op-
tischen Zweig sind sie gegeben durch das Ver-
héltnis Mj/Ms,. Damit bleibt der Schwerpunkt
in Ruhe. Mit abnehmender Wellenldnge diver-
giert das Amplitudenverhéltnis. In der Figur

102



4 Gitterschwingungen und Phononen

ist Up/Vo gezeigt; hier divergiert der akustische
Zweig, wahrend der optische Zweig gegen Null
geht. Betrachtet man das Verhéltnis Vy /Uy di-
vergiert entsprechend der optische Zweig.

ot o P
My My = 2M, M, =My
------------------- My = 4M,
\%2//
2
Wy
Mo
M2
Wb My = AM,
0 T T
0 0 71/2 T
ka

Abbildung 4.29: Einfluss des Massenverhéltnis-
ses My /M auf den akustischen
und optischen Ast.

Aus den Dispersionsrelationen folgt, dass am Zo-
nenrand der akustische Ast seine maximale Fre-
quenz erreicht, der optische Ast seine minima-
le Frequenz. Zwischen den beiden Zweigen exi-
stiert eine Liicke, d.h. ein Bereich in dem keine
Schwingungsfrequenzen auftreten. Wie in Abb.
4.29 gezeigt, hangt die Breite dieses “verbotenen”
Bereichs von den unterschiedlichen Massen ab.
Je grofler der Unterschied zwischen den Massen
wird, desto weiter offnet sich die Liicke zwischen
den beiden Béndern.

Wenn die beiden Massen identisch sind, ver-
schwindet dieser verbotene Bereich, die beiden
Aste berithren sich am Rand der Brillouin-
Zone. Diese Situation entspricht aber gerade dem
Fall einer zweiatomigen Basis, also einem nicht-
primitiven Gitter.

Das bedeutet, dass die erste Brillouin-Zone ei-
gentlich doppelt so grof ist, wenn man das primi-
tive Gitter im direkten Raum betrachtet. Durch
die Wahl eines nicht primitiven Gitters wird ein
Teil des Kurvenverlaufs gefaltet und erscheint als
optischer Ast.

AufRerhalb der Brillouinzone setzt sich das Mu-
ster periodisch fort: w(k + G) = w(k).

a nicht-primitive Einheitszelle
M>=M,
3
N
C
% primitive Einheitszelle
9 <L>
w Q@ TIH55-@- TH058 - B0 @+ T
0 T T T T
/2 g 372 21

Wellenvektor ka

Abbildung 4.30: Faltung der Dispersionsrelation
bei Verdoppelung der Einheits-
zelle.

4.3.6 Reale Dispersionskurven

-
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Abbildung 4.31: Phononenspektrum fiir Kupfer.

Fiir eine einatomige Einheitszelle wie Kupfer fin-
det man drei akustische und keine optischen Mo-
den. Abb. [4.31 zeigt die entsprechenden Disper-
sionskurven fiir drei unterschiedliche Richtungen
im k-Raum.

Ein typisches Beispiel fiir eine Elementarzel-
le mit zwei unterschiedlichen Atomen ist KBr.
Abbildung [£.32 zeugt sein Spektrum. Die ku-
bische Struktur fiithrt zu einem relativ einfa-
chen Schwingungsspektrum mit der minimalen
Anzahl von Asten: longitudinal und transversal
akustisch, longitudinal und transversal optisch.
Die einzelnen Aste zeigen allerdings einen et-
was anderen Verlauf als in der hier diskutierten,
stark vereinfachten Theorie. Insbesondere hiangt
der Verlauf von der Richtung von k ab, da die
Krifte nicht isotrop sind. Aufserdem liegen die
Maxima der akustischen Aste und die Minima
der optischen Aste nicht immer am Rand der
Brillouinzone. Dies liegt einerseits daran, dass
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Abbildung 4.32: Dispersion der Schwingungsmo-
den in KBr.

das Gitter nicht primitiv ist, zum anderen an der
Art der Wechselwirkungen. Eine genaue Analyse
der Dispersionskurven erlaubt dementsprechend
Riickschliisse auf die interatomaren Wechselwir-
kungen.

[ S 4l E50) [00&]

CulnS;

|

Frequenz / THz
I

7

)
=S

0. .25/0. 25 0425 0 5

Wellenvektor k

Abbildung 4.33: Phononenspektrum fiir CulnSs.

Enthélt die Elementarzelle N Atome, so gibt es
3N Freiheitsgrade und dementsprechend 3N Mo-
den. Dabei gibt es immer 3 akustische Moden. Es
bleiben deshalb 3N — 3 optische Moden. Abb.
[4.33 zeigt als Beispiel das Schwingungsspektrum
von CulnSs. Auf Grund der relativ grofsen Ele-
mentarzelle erhélt man eine groke Zahl von op-
tischen Schwingungen.

4.3.7 Absorptionsmessung

Eine Mboglichkeit, die Schwingungsfrequenzen
von optischen Phononen zu messen, ist die reso-
nante Anregung mit elektromagnetischer Strah-
lung. Die Frequenzen von Gitterschwingungen
liegen im Bereich von 0 bis 10" Hz. Damit
ist die minimale Wellenldnge etwa A\ = ¢/v =
3-108/10'3 m = 30 um. Diese Wellenlinge gehort
zum infraroten Bereich. Bei der Absorptionsmes-
sung wird elektromagnetische Strahlung absor-
biert und somit die Energie des entsprechenden
Photons in Schwingungsenergie des Gitters um-
gewandelt.

Kontinuum-

lichtquelle Absorptionszelle |Spektrograph

V
Y e

L, IReferenzzelle L,
e Photo-

Schreiber oder  detektor
Computerbildschirm

Abbildung 4.34: Prinzip der Infrarotspektrosko-
pie.

Abb. [4.34 zeigt, wie mittels Infrarotspektro-
skopie Schwingungsfrequenzen gemessen werden
konnen. Dafiir wird ein Lichtstrahl (meist von
einer breitbandigen Lichtquelle) durch die Pro-
be geschickt. Hinter der Probe wird das Licht
spektral aufgeteilt und die transmittierte Lei-
stung als Funktion der Wellenlinge gemessen.
Um Artefakte zu reduzieren, wird meist mit einer
Messung an einer bekannten Referenzzelle vergli-
chen.

Ob die Strahlung absorbiert wird, héngt nicht
nur von der Frequenz ab, sondern bei der Ab-
sorption muss auch der Impuls erhalten bleiben.
Dies fiihrt zu einer Bedingung fiir die Wellen-
zahlen, respektive die Wellenldngen. Die Wellen-
langen von optischer oder infraroter Strahlung
(= pm) sind sehr grof im Vergleich zur Grofe ei-
ner Einheitszelle (= nm). Fiir Photonen gilt all-
gemein die Dispersionsrelation w = ke, (fiir Bre-

chungsindex n = 1). Wie in Abb. angedeu-
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Abbildung 4.35: Vergleich der Dispersion von
Photonen und Schwingungsmo-
den.

tet, ist damit die Phasengeschwindigkeit (d.h. die
Steigung der Kurve) bei Photonen sehr viel gro-
Ber als bei Gitterschwingungen, wo die Phasen-
geschwindigkeit auf <5000 m/s beschrankt ist.
Impulserhaltung bei der Absorption oder Emis-
sion von Photonen kann damit nur gewéahrleistet
werden, wenn der Quasi-Impuls der Schwingun-
gen nahe bei 0 liegt. Somit koppelt ein infraro-
tes Feld nur an Schwingungsmoden mit k£ ~ 0
an. Auflerdem muss diese Mode ein elektrisches
Dipolmoment besitzen. Es kommen deshalb nur
optische Moden mit k£ = 0 in Frage.

4.3.8 Inelastische Lichtstreuung

Abbildung 4.36: Inelastische Lichtstreuung.

Photonen im sichtbaren Bereich kénnen auch
an Gitterschwingungen gestreut werden, wie in
Abb. [4.36 gezeigt. Dies wird als inelastische
Lichtstreuung bezeichnet. Im Gegensatz zur Ab-
sorption wird bei diesen Prozessen das Photon
nicht vernichtet, aber seine Energie und / oder
sein Impuls wird verdndert, wobei die Differenz
an die Gitterschwingungen abgegeben wird. Da

fiir die einzelnen Streuprozesse jeweils Energie
und Impuls erhalten bleiben miissen, ist es prak-
tisch, die Gitterschwingungen durch elementa-
re Anregungsquanten zu beschreiben, welche je-
weils eine Einheit Energie von hw und Impuls Ak
enthalten. Diese Quasiteilchen werden als Pho-

nonen bezeichnet (— Kap. [4.4.2).

Man unterscheidet unterschiedliche Arten von
solchen Streuprozessen:

° RamaStreuung = Streuung an bzw. An-
regung von optischen Phononen

. BrillouiStreuung = Streuung an bzw.
Anregung von akustischen Phononen

Bei einem solchen Streuprozess wird, wie in Abb.
@ gezeigt, ein Photon mit Wellenvektor k; und
Frequenz w; gestreut in den Zustand (Ef, we),
unter Erzeugung oder Vernichtung eines Phon-
ons mit Wellenvektor k¥ und Frequenz w. Damit
Energie und Impuls erhalten bleiben, muss gel-
ten

—

ko=

w; =

ki+k
wr+w,

wobei die beiden Vorzeichen Erzeugung oder
Vernichtung von Phononen beschreiben. Die
Energien von Photonen (=eV) und Phononen
(~meV) unterscheiden sich um etwa 3 Grofen-
ordnungen. Man benotigt deshalb eine relativ
hohe Energieauflosung bei der Messung der ge-
streuten Photonen, um die Energie der Phono-
nen bestimmen zu kénnen.

Abb.[4.37 zeigt ein mittels Brillouin-Streuung ge-
messenes Spektrum von SbSi. Hier wird mit ei-
nem Laser angeregt und die Anderung der Ener-
gie der gestreuten Photonen gemessen. Die ho-

rizontale Achse ist in Einheiten der Wellenzahl
v=1/\=w/(2mc) skaliert.

Abb. [4.38] zeigt ein Raman-Spektrum von Silizi-
um. Es kann jeweils die Erzeugung eines Phonons
gemessen werden, oder die Vernichtung. Bei der

!Chandrasekhara Venkata Raman (1888-1970) Nobel-
preis 1930
2Léon Nicolas Brillouin (1889 - 1969)
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Abbildung 4.37: Brillouin-Spektrum von SbSi.

Der Bereich der (elastischen, d.h.) Rayleigh-Streuung ist ausgeblendet

Stokes-Linie:

Phononen-Erzeugung 15 THz entspricht ~ 700 K

20K

Anti-Stokes-Linien:
Phononen-
Vernichtung

Intensitat
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Abbildung 4.38: Raman-Streuung an Silizium.

Erzeugung eines Phonons wird jeweils die Ener-
gie des einfallenden Photons reduziert. Dieser
Prozess wird als Stokes-Streuung bezeichnet. Bei
der Vernichtung eines Phonons wird die Energie
des Photons entsprechend hoher. Dieser Prozess
wird als Anti-Stokes Streuung bezeichnet.

Im Zentrum des Spektrums, d.h. bei w = 0, be-
findet sich der sog. RayleigPeak. Hier wird die
Energie der Photonen nicht gedndert, es handelt
sich also um elastische Streuung. Damit sollte
aus der Impulserhaltung auch Ef = El folgen, al-
so Vorwirtsstreuung. Wahrend der grofste Teil
der elastischen Streuung in Vorwéarts-Richtung
erfolgt, findet man auch in anderen Richtun-

3John William Strutt = Lord Rayleigh (1842-1919) No-
belpreis 1904

gen elastische gestreute Photonen. Dies ist ein
weiterer Beleg filir die begrenzte Giiltigkeit des
Modells idealer Kristalle: Voraussetzung fiir die
Impulserhaltung ist die Translationssymmetrie.
Diese ist aber in realen Kristallen nicht streng
giiltig, sondern durch Defekte etc. gestort. Es
tritt also auch elastisch gestreutes Licht im ab-
gelenkten Strahl auf: Dies ist der Rayleigh-Peak.

natirliches
Ge
76Ge ‘Ge Ge

Intensitat
|

205 295 300 305
Raman-Verschiebung [cm™]

Abbildung 4.39: Raman-Streuung an Germa-
nium mit unterschiedlichen
Atommassen.

Abb. [4.39 zeigt, wie sich die Raman-Linie als
Funktion der atomaren Massen verschiebt. Die
gemessene Verschiebung passt relativ gut zur
theoretischen Erwartung, dass

WOCNIQ
M’

dass sie also indirekt proportional zur Wurzel aus
der Atommasse sein sollte. Natiirliches Germani-
um (OZ = 32) hat eine Atommasse von 72,63.

4.3.9 Inelastische Rontgen-Streuung

Phononen kénnen auch durch inelastische Streu-
prozesse von Rontgen-Photonen oder von Neu-
tronen erzeugt, resp. vernichtet werden.

Die Impulserhaltung fordert in diesem Fall fiir
die Streuung

k+G=Fk+q
wobei E, K die Wellenvektoren des einfallenden

und des gestreuten Teilchens (Photons oder Neu-
trons) bezeichnen, G einen Gittervektor, und ¢
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Abbildung 4.40: Impulse beim  inelastischen

Streuprozess.

den Wellenvektor eines Phonons, welches beim
Streuprozess erzeugt wurde. Der Gittervektor
kann immer so gewdhlt werden, dass ¢ in der
ersten Brillouinzone liegt. Das Vorzeichen ist po-
sitiv, wenn ein Phonon erzeugt, negativ wenn ei-
nes vernichtet wird. Natirlich muss gleichzeitig
die Energieerhaltung gewahrleistet sein, d.h. die
Energie des Phonons muss vom gestreuten Teil-
chen aufgenommen, resp. abgegeben werden.

Die gleichzeitige Erhaltung von Impuls und
Energie ist nicht mit allen Sonden leicht zu errei-
chen. Die Frequenz eines Phonons liegt bei etwa
0...10'2 Hz, die Wellenléinge bei ~ 1 nm. Elek-
tromagnetische Wellen mit eine Wellenlédnge von
1 nm (also Rontgenstrahlung) besitzen eine Fre-
quenz von v = ¢/\ = 3107 Hz; diese ist also
um mehrere Grofsenordnungen hoher als die der
Phononen. Bei inelastischer Streuung mit Photo-
nen andert sich die Frequenz um die Phononen-
frequenz. Fir die Messung dieser Verschiebung
muss also eine sehr geringe Energieverschiebung
gemessen werden.

Geméfs Gleichung ([2.7)) ist die Streuamplitude
F(AR) / dV n(7)e kT

Fiir zeitabhéngige Strukturen mit

7(t) = 7o + Z(t),

wird dies zu
F(AR, 1) o e—iit / AV n(F(t))e AR

mit w; der Frequenz der einfallenden Strahlung.
Wird die Auslenkung Z(¢) durch Gitterschwin-
gungen verursacht, kann sie geschrieben werden
als

B(t) =) Xge '(@T0mwal),
q

Der Wellenvektor der Gitterschwingungen wird
hier mit ¢ bezeichnet. Damit wird die Streuam-
plitude

F(AE, t) e_i“itZe_iAEFm

S STAR . X e AR
m q

e—i(wi Fwq)t )

Hier lauft der Index m {iber die Atome der Ein-
heitszelle. Der erste Term entspricht einer Wel-
le bei der gleichen Frequenz wie die einlaufende
Welle, beschreibt also die elastische Streuung.
Beim zweiten Term ist die Frequenz der Wel-
le um die Frequenz der Gitterschwingung ver-
schoben - dies entspricht der inelastischen Streu-
ung. Dieser liefert nur dann wesentliche Beitrége,
wenn die Summe der Vektoren

—

Ak+§=0G

einem Vektor des inversen Gitters entspricht.
Ausgedriickt durch die Wellenvektoren von ein-
laufender und gestreuter Welle, wird dies zu

B —Rti+d

Die Frequenzen der inelastisch gestreuten Kom-
ponenten sind

wr =w; w(q).

Diese beiden Ausdriicke entsprechen der Erhal-
tung von Impuls und Energie.
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4.3.10 Phononenspektroskopie mit
thermischen Neutronen

Neutronen mit einer Temperatur von 300 K (sog.
thermische Neutronen) besitzen eine Energie von
kpT, entsprechend einer Frequenz v = kT /h =
0.7 - 10'3 Hz. Der Impuls betrigt

p = V2m€ = \/2mkpT

k
= \/2-1,7-10—27-4,1-10—21711:g

) S .

Dies entspricht einer Wellenlange von

h  6,6-10"

A=
p 3,7-1024"

= 0,18 nm.

Diese Werte fiir Frequenz (Energie) und Wel-
lenldnge (Impuls) kann man vergleichen mit
den Wellenzahlen und Energien von optischen
und akustischen Phononen. Die Wellenlédnge von
thermischen Neutronen entspricht offenbar ei-
ner typischen Gitterkonstanten. Die Energie von
Phononen kann man abschétzen aus der Schall-
geschwindigkeit

dw w

Vg = — A —.

STk Tk
Somit wird die maximale Frequenz

s

Wmaz = kmazVs = EUS
3 -1 13.—1

Dies entspricht einer Energie von

= hwmax = 5 - 1021 J ~ 30 meV.

gmax

Dies liegt sehr nahe bei der thermischen Energie
von

kpT ~1,4-1072%.300J ~ 26 meV

bei Raumtemperatur.

Fiir eine Messung mit thermischen Neutronen
benutzt man z.B. ein sog. Dreiachsenspektrome-
ter. Abb.[4.41]zeigt schematisch ein solches Spek-
trometer. Die drei Achsen entsprechen (i) dem

Abbildung 4.41: 3-Achsen Neutronenspektrome-
ter.

Monochromator, welcher Energie und Impuls der
einfallenden Neutronen bestimmt, (ii) der Pro-
be, wo die inelastische Streuung stattfindet, so-
wie (iii) dem Analysator, wo Energie und Impuls
der gestreuten Neutronen gemessen werden. Das
Spektrum enthélt pro Atom der Einheitszelle je-
weils drei Phononeniste, insgesamt also 3N. Die
ersten drei sind akustische Phononen, die weite-
ren 3N — 3 optische.

Blende

Geschwindigkeits-
selektor

00.00.00 I Detektor

Abbildung 4.42: Flugzeit-Spektrometer fiir Neu-
tronen.

Abb. zeigt eine andere Moglichkeit, den
Streuquerschnitt als Funktion von Impuls- und
Energieiibertrag zu messen. Die beiden Chopper
lassen nur Neutronen mit einer bestimmten Ge-
schwindigkeit durch und erzeugen so einen mo-
nochromatischen Neutronenstrahl. Der Energie-
iibertrag kann durch die Messung der Ankunfts-
zeit auf dem Detektor bestimmt werden. Der Im-
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pulsiibertrag ist gegeben durch den Impulssatz
kf=ki+G+K.
Hier stellen EZ und k ¢ die Wellenvektoren des ein-

fallenden und gestreuten Neutrons dar, G einen
Vektor des reziproken Gitters und K den Wellen-
vektor des erzeugten oder vernichteten Phonons.

Die kinetische Energie der Neutronen ist
p2 B hzlgjzv

g - = =
kin 2mN 2mN

Durch den Energieiibertrag &ndert die kinetische
Energie auf
-2 )
h’k 2k;
- W7ki + hw.
2m N 2m N

Diese Verschiebung wird jeweils als Funktion des
Wellenvektors gemessen, oder es wird bei einem
festen Wellenvektor der Energielibertrag gemes-
sen.

4.4 Phononen und spezifische
Warme

Der bisherige Teil des Kapitels behandelt die Dis-
persion, also die Beziehung zwischen Frequenz
und Wellenldnge der Gitterschwingungen. Das
aktuelle Unterkapitel befasst sich mit der Am-
plitude der Schwingung, sowie der Energie (Wér-
me), welche in den Schwingungen gespeichert ist.

4.4.1 Spezifische Wirme

Die Wéarmekapazitat C' eines Korpers ist defi-
niert als die Warmemenge, welche notwendig ist,
um seine Temperatur um ein Grad zu erhohen,

dq
T’
mit @ als Warme. Bezogen auf die Masse m des

Korpers definiert man die spezifische Warmeka-
pazitat

C =

C  dQ

m  mdT’

Im Allgemeinen muss dabei spezifiziert werden,
ob der Druck oder die Temperatur konstant ge-
halten wird, also ob es sich um C}, oder C, han-
delt. Der Unterschied ist fiir Festkorper jedoch
sehr gering.

()]

bei 300 K

T

w

o =~ DN

Gold Eisen Alu Ziegel BetonLuft Styro Holz Benzol Wasser- Eis Alko- \Wasser
por dampf hol

Spezifische Warme [kJ/(kg K)]

Abbildung 4.43: Spezifische Wérme fiir unter-
schiedliche Stoffe.

Nach dem Gleichverteilungssatz der Thermody-
namik ist diese Energie gleichméfig in allen Frei-
heitsgraden des Korpers verteilt. Es gilt fiir jeden
Freiheitsgrad im thermischen Gleichgewicht

1
(Energie) = §kBT'

Fiir kinetische Energie gilt damit

va

3
—) = —kpT.
(M) = ks
Der Faktor 3 berticksichtigt, dass die Bewegung
in den 3 Raumrichtungen unabhéngig ist und
diese deshalb einzeln zum Energieinhalt beitra-
gen.

Bei einem harmonischen Oszillator sind die mitt-
lere kinetische und potentielle Energie gleich.
Insgesamt entspricht dies zwei Freiheitsgraden
mit der jeweils mittleren Energie von kgT'/2 pro
Raumrichtung. Fiir die innere Energie U von N
Atomen folgt daher:

U=3NkpT

und fiir die Warmekapazitéat

ou =3Nkp = 3nR

& =7
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mit 72 der Anzahl Mol. Die spezifische Warmeka-
pazitdt pro Mol wird damit

J
CV7m - 3R ~ 24,9m

Dies wird als Gesetz von Dulong-Petitf] bezeich-
net.

Dulong-Petit
30 |- 5 -l
0 o
0
B T b0
g 20 = OO -t
N op St
3
10 -© -
© 0
0 | | | | | | | | |
0 0 20 30 40 50 60 70 80 90
Ordnungszahl

Abbildung 4.44: Molare spezifische Wéarme fiir
Elemente.

Wie Abb. [4.44 zeigt, ist dies eine brauchbare Na-
herung fiir viele Elemente bei hohen Temperatu-
ren. Bei tiefen Temperaturen findet man jedoch
erhebliche Abweichungen: in vielen Fillen sinkt
die Warmekapazitit gegen Null. Um diesen Be-
fund zu erkldren, bendtigt man eine quantenme-
chanische Beschreibung der Gitterschwingungen.

4.4.2 Phononen

Die Anregungen der Gitterschwingungen, also
ihre Amplituden, werden durch die Quanten-
statistik bestimmt. Wir betrachten die gleichen
Normalschwingungen wie bisher, benutzen aber
die Quantenmechanik, um ihre Anregungen zu
berechnen. Der wesentliche Unterschied zwischen
klassischen und quantenmechanischen harmoni-
schen Oszillatoren liegt darin, dass bei klassi-
schen Ostzillatoren alle Amplituden moglich sind,
wéahrend bei quantenmechanischen Oszillatoren
eine minimale Anregung existiert und nur dis-
krete Anregungszustédnde moglich sind.

Wie beim harmonischen Oszillator kénnen quan-
tenmechanische Gitterschwingungen in diskrete

“Pierre Louis Dulong (1785 — 1838) und Alexis Thérése
Petit (1791 - 1820).

Phononen .
Impuls p'= hk
Energie & = hw

S=h

Spin Auslenkung x

Abbildung 4.45: Energie-Zusténde des quanten-
mechanischen harmonischen
Ostzillators.

Zustdnde angeregt werden, wie in Abb. [4.45 ge-
zeigt. Die Energie der entsprechenden Zustédnde
betrégt

1

Die ganze Zahl n = 0,1,... indiziert die Anre-
gung dieser Mode. Man verwendet in diesem Zu-
sammenhang gerne ein Teilchenbild, in dem ein
Anregungsquant als Phonon bezeichnet wird. n
bezeichnet dann die Zahl der Phononen in der
entsprechenden Mode. Der Term 1/2 zeigt an,
dass immer eine Nullpunktenergie existiert, d.h.
die Energie im Grundzustand ist hoher als die
minimale potenzielle Energie. Neben der Ener-
gie hw besitzen die Phononen einen Impuls Ak,
und einen Spin S = 1, d.h. es handelt sich um
Bosonen.

Zu jeder Eigenschwingung mit Wellenvektor k
und Kreisfrequenz w gehért somit eine tempe-
raturabhéngige Zahl von Phononen. Geméfs der
Beziehung von de Broglie kann man den Pho-
nonen einen Impuls p = hk zuordnen. Es ist
aber wichtig zu realisieren, dass es sich hierbei
nicht um einen physikalischen Impuls der Gitte-
ratome handelt. Ein Phonon besitzt keinen phy-
sikalischen Impuls, da Gitterschwingungen nur
Relativbewegungen darstellen. Ein iiber p = hk
definierter Impuls ist auch nicht eindeutig, denn
k' =k+ G ist zu k dquivalent.

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, ist der
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Auslenkun

atomarer Impuls

Ort

Abbildung 4.46: Auslenkung und Impuls der
Gitteratome.

physikalische Impuls, d.h. die Summe iiber die
Impulse aller schwingenden Atome, fiir alle An-
regungen gleich null, aufler wenn k = 0. Es ist
aber trotzdem niitzlich, diese Groke als Impuls
zu betrachten und man bezeichnet sie haufig als
Kristallimpuls. Auf diese Weise kann man z.B.
inelastische Streuung von Photonen erkldren, bei
denen die Impulserhaltung gilt, sofern man den
Kristallimpuls des gestreuten Phonons beriick-
sichtigt.

4.4.3 Energie pro Gitterschwingung

Der Energieinhalt eines Kristalls setzt sich
aus unterschiedlichen Beitragen zusammen. Ei-
ner dieser Beitrdge ist die Energie der Gitter-
schwingungen. Diese berechnen wir als Summe
iiber alle Schwingungsfreiheitsgrade. Alle Gitter-
schwingungen bei unterschiedlichen Wellenvek-
toren sind unabhédngig voneinander. Zunéchst
bestimmen wir deshalb den Energieinhalt einer
einzelnen Gitterschwingung bei der Temperatur
T. Abb. [4.47 zeigt zwei solche Oszillatoren.

\

Frequenz w

(

Wellenzahl k wa

Abbildung 4.47: Zwei unabhéngige Phononen-
freiheitsgrade.

Die Energie einer Gitterschwingung ist quanti-

siert:
Ek)=(n+ %)ﬁw(k‘)

Die Energie kann auch iiber die Auslenkung aus-
gedriickt werden:

1
E(k) = Zm(,uQu%,
mit ug als Amplitude der Auslenkung. Dieser
Ausdruck kann auch nach der Amplitude aufge-
16st werden:

ut = —mn+2).

Die Phononen (“Schallteilchen”) im Kristall kon-
nen, dhnlich wie die Photonen bei der Schwarz-
korperstrahlung, thermisch angeregt werden. Zu
jeder Eigenschwingung mit vorgegebenem Wel-
lenvektor und Frequenz gehort somit eine tem-
peraturabhéngige Zahl von Phononen. Phononen
sind Bosonen, die der Bose-Einstein-Statistik un-
terliegen.

Analog zur Herleitung des Planck’schen Strah-
lungsgesetzes geht man aus von der Boltzmann-
Verteilung, welche das Verhéltnis der Beset-
zungszahlen N,, zweier benachbarter Zusténde
im thermischen Gleichgewicht bei der Tempera-
tur T" beschreibt:

Nn+1

Ny,

— g—hw/kpT
Die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir den Zu-
stand mit n Phononen ist damit

N, efnhw/k:BT

Pn = Zs Ns = ZS e—sfuu/kBT'

Fiir Besetzungswahrscheinlichkeiten gilt 0 <
pn < 1 und ) p, = 1. Daraus bestimmen wir
den Erwartungswert fiir n, also die mittlere An-
regung:

D S oS R o Vi
<n — - Sps_ ZSNS - Zse_sm/kBT .

111
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Wir benutzen die Abkiirzung z = e~ /ksT

dass

(n) =

SO-

T

2

Der Nenner entspricht einer geometrischen Rei-
he:

> 1
Szzjomsz T

Der Zéahler kann durch Ableitung in einen ent-
sprechenden Ausdruck umgeformt werden:

. d— , d/ 1

Damit ist die mittlere Anregung

(n) = 25570 _ (-af _ @
S s = l—x
e—fl/.d/kBT 1

1 — e—hw/ksT — ghw/ksT _ 1

0 0.5 1 1.5
Temperatur kgT/hw

Abbildung 4.48: Erwartungswert der Phononen-
zahl bei tiefer Temperatur.

Dies ist die Planck-Verteilung. Die mittlere Ener-
gie einer Gitterschwingung (oberhalb der Null-
punktenergie) betragt damit

hw
(&) = ohw/kpT _ 1

Fiir hohe Temperaturen, T > hw/kp konnen wir
die Exponentialfunktion entwickeln und erhalten

kgT
™= e
d.h. die mittlere Phononenzahl ist - bei hohen
Temperaturen - proportional zur Temperatur.
Dies entspricht dem klassischen Resultat.

Fiir die mittlere Energie erhalten wir entspre-
chend

() = kpT,

in Ubereinstimmung mit dem semiklassischen
Aquipartitionsprinzip.

4.4.4 Zustandsdichte

Um die gesamte in Kristallschwingungen gespei-
cherte Energie zu berechnen, miissen wir iiber
sdmtliche Schwingungsfreiheitsgrade summieren.
Wie bereits erwahnt, gehdren zu jedem Wellen-
vektor 3 Polarisationsfreiheitsgrade. Insgesamt
miissen im Kristall pro Atom 3 Schwingungsmo-
den existieren.

Abbildung 4.49: Schwingungsmoden in einer li-
nearen Kette.

Wir betrachten hier den kontinuierlichen Grenz-
fall, in dem die Summe iiber alle Freiheitsgrade
zu einem Integral iiber eine kontinuierliche Ver-
teilung wird. Im Frequenzraum berechnet man
die Energie als Integral iiber alle Moden:

hw
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Hier bezeichnet Dy (w) die Zustandsdichte, also
die Anzahl Zustdnde deren Frequenz zwischen w
und w + dw liegt. Fiir die Berechnung dieser Gro-
e betrachten wir zunéchst die Zustandsdichte
im k-Raum.

Die Anzahl der Schwingungsmoden ist abhéngig
von den Randbedingungen. Abb. zeigt den
Fall der festen Randbedingungen. Hier ist die
Zahl der unterscheidbaren Moden N — 1, wenn
man die fixen Atome an den Enden der Kette
mitrechnet.

\)M;

Abbildung 4.50: Lineare Kette mit periodischen
Randbedingungen. us bezeich-
net die Auslenkung des s-ten
Atoms aus der Ruhelage.

Meist verwendet man aber periodische Randbe-
dingungen, d.h. man verlangt, dass die Schwin-
gungen im direkten Raum periodisch sind, us =
Ust N, Mit einer Periode L = Na, wobei N > 1.
Diese Periode entspricht z.B. der Grofse des Kri-
stalls. Man ‘biegt’ also den Kristall in einer hohe-
ren Dimension zu einem Ring, wie in Abb. [£.50
gezeigt. Dies ist ein niitzliches Hilfsmittel, wel-
ches die mathematische Behandlung vereinfacht,
auch wenn es nicht der physikalischen Wirklich-
keit entspricht.

Aufgrund der periodischen Randbedingungen
us = Usy N sind die moglichen Werte der Wel-
lenzahl diskret:

2T

damit ist

Us+ N

da j eine ganze Zahl ist. Pro Intervall Ak = 27 /L
existiert somit ein erlaubter k-Wert. Bis zu einem
maximalen Wert k,,, sind es

_ L
- 2n/L 27

k.

Daraus folgt die Zustandsdichte im Frequenz-
raum:

dz dz | dk L

@
dwl’

™
Der Faktor 2 beriicksichtigt, dass negative und
positive k-Werte die gleichen Schwingungsfre-

quenzen aufweisen. Das Betragszeichen sorgt da-
fiir, dass die Zahl der Moden immer positiv ist.

4.4.5 Zustandsdichte in 3D

3D : Modenkugel

/
4

LI@ Kristall

L>»a

periodische
Randbedingungen

# Zustande mit k<kmax
L\ 4r .
N = (E) ?k?naw

Abbildung 4.51: Zustdnde im k-Raum.

Im 3D reziproken Raum treten Wellenvektoren
mit den Komponenten

2Ny y T
L

mit ngy,. = 0,1,....N auf. Der Abstand zwi-
schen 2 Werten betrigt somit wiederum Ak =
27/ L. Die Zustandsdichte (pro Polarisation) im
k-Raum wird damit

1 |4

P = Gy ~ 8

kx?y7z = :t
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mit V' = L3 dem Volumen des betrachteten Kri-
stalls. Die Dichte (im k-Raum) ist somit konstant

und proportional zum Volumen des Kristalls.

Die gesamte Zahl von Zustdnden, deren Wellen-
vektor Kkleiner ist als kj,qz, ergibt sich damit aus
der konstanten Dichte D(k), multipliziert mit
dem Volumen einer Kugel mit Radius k4, 2u

47 L\? 4r
D(k)—K3 = (=) —k3

3V

maz e o2

N(kmax)

Die Zustandsdichte im Frequenzraum ist gege-
ben durch die Ableitung nach w:

_dN(w) dN(k)dk k% dk
T dw dk dw 272 dw’
wobei der Index .,,q, Weggelassen wurde. Die Zu-
standsdichte und damit der Energieinhalt und
die spezifische Wérme konnen damit berechnet
werden, wenn die Dispersionsrelation w(k) be-
kannt ist. Diese konnen experimentell gemessen
oder berechnet werden.

D(w) (4.9)

4.4.6 Debye-Modell

Ein besonders einfaches und erfolgreiches Modell
fiir die Zustandsdichte ist dasjenige von Deby
Es beruht auf der Annahme einer konstanten
Schallgeschwindigkeit v,, was fiir die Dispersi-
onsrelation

w = vsk oder k::ﬁ

Vs
und damit
a1
dw v

ergibt. Am Rand der Brillouin-Zone, wo die
Schallgeschwindigkeit gegen 0 geht, divergiert
die Zustandsdichte.

Wie in Abb. [4.52 gezeigt, ist dies eine gute Néhe-
rung fiir akustische Phononen und kleine Wellen-
vektoren, wo die Schallgeschwindigkeit konstant

SPeter Debye (1884 — 1966) Nobelpreis 1936

3 e .

N \o*

8 Oet Py

= =k

o

(I
Wellenzahl k |
T

00 7i/2a mla

Abbildung 4.52: Vereinfachte
Debye-Modell.

Dispersion im

ist. Abweichungen sind zu erwarten, wenn kur-
ze Wellenldngen und optische Phononen relevant
sind.

Mit dieser Naherung wird die Zustandsdichte

Rk W

Die Zustandsdichte wéchst somit quadratisch
mit der Frequenz. Im Debye-Modell wird aufer-
dem angenommen, dass v, und damit die Zu-
standsdichte im k-Raum isotrop sei.

Wie bereits bei der klassischen Behandlung
der Gitterschwingungen diskutiert, gibt es aber
einen maximalen Wert fiir den Wellenvektor, der
physikalisch sinnvoll ist, und der dem Rand der
ersten Brillouinzone entspricht. Ab diesem Wert
sinkt die Zustandsdichte auf 0. Die Form der
Brillouinzone wird im Debye Modell durch eine
Kugel ersetzt, wobei der Radius kp der Kugel
so gewahlt wird, dass die Zahl der Moden inner-
halb dieser Kugel der Zahl der Moden im Kristall
entspricht, d.h. (ohne Beriicksichtigung der Po-
larisation) gleich der Anzahl N der Atome im
Kristall:

3 3
N = L 41]4:%:@
2r) 3 672

sodass

V6m2N {,/ 612N
kD p— p— 3
L 1%

wobei V = L3 das Kristallvolumen darstellt. Die
zugehorige Grenzfrequenz betragt

3 67T2N
\%4

wWp = Vg
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und wird als Debye-Frequenz bezeichnet. Sie ist
somit (sinnvollerweise) nur von der Dichte N/V
(Zahl der Atome pro Volumen) abhingig, und
nicht von der Anzahl Zellen oder dem Kristallvo-
lumen. Aufierhalb dieser Kugel, also fiir k > kp,
respektive w > wp wird die Zustandsdichte zu 0
gesetzt.

—
3
SN—
N
Q C
Q [0}
Q
e -]
Q 2 g
5 w o
& 5 5.3 IN
° 2m2v3 c
IS =
7] O
-]
N

Frequenzw @p

Abbildung 4.53: Zustandsdichte  im
Modell.

Debye-

Im Debye-Modell ist die Zustandsdichte also

fiir w < wp

fﬁrw>wD'

Setzt man diesen Ausdruck fiir die Zustandsdich-
te erhélt man aus Gleichung die gesam-
te thermische Energie der Gitterschwingungen
durch Integration iiber samtliche Frequenzen als

U:

RV (e w2 w
_ %2/0 s =y (411

Im Rahmen des Debye-Modells nehmen wir au-
ferdem an, dass die Schallgeschwindigkeit wg
nicht von der Polarisation abhéngt. Dann kon-
nen wir die gesamte Energie erhalten, indem wir

den Ausdruck (4.11) mit der Anzahl 3 der Pola-

risationsfreiheitsgrade multiplizieren.

_ 3Vh [vP w3
- 2n2ud Y eholkeT 1"

Die Integration wird iibersichtlicher, wenn man
das Verhéltnis aus Phononen-Energie fiw zu ther-
mischer Energie kpT' substituiert als

kgT
oder w = :):L

T kgT h

und

kT
dw = de——.
w T

Damit wird das Integral

/WD p w? kpT\* /l“D L
W = T
0 eMw/ksT — 1 h 0 et —1

und die Energie

| 3VELT /ID o
- 2m2u3R3 Ter 1

(4.12)

4.4.7 Debye-Temperatur

Die obere Integrationsgrenze

hwp 0

Pkl T T

bezeichnet das Verhéltnis aus der Debye-Energie
hwp und der thermischen Energie. Hier bezeich-
net 0 die Debye-Temperatur

hwp  hvg 3/6m2N
)= —= = 4.13
il ek Vs v (4.13)
d.h. das Temperaturdquivalent der Debye-

Frequenz. Unterhalb dieser Temperatur machen
sich bei der spezifischen Warme Quanteneffek-
te bemerkbar. Fiir Temperaturen oberhalb der
Debye-Temperatur sind alle Moden angeregt,
da ja oberhalb der Debye-Frequenz keine Mo-
den existieren. Auch wenn das Debye-Modell
die Wirklichkeit nur sehr grob abbildet, ist die
Debye-Temperatur trotzdem eine niitzliche Gro-
e fiir die Charakterisierung von Festkorpern.

Geméf  Gleichung ist die Debye-
Temperatur proportional zur Schallgeschwindig-
keit des Materials und somit héher fiir harte
Materialien. Wie in Tabelle gezeigt, haben
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Li Be B C N 0 F Ne
344 1440 2230 75
0.85 | 2.00 0.27 | 1.29
Na Mg Al Si P S Cl Ar
158 400 Tieftemperaturgrenze von 8, in Kelvin 428 645 92
1.41 | 1.56 Wirmeleitzahl bei 300 K, in Wem- ! K-! 2.37 | 1.48

K Ca Sc Ti v Cr Mn Fe Co

Ni Cu Zn Ga Ge As Se Br Kr

91 230 360. | 420 380 630 410 470 445 450 343 327 320 374 282 90 72
1.02 0.16 | 0.22 ] 0.31 | 0.94 | 0.08 | 0.80 | 1.00 | 0.91 | 401 | 1.16 | 0.41 J0.60 | 0.50 ] 0.02
Rb Sr Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pd Ag Cd In Snw | Sb Te I Xe
56 147 3280 | 291 §275 |450 600 1480 §274 225 f209 §108 200 211 153 164
0.58 0.17 J 0.23 J 0.54 | 1.38  0.51 | 1.17 | 1.50 | 0.72 | 429 | 0.97 | 0.82 | 0.67 | 0.24 ] 0.02

Cs Ba La 3 | Hf Ta w Re Os Ir

38 J110 § 142 |} 252° }240 400 § 430 |500 §420
0.36 0.14 ] 0.23 | 0.58 | 1.74 | 0.48 | 0.88 | 1.47

240 165 719 } 785 {105 119
072 | 3.17 0.46 | 0.35 | 0.08

Fr Ra Ac

Ce Pr Nd Pm Sm Eu

0.11 ]| 0.12 ] 0.16 0.13

Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb Lu

200 210 120+ § 210
0.11 | 0.11 ) 0.11 J 0.16 | 0.14 | 0.17 | 0.35 | 0.16

Th Pa u Np Pu Am

163 207
0.54 0.28 | 0.06 | 0.07

Tabelle 4.2: Debye-Temperatur der Elemente.

Metalle Debye-Temperaturen, die nahe bei der
Raumtemperatur liegen. Das Maximum wird
erreicht beim Diamant, wiahrend die Edelgase,
welche Van der Waals Kristalle bilden und
damit relativ weich sind, eine relativ niedri-
ge Debye-Temperatur haben, weit unterhalb
der Raumtemperatur. Das gleiche gilt fiir die
Alkalimetalle, welche sehr weich sind.

Mit dieser Definition wird

I = g _ hvs 3 67T2N
D=7 " kg Vv
g 3 _( hos 3 612N
T) \kgT vV

Einsetzen dieses Ausdrucks in (4.12) ergibt die
thermische Energie

T 3 Tp 3
U =9kT N <9> / dr —2—, (4.14)
0

oder

et —1’

wobel x = hw/kpT.

4.4.8 Spezifische Wiarme im
Debye-Modell

Praktisch misst man nie den gesamten Energi-
einhalt, sondern die Anderung der Temperatur
pro zugefiihrte Energieeinheit, resp. die spezifi-
sche Wirme, d.h. die Anderung der Energie pro
Temperatureinheit. Der Ausgangspunkt ist der
Ausdruck fiir die thermische Energie,

3Vh [“P w3
A

Damit wird

wp 3
o dUd3Vh/ Y
0

AT~ dT 27203 Y eho ke _
3Vh2 wp w4 efz/.u/kBT
e _— wWw-—— .
2203k T? /0 (ehw/kBT _ 1)2

11
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Mit Hilfe von

T T
w = x% , dw = dxk%
und (4.13), resp.
93 hos\® 672N
kp %
erhalt man
2 T 5 rp 4 x
Oy — QSZE kg / g z5e i
2n203kpT? h 0 er —1)

3 Tp 4 x
_ 3V/<;B <k3> T3/ PR i
2 vsh 0 (er —1)
T 3 prxp 4 x
— OkgN () A ——
0 0 (e — 1)

Fiir hohe Temperaturen (d.h. kleines x) kann die
Exponentialfunktion gendhert werden als e ~
14z (im Nenner), respektive 1 im Z&hler. Damit
wird die Warmekapaziat

T\® [op
9kpN () / dx *
0 0

T 3
= 3kgN <0> x% = 3kpN.

Cvm

Bezogen auf ein Mol, d.h. N — N, erhélt man

J

3R~ 25M01K'

cy =

Dies entspricht auch dem Resultat der klassi-
schen Mechanik, unabhéngig vom Material.

Tatséchlich findet man experimentell fir viele
Materialien einen Wert in dieser Grofenordnung,
sofern die Temperatur geniigend hoch ist. Abb.
[4.54 zeigt den Verlauf fiir Germanium und Silizi-
um. Ab etwa 300 K sind alle Gitterschwingungen
vollstéandig angeregt und die Quantisierung spielt
keine Rolle mehr.

Fiir tiefere Temperaturen T' < 6 hingegen fillt
die spezifische Warme stark ab und geht gegen
Null, wie in Abb. gezeigt. Dies ist ein Ef-
fekt der Quantenmechanik, der durch das Debye-
Modell gut reproduziert wird.

Theorie 3R Experiment

o
I

v
1

=)
I

iny/MolK) ,

Cp [J/MolK]

w
1

spezifische Warmekapazitat

9 3 - T(!: 200
Temperatur in K

1
=0

=3

02 04 06 08 1
reduzierte Temperatur T/6

o

Abbildung 4.54: Temperaturabhéngigkeit  der
spezifischen Warme im Debye-
Modell und im Experiment.
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Abbildung 4.55: Temperaturabhéngigkeit  der
spezifischen Wérme fiir ver-
schiedene Materialien.

Viele Materialien zeigen eine Temperaturabhén-
gigkeit der spezifischen Wérme, welche recht gut
mit dem Debye-Modell {ibereinstimmt. Abb. .55
fasst eine grofse Zahl von Messdaten zusammen.
Die Kurven I wurden hier der Ubersichtlichkeit
halber in horizontaler Richtung, die Kurven III
in vertikaler Richtung verschoben. Wie Abb. .55
zeigt, ndhert sich die Molwarme fiir hohe Tem-
peraturen dem klassischen Wert an. Fiir niedrige
Temperaturen erhilt man aber wesentlich tiefere
Werte, welche fiir T' — 0 gegen Null gehen.

4.4.9 Das T Gesetz

Fiir niedrige Temperaturen, T' < 6 oder = > 1
kann der Ausdruck (4.14) fir die Energie U wei-

ter vereinfacht werden, indem man die obere
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Grenze xp = 0/T des Integrals gegen unendlich
gehen lasst: fiir x > 1 wird der Integrand we-
gen der Exponentialfunktion sehr klein und der
Fehler, der durch die erweiterte Integrationsgren-
ze entsteht, vernachlassigbar. Damit wird aus
(14.14)

T 3 o) 3
U = 9kgT N <) / de —2
9 0 617—1

Fiir die Integration hilft die Summenformel fiir
die geometrische Reihe

1 1

a’ a—1
S

mit a = e®. Damit wird
o] IL’3 o0 3
dx = dxr x e %%
[ et = ey
o0
= Z/ dx z3e 5%,
S 0

Fiir das Integral findet man in einer Tabelle

fe's) m
/ dr 2™ e — 0% Z m'x
— | r+1 "
0 —0 ’f' a
Fiir m = 3,a = —s erhalten wir
00 3 (_1)r6 3—r
d 3 —sx __ _—sx Z T
rr e =€ 1°

) 2B

An der oberen Grenze des Integrals (z — oo) ver-
schwindet die Exponentialfunktion. An der unte-
ren Grenze (r = 0) verschwinden alle Terme in
der Summe, aufer » = 3. Damit wird

°° 6
drzde ™" = —
0 st

00 3 1 7.‘_4
d = 6 — = —,
/0 Ter 1 Z s 15

wobei fiir die Summe wiederum auf eine For-
melsammlung verwiesen werden muss.

und

Damit wird die Energie

3t T 3
U=""kgTN
5 7 (9)

und die Warmekapazitét

au  12x% T\?3 T\?3

Diese Form ist als Debye’sches T3 Gesetz oder
Debye’sche T3 Niherung bekannt. Es kann qua-
litativ leicht interpretiert werden: bei einer Tem-
peratur 7" sind diejenigen Moden aktiviert, deren
Schwingungsfrequenz kleiner sind als kgT'/h (—
4.4.10).

Cy =

22 T T T

] Festes Argon /

5
3

o= 92K /1
LA ‘

1,3 2,66 399 532 6,65 7,98

Temperatur 73 [K3]

|

§

£
[

Spezifische Warme [mJ Mol K-1]

o

o

Abbildung 4.56: Warmekapazitdt von festem
Argon bei tiefer Temperatur.

Ein schones Beispiel fiir dieses 72 Verhalten
wird von Argon geliefert, wie in Abb. [£.56] ge-
zeigt. Die gute Ubereinstimmung mag zunichst
erstaunen, ist das Modell doch relativ einfach.
So widerspricht z.B. die Annahme einer kon-
stanten Schallgeschwindigkeit der Tatsache, dass
die Schallgeschwindigkeit an der Oberflache der
Brillouin-Zone gegen Null geht. Die Moden in
diesem Bereich sind aber gerade die mit den
hochsten Energien und deshalb bei tiefen Tem-
peraturen praktisch nicht mehr angeregt. Der
Temperaturbereich, der hier gezeigt wird, liegt
um mehr als eine Gréfsenordnung unterhalb der
Debye-Temperatur von Argon (64, = 92K). Das
Debye’sche T3-Gesetz ist oft gut fiir T < ©p/50
anwendbar, denn bei tiefen Temperaturen wer-
den nur langwellige akustische Phononen ange-
regt.
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4.4.10 Vereinfachtes Modell

Man kann das 72 Gesetz auch mit Hilfe eines
noch einfacheren Modells herleiten. Dazu nimmt
man an, dass alle Moden, deren Phononenener-
gie klein ist gegeniiber der thermischen Energie,
hw < kpT vollstindig angeregt sind, alle Mo-
den mit hoherer Energie gar nicht. Fiir eine Di-
spersionsrelation w = wvgk bedeutet dies fir die
Wellenvektoren: Alle Moden mit Wellenvektor

kgT

k<kpr= n
Vs

sind vollstdndig angeregt, alle kurzwelligeren
(d.h. hoherfrequenten) Moden gar nicht. Die ma-
ximale Wellenzahl ist proportional zur Frequenz
und damit zur Temperatur.

Wie wir bereits diskutiert hatten, ist die Zahl der
Moden, deren Wellenzahl kleiner ist als ein Ma-
ximalwert kr gegeben durch die Zahl der Punk-
te im Innern der entsprechenden Kugel im rezi-
proken Raum und damit zur dritten Potenz von
k. Bei Temperaturen weit oberhalb der Debye-
Temperatur 6 sind alle Moden vollstindig an-
geregt; die Zahl der angeregten Moden betragt
dann 3N und die Energie entspricht dem klassi-
schen Grenzwert 3SNkpT. Bei Temperaturen un-
terhalb der Debye-Temperatur sollte die Zahl der
angeregten Moden mit (7/6)% abnehmen. Damit
betragt die Energie in diesem Modell

3
U =3NkpT (g) .

Die Warmekapazitit wird damit

3
=123k ()

v =37 9

Die T3-Abhingigkeit spiegelt also einfach wie-
der, dass die Anzahl der Moden in einer Kugel
des k-Raumes proportional zur dritten Potenz
des Radius dieser Kugel ist.

4.4.11 Das Einstein-Modell

Im Debye-Modell hatten wir angenommen, dass
die Zustandsdichte im k-Raum konstant sei. Ein-

stein® hat ein noch einfacheres Modell aufge-
stellt, wo alle Phononen die gleiche Energie ha-
ben.

Einstein

Debye

Zustandsdichte D(w)

Frequenz o @p

Abbildung 4.57: Vergleich der Zustandsdichten
in den Modellen von Einstein
und Debye.

Hier ist die Zustandsdichte also eine d-Funktion.
Die Energie wird dann

3N hw

Damit wird die Warmekapazitét

Y
Vo= our

fiw 2 ehw/kBT
= 3Nk .15
B (kBT) (ehe/ksT — 1)\7 )

Auch hier kann man eine reduzierte Temperatur
©. = hw/kp einfithren und erhalt fiir die molare
Wiérmekapazitat, d.h. mit N kp — R

0. \2 ¢Oc/T
Cy = 3R (T> W.

Wir betrachten zunédchst den Grenzfall kT >
hw, d.h. T > O,. Dann kann die Exponential-
funktion entwickelt werden und wir erhalten

(4.16)

cy = 3R,

d.h. das klassische Dulong-Petit’sche Gesetz. Bei
hohen Temperaturen ergibt die Einstein’sche Né&-
herung also das gleiche Resultat wie die Debye-
Néherung.

6 Albert Einstein (1879 - 1955) Nobelpreis 1921
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Bei tiefen Temperaturen, kgT < hw, kann die
1 in (4.15) gegeniiber der Exponentialfunktion
vernachldssigt werden. Wir erhalten

1 hesksT

cvo<T26 ,

also einen exponentiellen Abfall.

Einstein

L
02 04 0.6 08 1

Reduzierte Temperatur 7/

Spezifische Warmekapazitat [J/(mol K)]

Abbildung 4.58: Temperaturabhéngigkeit  der
spezifischen Wérme in den

Modellen von Einstein und
Debye.

Bei tiefen Temperaturen passen die experimen-
tellen Resultate besser auf die Theorie von De-
bye, da die Zustandsdichte der Phononen niedri-
ger Energie besser durch die Debye-Theorie be-
schrieben wird.

Waremekapazitéat C, [J/(mol K)]

f I 1
00 400

I I
800 1200

Temperatur T [K]
Abbildung 4.59: Vergleich der Zustandsdichten

in den Modellen von Einstein
und Debye.

Das Einstein Modell ist besser geeignet fiir die
Beschreibung optischer Phononen, wo die Zu-

standsdichte stiarker auf eine Frequenz konzen-
triert ist. Abb. [4.59 vergleicht als Beispiel die
Vorhersage des Einstein-Modells mit den Daten
fiir Diamant.

4.4.12 Reale Zustandsdichten

Die einfachen Modelle, die wir bisher diskutiert
haben, kénnen die Realitdt nicht exakt wieder-
geben. Die wirklichen Zustandsdichten enthalten
z.B. immer Singularitdten: wenn die Gruppenge-
schwindigkeit gegen null geht, vy, = dw/dk — 0,
wie z.B. meistens am Rand der Brillouin-Zone,
dann geht nach Gleichung die Zustands-
dichte gegen unendlich:

k? dk k1
Dw)=V——=V_—o5— — .
272 dw 272 vg
§ A
Q
Q
=
0
©
()
©
C
S
(2]
=} >
N
Frequenz w

Abbildung 4.60: Reale Zustandsdichte.

Beim Modell der linearen Kette, z.B., ist die Di-
spersionsrelation

C

M

. ka
sin —
2

w=2

Die Zustandsdichte wird dann (in 1D)

D(w) dk 1 /M1
W)X —=—— =4/ ————.
dw  dw/dk C acos %‘l
Offenbar erhélt man eine Divergenz an der Zo-
nengrenze, wo k — m/a, d.h. wo die Gruppen-

geschwindigkeit verschwindet. Diese Divergenzen
werden als Van HOW Singularitdten bezeichnet.

"Léon Charles Van Hove (1924 - 1990)
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einer Kette mit N = 36 Einheitszellen

w
Lo
T oo il I
4 ds,
D((,u) o

) (2n) f o Vnppe

van Hove- Dl a
Singularititen
llllll ;‘l I—I-l LLLLE]L

Zustandsdichte D(w) Dfola 01.2.. k m/a

Abbildung 4.61: Zustandsdichte mit Singulariti-
ten fiir ein einfaches Modell.

Abb. zeigt als Beispiel die Zustandsdichte

eines einfachen Modells aus 36 Zellen.

In drei Dimensionen erhélt man die Zustands-
dichte wiederum am einfachsten im k-Raum. Da
hier die Zustandsdichte konstant ist, benotigt
man lediglich das Volumen zwischen den beiden
Flachen mit Frequenz w und w + dw. Es ist fiir
jeden Zweig der Dispersionsrelation einzeln aus-
zurechnen.

ke
o+ do

Abbildung 4.62: Iso-Frequenzflichen und Grup-
pengeschwindigkeit.

Der Abstand im k-Raum zwischen den beiden
Isofrequenzflichen bei w und w + dw betragt

#_ 1
dw  ve'

Damit wird die Zustandsdichte

|4 1

wobei dS,, das Flachenelement darstellt und vg
die Gruppengeschwindigkeit fiir die entsprechen-
de Frequenz.

Flachenelement

Abbildung 4.63: Isofrequenzfliche in 3D.

Das Integral 1duft iiber die gesamte Isofrequenz-
flache (— Abb. . Die Gruppengeschwindig-
keit kann an den Réndern der BZ =0 werden.
Dann wird der Integrand singuldr (van Hove-
Singularitét). Dieses Ergebnis wird auch bei den
elektronischen Béndern gebraucht.

Auch in drei Dimensionen hat die Zustandsdich-
te offenbar immer dann Singularitdten, wenn
die Gruppengeschwindigkeit gegen Null geht,
wie z.B. im obigen Modell an der Grenze der
Brillouin-Zone. Solche Félle treten in realen Sy-
stemen recht haufig auf.

4.4.13 Beispiele und Diskussion

600 . .
Si . 1910 | ’J
T \ o TO-")\;‘t> i 4
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Frequency (cm
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Abbildung 4.64: Dispersion und Zustandsdichte
fiir Si und Ge.

Abb. zeigt als Beispiel die Dispersionsrela-
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tionen fiir Si und Ge. Die Projektion der Linien
auf die vertikale Achse ergibt die Zustandsdich-
te, welche am rechten Rand gezeigt ist (DOS =
density of states). Offensichtlich tritt bei den op-
tischen Phononen eine sehr hohe Zustandsdichte
auf. Die beiden Zustandsdichten sehen sehr dhn-
lich aus, da die beiden Materialien die gleiche
Struktur besitzen. Ge hat die grofere Atommas-
se und deshalb die niedrigeren Schwingungsfre-
quenzen.

D(w) D(v) = 2m D(w) D(v) = 2 D(w)
f

Ag Nacl Diamant |

wp VD \
EPTL ¥ 7 % E] woT

1 ?

Frequenz w [s]

W

Frequenz v [HZ] Frequenz v [HZ]

Abbildung 4.65: Zustandsdichten  fiir
Kochsalz und Diamant.

Silber,

Abb. zeigt drei weitere Beispiele von Zu-
standsdichten typischer Festkorper. Diamant be-
sitzt offenbar eine sehr hohe Zustandsdichte bei
den hochsten Frequenzen. Einstein hatte sein
Modell anhand dieses Systems untersucht; hier
ist die Ubereinstimmung mit am besten.

Der Grund fiir den guten Erfolg des Debye Mo-
dells bei tiefen Temperaturen trotz dieser grofen
Differenzen in der Zustandsdichte liegt darin,
dass die Moden im Bereich der Divergenzen bei
tiefen Temperaturen kaum mehr angeregt wer-
den.

Die abnehmende Bedeutung der Phononen hoher
Frequenz sieht man z.B., wenn man die Anzahl
Phononen pro Frequenzintervall betrachtet. Die-
se erhilt man als Produkt aus Zustandsdichte
D(w) und Besetzungszahl (n). Abb. [4.66 zeigt
diese Grofe fiir das Debye-Modell bei verschie-
denen Temperaturen. Mit abnehmender Tempe-
ratur tritt die maximale Zahl der Phononen pro
Frequenzintervall bei immer tieferen Frequenzen
auf.

© \

>

£ | 300D(w) (n) D(w) (n),

N | 10=0,1 30D(w) (ny /O3

g 7/0=

(on

©

L

o

g 3D(w)

5 Debye-Modell
&

i T T T T >
1+ 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Frequenz w/wy,

Abbildung 4.66: Anregungsdichte bei unter-
schiedlichen Temperaturen.

4.5 Anharmonische Effekte

4.5.1 Potenzial

Bisher haben wir im Potenzial der Atompositio-
nen nur den quadratischen Term beriicksichtigt.
Dies hat eine Reihe von Konsequenzen fiir die
Resultate:

e Wir erhalten harmonische Wellen, die Ei-
genfunktionen des Hamiltonoperators sind.
Es gibt keine Wechselwirkungen zwischen
den Moden.

e Das Volumen des Kristalls ist nicht tem-
peraturabhéngig, d.h. der Warmeausdeh-
nungskoeflizient verschwindet.

e Die elastischen Konstanten sind nicht ab-
hangig von Druck und Temperatur und sind
identisch fiir adiabatische oder isotherme
Bedingungen.

e Die spezifische Wéarme néhert sich fiir hohe
Temperaturen dem klassischen Wert an.

Echte Potenziale sind aber nie iiber den ganzen
Bereich harmonisch. Abb.[4.67 zeigt ein typisches
Potenzial. In der Ndhe des Minimums kann es als
Taylor-Reihe entwickelt werden:
1 1
U(x) =Uy+ §uz:v2 - gu;;xS +...

Wiéhrend die harmonische N&herung in der Néhe
des Gleichgewichts, d.h. fiir kleine Auslenkungen
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Abbildung 4.67: Anharmonisches Potenzial.

x, eine gute Naherung darstellt, findet man fiir
hohere Anregungen immer eine Abweichung. Ty-
pischerweise wird das Potenzial dann fiir kleinere
Absténde steiler, fiir grofere flacher. Somit ver-
schiebt sich die mittlere Aufenthaltswahrschein-
lichkeit nach aufien.

Die oben erwdhnten Punkte werden alle ungiil-
tig:

e Anharmonische Terme koppeln die Phono-

nen. So kénnen z.B. 2 Phononen addiert

werden zu einem hoher-energetischen Pho-
non mit der Frequenz w3 = wy + wi.

e Korper dehnen sich mit zunehmender Tem-
peratur aus (Wérmeausdehnung).

e Die elastischen Konstanten werden abhin-
gig von Druck und Temperatur.

4.5.2 Warmeausdehnung

Tatsdchlich zeigen die meisten Festkorper ei-
ne Warmeausdehnung, d.h. das Volumen nimmt
mit der Temperatur zu.

Die Warmeausdehnung ist proportional zum
Term dritter Ordnung des Potenzials, dem nied-
rigsten Term, welcher die Symmetrie des Poten-
zials stort: er sorgt dafiir, dass bei hoher ange-
regten Zustdnden der Schwerpunkt bei grofseren
Distanzen liegt. Abb. zeigt als Beispiel die
Warmeausdehnung von festem Argon. Der Ef-
fekt soll hier nicht quantitativ diskutiert werden;

5,46 Tripelpunkt—i 4 1 62
festes Argon &

542 | ./ 1 1,66
P Fd -
= ¥ 5
© ~.
£538 / 11,702
S o
2 ' £
£534 / —
5 S 1"

5,30 —_—

; : 1,78

0 20 Temggraturir?R 8
Abbildung 4.68: Warmeausdehnung von festem
Argon.

es sollen aber einige Aspekte der Symmetrie dis-
kutiert werden.

Das Potenzial und damit der Warmeausdeh-
nungskoeffizient ist in Kristallen im allgemeinen
anisotrop. Eine Kugel wird durch eine Tempera-
turerhéhung deshalb in ein Ellipsoid verformt.

Waérmeausdehnung

/m, dy, d2)

Volumenelement

('7"7 y7 Z)

Abbildung 4.69: Warmeausdehnung.

Ein Punkt (z,y, z) geht durch die Erwarmung in
den Punkt (z 4 dz,y + dy, z + dz) iiber, wobei
die Verschiebung (dz, dy, dz) gegeben ist durch

d dx Bir P12 B3 x
a7 dy | =1 Biz2 B2 B2z |- | ¥
dz Biz B2z B3 z

und der symmetrische (f12 = [21) Tensor
(B) den linearen Wiarmeausdehnungskoeffizien-
ten darstellt. Wie iiblich lasst sich dieser Tensor

in einem Koordinatensystem schreiben, in dem
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er diagonal wird. Die entsprechenden Richtungen
sind gegeben durch die Symmetrie des Kristalls
und die Diagonalelemente heifsen Hauptausdeh-
nungskoeffizienten j;.

Falls in einem Kristall Symmetrieachsen vorhan-
den sind, miissen die Hauptachsen entlang der
Symmetrieachsen orientiert sein.

Gt

Abbildung 4.70: Orientierung der Hauptwerte
bei Symmetrie.

Ist die Zéahligkeit dieser Achsen > 2, so miissen
die Hauptwerte senkrecht zu dieser Achse iden-
tisch sein. In einem kubischen Kristall sind die
drei Koeffizienten deshalb aus Symmetriegriin-
den identisch und die Wérmeausdehnung iso-
trop.

Kristall Symmetrie g1 Bl —
B B B3
NaCl kub. 40 — -
CaFq kub. 19 — —
Cd hexag. 17 49 —
Zn hexag. 14 55 -
Kalkspat trigonal —6 26 —
Quarz trigonal 19 9 —
Kunststoff * axial (Dooh) 79,8 73,5 —
Aragonit rhomb. 10 16 33
Chrysoberyll rhomb. 6,0 6,0 5,2

* Polystyrol, auf die fiinffache Linge verstreckt.

Tabelle 4.3: Thermische Ausdehnungskoeffizien-
ten flir unterschiedliche Materialien.
Einheiten: 1076 K1,

Tabelle. zeigt einige Wiarmeausdehnungsko-
effizienten fiir axial symmetrische wie auch fiir
nichtaxiale Systeme.

Fiir praktische Anwendungen ist es oft ausrei-
chend, von einer linearen Ausdehnung auszuge-
hen. Eine Lénge ¢ &ndert sich damit mit der

Temperatur T' wie
K(T) = Eo(l + OéP(T — To)).

Hier stellt /g die Referenzlédnge bei der Tempe-
ratur 7y dar. Der lineare Ausdehnungskoeffizient
ayp ist somit

1 ot

Qp = %87

Dehnt sich der Korper in alle 3 Richtungen gleich
stark aus, so dndert sich das Volumen um

V-Vo AV (LA -8
Vo VvV 3
B €3+3€2A£+-~-—£3N3A£
3 T

Die relative Anderung des Volumens entspricht
somit dem dreifachen der Anderung der Langen.

Die temperaturabhéngige Ausdehnung kann als
Mittel iiber die Besetzung der Zustdnde berech-
net werden:

fj;o ze U@)/ksT gy

[T e U@ /keTdy

(x)

Fiir ein harmonisches Potenzial gilt aus Symme-
triegriinden (z) = 0, unabhéngig von der Tempe-
ratur. Bei einem anharmonischen Potenzial hin-
gegen wird fiir niedrige Temperaturen

1 us
x) = ——kpT.
() 2 u3 B
Dies entspricht einem linearen Warmeausdeh-
nungskoeffizienten proportional zu ug, d.h. zum
Koeffizient dritter Ordnung im Potenzial, also

zum ersten nichtharmonischen Term.
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4.6 Warmeleitung

Waérme ist nicht ortsgebunden, sondern sie brei-
tet sich diffusionsartig aus, bis alle miteinander
in Kontakt stehenden Bereiche eines Systems die
gleiche Temperatur aufweisen (— 0** Hauptsatz
der Thermodynamik). Obwohl die mikroskopi-
sche Ursache dafiir als zuféllige Bewegung ato-
marer Teilchen verstanden werden kann, erfolgt
der makroskopische Transport gerichtet und de-
terministisch.

4.6.1 Grundlagen

Wiérmeenergie kann durch Strahlung, Leitung
oder Stromung (Konvektion) transportiert wer-
den; hier wird nur die Warmeleitung behan-
delt. Diese erfolgt nur in Materie, ist aber nicht
mit deren makroskopischer Bewegung verbun-
den, sondern nur mit Energieiibertragung durch
Stofse. Dieses Kapitel behandelt nur die Warme-
leitung in Isolatoren. In Metallen liefern die Elek-
tronen den wichtigsten Beitrag zur Warmelei-
tung. Da dieser in Isolatoren entféllt, dominiert
in diesem Fall der Beitrag der Gitterschwingun-
gen.

sehr heill kalt
OO O 0Q00 0090
00 000

0000 OO
O%OOOOOOOOOO

Abbildung 4.71: Warmeleitung.

Wiérmetransport tritt dann auf, wenn die Tem-
peratur nicht homogen ist. Er ist so gerich-
tet, dass er zu einer Verringerung des Tem-
peraturgefilles fiihrt. Dabei werden wir zwi-
schen stationdren und nichtstationdren Proble-
men unterscheiden. Stationére Probleme werden
durch inhomogene Randbedingungen charakteri-
siert, nichtstationére durch eine inhomogene An-

fangsbedingung. Inhomogene Randbedingungen
kénnen durch Wérmequellen wie z. B. Heizdréah-
te erzeugt werden.

kaltes
Ende

heisses

/,\\
Ende

— 7
A G A W”

Abbildung 4.72: Gasmodell der Wérmeleitung:
Energietransport ohne Massen-
transport.

Bei der Warmeleitung in einem Festkorper findet
ein Transport von Warme ohne Massentransport
statt. Dies kommt dadurch zustande, dass an ei-
nem Ende eines geschlossenen Behélters (resp.
Festkorpers) die Teilchen erwiarmt werden, am
anderen Ende gekiihlt (— Abb. . Dadurch
bewegen sich gleich viele Teilchen nach links wie
nach rechts, so dass kein Massentransport statt-
findet. Die Teilchen, welche sich nach rechts be-
wegen, haben jedoch im Durchschnitt die hohere
Energie, so dass ein Energietransport nach rechts
stattfindet.

4.6.2 Warmeleitfahigkeit

Die transportierte Warmemenge ist
Q=CAT

mit der Warmekapazitit C' und der Temperatur-
differenz AT.

In einem 1D Warmeleiter mit Querschnittsflache
A und Lénge ¢ (— Abb. kann man den
Wirmestrom I = dQ/dt schreiben als

T -1
E .

In 3 Dimensionen, in differenzieller Form, wird
dies zu

I x M\A

j=—A\VT.

Hier ist die Warmestromdichte j die transpor-
tierte Warmemenge ) pro Zeit 7 und Quer-
schnittsflache A:

. Q CAT

T AT AT
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heiBes Reservoir kaltes Reservoir

Temperatur

Ort

Abbildung 4.73: Warme wird iiber einen Stab
zwischen 2 Warmereservoiren

iibertragen.
Material AIW/(m-K)
Aluminium 237
Beton 0,19-13
Blei 353
Eis 0,592
Eisen 80,4
Glas 0,7-0,9
Gold 318
Holz (Eiche) 0,15
Holz (Kiefer) 0,11
Kupfer 401
Luft (27 °C) 0,026
Silber 429
Stahl 46
Wasser (27 °C) 0,609

Tabelle 4.4: Warmeleitkoeflizienten fir unter-
schiedliche Materialien.

Hier stellt

W

YOWETTR

den spezifischen Wiérmeleitfahigkeitskoeffizien-
ten des Materials dar. Sein Kehrwert ist der spe-
zifische Warmewiderstand. Tabelle zeigt ei-
nige typische Werte fiir unterschiedliche Mate-
rialien. Daraus sieht man unter anderem, dass
Metalle weitaus bessere Warmeleiter sind als Iso-
latoren. Dort spielen offensichtlich weitere Pro-
zesse eine Rolle als die hier diskutierten Gitter-
schwingungen. Diese Effekte werden in Kapitel [5|
diskutiert.

Die Wirmeleitung durch Gitterschwingungen

kann im Rahmen eines Modells beschrieben wer-
den, welches an die kinetische Gastheorie ange-
lehnt ist. Die Phononen stellen Atome des Gases
dar. Geméfs der kinetischen Gastheorie ist der
Wirmeleitkoeffizient A gegeben durch

A= %CW,
wobei C die spezifische Warme der Phononen ist,
v deren Geschwindigkeit, und ¢ die mittlere freie
Weglange. Diese wird in erster Linie bestimmt
durch die Streuung an Kristallfehlern und ande-
ren Phononen.

Kristall 7.°C C,Jem3K-! K aem 'K=' ¢, inA
Quarz® 0 2.00 0,13 40
—~190 0.55 0,50 540
NaCl 0 1.88 0.07 23
—190 1,00 0,27 100

aparallel zur optischen Achse

Abbildung 4.74: Freie Weglingen ¢, berechnet
aus den Warmeleitkoeffizienten

A

4.6.3 Stofse von Phononen

Ein wirklicher Warmetransport durch Phononen
kann nur stattfinden, wenn die Phononen selber
ein thermisches Gleichgewicht mit den {ibrigen
Freiheitsgraden erreichen. Gleichzeitig begrenzen
Stoke die freie Weglédnge der Phononen und re-
duzieren damit die Warmeleitfahigkeit.

. ° ° ° .
° . . . 0

ko f\/\/\;’w
. ) () . .

Abbildung 4.75: Streuung eines Phonons an ei-
nem Gitterfehler.

Wechselwirkungen finden z.B. statt, wenn das
Gitter nicht ideal ist. Man bezeichnet dies als
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Stoke der Phononen mit Gitterfehlern. Solche
Prozesse konnen qualitativ leicht verstanden
werden, in Analogie zur Optik: ein Gitterfehler
andert den Wellenwiderstand, d.h. die Brechzahl
des Mediums. An solchen Stellen werden Wellen
(teilweise) reflektiert.

Die Stofe der Phononen mit statischen Gitter-
fehlern fithren nicht zu einer Anderung der Ener-
gie, die Frequenz des einlaufenden und auslau-
fenden Phonons sind identisch. Sie bewirken des-
halb keine Thermalisierung der Energie. Interes-
santerweise fithren auch Dreiphononenprozesse,

721 —1—1_52 = 537

bei denen die Impulserhaltung gilt, nicht zu ei-
nem thermischen Gleichgewicht oder einem War-
mewiderstand.

Das Gleichgewicht mit dem Gitter wird erst er-
reicht durch die so genannten Umklapp-Prozesse,
WO

ki +ky = ks = ks + G,

und G einen Vektor des reziproken Gitters dar-
stellt.

Brillouinzone

Abbildung 4.76: Umklapp-Prozess.

Dies geschieht immer dann, wenn der resultieren-
de Wellenvektor E‘g, aus der ersten Brillouin-Zone
herausragt. Wie in Kap. [4.1.4 diskutiert, sind
solche Wellenvektoren physikalisch ohne Bedeu-
tung und der Impuls ist immer nur modulo eines
Vektors des reziproken Gitters definiert. Reicht
die Summe von zwei Wellenvektoren einlaufender
Phononen iiber die Brillouinzone hinaus, so ent-
spricht der physikalische Impuls des resultieren-
den Phonons nicht dieser mathematischen Sum-
me, sondern einem Wellenvektor l% = Eg —Gin-
nerhalb der Brillouinzone, welcher sich von der

Summe um einen Gittervektor -G unterscheidet.
Prozesse, bei denen G = 0 ist, werden N- oder
Normalprozesse genannt.

Umklapp-Prozesse koénnen im Rahmen des ein-
fachen Modells, welches wir zu Beginn dieses
Kapitel diskutiert hatten, nicht stattfinden, da
bei einer monotonen Beziehung w(k) die Energie
nicht erhalten bliebe. Solche Umklapp-Prozesse
konnen jedoch auftreten, wenn anharmonische
Terme verschiedene Phononenzweige koppeln.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten solcher
Prozesse ist deshalb stark systemabhéangig. Es ist
jedoch moglich, einige allgemeine Aussagen iiber
die Temperaturabhéangigkeit zu machen.

4.6.4 Freie Weglange

Bei hohen Temperaturen wird die freie Weglan-
ge vor allem durch die Phonon-Phonon Streu-
ung begrenzt, wobei nur U-Prozesse wesentlich
beitragen. Diese finden nur dann statt, wenn
der resultierende Wellenvektor |ks| = |k1 + kol
langer ist als der Radius der ersten Brillouin-
Zone. Phononen, die diese Bedingung erfiillen,
haben relativ hohe Energien von der Groéfenord-
nung kpf/2. Bei niedrigen Temperaturen sind
nur wenige solche Phononen vorhanden. Ihre
Zahl nimmt geméfs Boltzmann mit exp(—60/2T")
ab:

1 hw
_ ~ o,—hwp/2kpT _ —©/2T
(n) = Shon 2T 1 e =e .

Die inverse mittlere freie Weglédnge sollte in die-
sem Bereich proportional zur Anzahl Phono-
nen sein, deren Energie grofer ist als die halbe
Debye-Energie:

1 kg0
—~ o (#Phononen mit Energie > %>

l
wp 1
D (?) ehwp /2kpT _ 1’

Q

und damit
ehND/QkBT -1

D (%)

f x
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oder, mit der Debye-Temperatur 6 und der Zu-
standsdichte D(w) aus Gl. (4.10)

9:@ und D(%)ocw%oc@Q

wird die freie Weglange

0/2T _q
&
Lo —
S
&
6/T
< 0o e
k=)
()]
= 1
m J—
2 T
L >
Temperatur T

Abbildung 4.77: Temperaturabhéngigkeit  der

freien Weglange.

Fiir hohe Temperaturen T" > 6 wird die mitt-
lere freie Wegléinge damit indirekt proportional
zur Temperatur, £ < 1/7. Da in diesem Bereich
die Warmekapazitat nicht stark variiert, erwar-
tet man eine Warmeleitfahigkeit A oc 1/7.
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Abbildung 4.78: Temperaturabhéngigkeit  der

freien Weglénge.

Unterhalb der Debye-Temperatur (T < 6)
wachst die mittlere freie Weglénge exponentiell

mit 1/7,

0o /2T

Dies ist in Abb. [4.78 fiir einige einfache Beispie-
le gezeigt. Die exponentielle Zunahme gilt so-
lange Phonon-Phonon Streuung den dominanten
Beitrag darstellt. Wenn der Beitrag der Kristall-
fehler dominant wird, wird die freie Weglidnge
temperatur-unabhéngig. Die entspricht dem ho-
rizontalen Bereich der Kurve in Abb. [4.78 fiir
6/T > 30. Streuprozesse finden dann nur noch
an Kristallfehlern und an der Oberflache statt,
wo ebenfalls Kristallfehler vorhanden sind.

Die 1/T Abhéngigkeit stimmt ebenfalls nicht bei
amorphen Materialien, wie z.B. Quarzglas. In
diesem Fall ist schon das Konzept eines Pho-
nons etwas fragwiirdig, da die Bindungsstérke
von Atom zu Atom variiert und die mittlere
freie Weglinge aufgrund der hohen Defektdich-
te praktisch nur noch einer Bindungsldnge ent-
spricht. In diesem Fall dominiert die Streuung
an statischen Gitterfehlern iiber die Phononen-
Phononen Streuung und unsere obigen Annah-
men stimmen nicht mehr.

4.6.5 Warmeleitkoeffizient

kinetische Gastheorie

1
A= gCU@,

freie Weglange ¢
Warmekapazitat C
Warmeleitfahigkeit

Temperatur

Abbildung 4.79: Beitrdge zur Warmeleitung.

Zur Warmeleitfahigkeit tragt neben der freien
Wegléange vor allem auch die Warmekapazitat C
bei. Nach der kinetischen Gastheorie kann der
Wairmeleitkoeffizient A geschrieben werden als
das Produkt

1
A= SCut,
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Da bei niedrigen Temperaturen, T' < 0 die Wér-
mekapazitit abnimmt, C' o< T2, wird auch die
Wirmeleitfahigkeit wieder geringer, wie in Abb.

4.79 gezeigt.
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Abbildung 4.80: Temperaturabhéngigkeit  des
Warmeleitkoeffizienten.
Bei Temperaturen oberhalb der Debye-

Temperatur ist die Warmekapazitidt C' ~ 3R
konstant und tragt nicht mehr zur Temperatu-
rabhéngigkeit bei, wihrend die freie Weglange
abnimmt. Typischerweise findet man deshalb
ein Maximum der Warmeleitfahigkeit, wie in
Abb.[4.80 fiir drei Beispiele dargestellt. Fiir
einfache Kristalle findet man bei hohen Tem-
peraturen tatsédchlich eine Proportionalitit zu
1/T, wie in diesem einfachen Modell erwartet.
Wenn die Kristalle komplexer werden, und
insbesondere unterschiedliche Atome enthalten,
wird das Phononenspektrum komplizierter und
das hier verwendete einfache Modell reicht fiir
eine korrekte Beschreibung nicht mehr aus.

Wird die freie Weglidnge vergleichbar mit den Di-
mensionen der Probe, so wird die Phononenaus-
breitung ballistisch und die Warmeleitung ab-
héngig von den Dimensionen der Probe. Abb.
4.81 zeigt ein Beispiel, bei dem die mittlere
freie Weglénge durch tiefe Temperaturen und
einen guten Kristall erhéht wurde. Dariiber hin-
aus wurde der Probenkristall isotopenrein ge-
macht, um Streuprozesse aufgrund der statisti-
schen Massenverteilung zu reduzieren. Die Tat-
sache, dass die beiden Kristalle unterschiedliche
Warmeleitkoeffizienten aufweisen, deutet darauf
hin, dass die mittlere freie Wegldnge durch die
Dimensionen des Kristalls begrenzt wird. Bei gut
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Abbildung 4.81: Temperaturabhéangigkeit  des
Warmeleitkoeffizienten in
unterschiedlichen Proben.

polierten Oberflichen kénnen Phononen aber
elastisch gestreut werden, sodass die mittlere
freie Weglidnge grofs gegeniiber den Kristalldi-
mensionen wird.

4.6.6 Isotopeneffekte

Ein Beitrag zur Streuung kann auch die Isoto-
penverteilung sein: unterschiedliche Massen der
Gitteratome wirken fiir Phononen genau wie Git-
terfehler und fithren zu Streuung. Diese Effekte
kénnen recht grof sein, auch bei geringen An-
teilen ‘falscher’ Isotope. In Diamant, z.B., wo in
natiirlicher Haufigkeit ca. 1% der Atome '3C Iso-
tope sind, kann die Warmeleitfiahigkeit nochmals
um > 50 % gesteigert werden wenn die Diaman-
ten aus isotopenreinem Kohlenstoff erzeugt wer-
den.

Abb. zeigt als dhnliches Beispiel Daten von
Germanium in unterschiedlichen Zusammenset-
zungen. Im Bereich der maximalen Leitfahigkeit
leitet die isotopenreine Probe etwa doppelt so
gut wie die Probe natiirlicher Haufigkeit.

Die Wéarmeleitfahigkeit hangt nicht nur von der
freien Weglange ab, sondern auch von der Wér-
mekapazitit. Bei tiefen Temperaturen, wo die
freie Weglange Temperatur-unabhéngig wird, er-
warten wir somit ein dhnliches Verhalten wie bei
der Warmekapazitit, die mit der dritten Potenz
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Abbildung 4.82: Temperaturabhéngigkeit  des
Warmeleitkoeflizienten in
Proben mit unterschiedlicher
Isotopenzusammensetzung.

der Temperatur abnimmt,

7\ 3

A x ( 0) .

Abb. [4.82] zeigt dieses Verhalten fiir zwei un-

terschiedliche Germaniumkristalle. Insbesonde-

re beim reinen "*Ge Kristall, wo Streuprozesse

an Fehlstellen selten sind, passt diese Beziehung
sehr gut.
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