6 Fast Freie Elektronen: Bandstrukturen

6.1 Periodisches Potenzial

6.1.1 Probleme des Modells freier
Elektronen

Im Modell der freien Elektronen werden Wechsel-
wirkungen zwischen Valenzelektronen und Atom-
riimpfen vollstindig vernachldssigt. Dies ist auch in
den meisten Fillen eine gute Nédherung. Sie hat al-
lerdings auch ihre Grenzen. Die wichtigsten Diskre-
panzen zwischen der Niherung der freien Elektro-
nen und der experimentellen Wirklichkeit sind:
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Abbildung 6.1: GroBenordnung der Ladungstriger-
dichten.

* Elektrische Leitfiahigkeit. Experimentell beob-
achtet man vor allem drei Klassen von Materialien,
die sich qualitativ unterscheiden: Metalle, Halblei-
ter, und Isolatoren. Bei Isolatoren ist die elektrische
Leitfdhigkeit sehr klein, der spezifische Widerstand
betriigt typischerweise mehr als 102 Qm. Die unter-
schiedliche Leitfidhigkeit verschiedener Materialien
kann direkt auf die Ladungstrigerdichte zuriickge-
fiihrt werden. Diese variiert zwischen Isolatoren und
Metallen um mehr als 10 GréBenordnungen. Das
Modell der freien Elektronen sagt voraus, dass die

Zustandsdichte mit der Wurzel aus der Energie zu-
nimmt,

d& —  mr '

Dies gibt keinen Hinweis darauf, dass die Zahl frei-
er Elektronen in einem Material 10 GroBenordnun-
gen hoher liegt, als in einem anderen oder dariiber,
weshalb ein Teil der Elektronen frei ist, andere aber
gebunden.
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Abbildung 6.2: Temperaturabhiingigkeit der Leitfa-
higkeit von Metallen und Halblei-
tern.

Halbleiter verhalten sich am absoluten Nullpunkt
wie Isolatoren, doch ihre Leitfahigkeit nimmt mit
steigender Temperatur zu. Bei Metallen ist die Leit-
fahigkeit bei allen Temperaturen hoch, nimmt aber
mit steigender Temperatur ab. Offenbar ist die Som-
merfeld’sche Theorie nur auf Metalle anwendbar.

* Hall-Widerstand: Gemil dem Modell der freien
Elektronen sollte der Hall-Koeffizient Ry = —1/ne
sein, unabhédngig von Temperatur, Magnetfeld etc.
In vielen Metallen findet man jedoch Abweichun-
gen, welche von Temperatur und Magnetfeldstirke
abhingen. Teilweise unterscheiden sich berechnete
und experimentelle Werte um Faktoren im Bereich
1-10.

¢ Wiedemann-Franz Gesetz: Das Wiedemann-
Franz Gesetz ist nur bei sehr tiefen (~1K) und hohen
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log (Magnetfeld)

Hall-Widerstand

Abbildung 6.3: Magnetfeldabhédngigkeit des Hall-
Widerstandes in Aluminium.

Temperaturen (Raumtemperatur) exakt erfiillt. Da-
zwischen hingt das Verhéltnis K/oT von der Tem-
peratur ab.

* Anisotropie: Die elektrische Leitfdhigkeit ist in ei-
nigen Metallen von der Richtung abhingig. Dies ist
im Rahmen des Modell freier Elektronen nicht er-
klarbar, da dort keine bevorzugten Richtungen exi-
stieren: Die Fermikugel ist isotrop.

* Wirmekapazitit: Die Wirmekapazitdt von Me-
tallen bei tiefen Temperaturen weicht von der li-
nearen Temperaturabhingigkeit ab, insbesondere fiir
Ubergangsmetalle und etwas weniger fiir Edelmetal-
le.

6.1.2 Storung durch Kerngitter

Alle diese Unterschiede konnen letztlich auf die
Wechselwirkung der Elektronen mit dem periodi-
schen Potenzial U(7) erklart werden, welches die
Atomriimpfe (Kerne plus stark gebundene Elektro-
nen) erzeugen. Diese bricht die vollstindige Trans-
lationssymmetrie, so dass der Impuls keine Erhal-
tungsgrofle mehr ist.

Wie iiblich beschrinken wir uns auf ideale Kristalle.
Hier ist das effektive Potenzial periodisch,

UF+T)=U(7),

wenn T ein Vektor des Gitters ist.

Wir diskutieren den Effekt dieses Potenzials in sto-
rungstheoretischer Niherung und machen die {ibli-
chen idealisierenden Annahmen (keine Kristallfeh-
ler, Fremdatome etc.). Wir verwenden weiterhin die

Niéherung, dass die Elektronen unabhingig vonein-
ander betrachtet werden konnen, d.h. wir berechnen
nur Zustandsfunktionen und Energien fiir einzelne
Elektronen. Die Wechselwirkung mit den iibrigen
Elektronen erfolgt nur iiber ein effektives Potenzial.
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Abbildung 6.4: Freie, gestorte und lokalisierte Elek-
tronen.

Durch die Beriicksichtigung des periodischen Poten-
zials schlagen wir eine Briicke zwischen zwei Extre-
men: Das eine Extrem ist das System freier Elek-
tronen. Hier ist der Hamiltonoperator eine Funkti-
on des Impulsoperators und die Eigenfunktionen des
Hamiltonoperators dementsprechend die Eigenfunk-
tionen des Impulsoperators. Das andere Extrem ist
dasjenige isolierter Atome. Hier dominiert die poten-
zielle Energie iiber die kinetische und die Eigenfunk-
tionen des Hamiltonoperators sind deshalb lokali-
siert. Ein wirklicher Kristall befindet sich zwischen
diesen beiden Extremen: Die kinetische Energie for-
dert die Delokalisierung, die potenzielle Energie der
Atomriimpfe eine Lokalisierung. Da die beiden Ope-
ratoren fiir Potenzial (d.h. der Ortsoperator) und ki-
netische Energie (d.h. Impulsoperator) nicht mitein-
ander vertauschen, [#;,,V] # 0, sind die Eigen-
funktionen weder durch diejenigen des freien Elek-
trons, noch durch diejenigen der vollstindig gebun-
denen Elektronen gegeben.

Die wirkliche Situation liegt also zwischen diesen
beiden Extremen. Man nihert sich dieser Situation
entweder vom Modell der freien Elektronen, was in
diesem Kapitel geschehen soll, oder von der Seite
der lokalisierten Elektronen, was z.B. bei der ,,star-
ken Lokalisierung** gemacht wird, also bei Systemen
mit relativ stark gebundenen Elektronen. Geht man
von dieser Seite aus, so kann man die Zustinde des
Bandes durch Linearkombination aus Atomorbita-
len erzeugen (LCAO-Methode), dhnlich wie in Kap.
3.1.6 fiir Molekiilorbitale diskutiert.
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6.1.3 Pseudopotenzial

Die freien Elektronen werden durch ebene Wellen
¢/ beschrieben. Wir untersuchen hier zunichst den
Effekt einer kleinen Storung auf diese Eigenfunk-
tionen. Es mag zunichst erstaunlich scheinen, dass
man die Coulomb-Wechselwirkung als eine kleine
Storung betrachten kann. Dazu tragen primir zwei
Griinde bei:

Pauli

NN\
SN\ oo

o

Abbildung 6.5: Effektives periodisches Potenzial fiir
die Elektronen.

* Die anziehende Coulomb-Wechselwirkung ist am
stirksten in der Nihe der Kerne. Sie wird aber weit-
gehend kompensiert durch die abstoBlende Pauli-
Wechselwirkung: Aufgrund des Pauli-Prinzips diir-
fen sich die Leitungselektronen nicht in der Nihe der
Kerne aufhalten, wo die gebundenen Elektronen aus
den vollstindig besetzten tieferen Schalen sich auf-
halten.

¢ Die freien Elektronen schirmen die Ladung der po-
sitiv geladenen Atomriimpfe vor einander ab.
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Abbildung 6.6: Abschirmung einer positiven La-
dung durch die Leitungselektronen.

Wird eine positive Ladung in die Leitungselektronen
eingebracht, so verschieben sich die Elektronen in
Richtung dieser Ladung.

Die zusitzliche Ladungsdichte, welche diesen Ab-
schirmeffekt bewirkt, kann tiber die Thomas-Fermi
Néherung berechnet werden. Dazu betrachtet man

Energieabsenkung - e U

Leitungselektronen fiillen
Fermi-See bins E = E,

(Thomas-Fermi Niiherung)

D(E) =%N1JEEF

D(E)

Abbildung 6.7: Abschitzung der zusitzlichen La-
dungsdichte.

die Umgebung der positiven Ladung im Energie-
raum. Hier werden sdmtliche Zustinde um die Ener-
gie —eU abgesenkt, wobei U das Zusatzpotenzial der
Storung darstellt. Dadurch gelangt der in Abb. 6.7
rot eingezeichnete Bereich unter die Fermienergie
und wird durch Elektronen von auBlerhalb des Be-
reiches aufgefiillt.

Dadurch wird die Elektronendichte in der Umge-
bung der Storung erhoht. Die Anzahl zusitzlicher
Elektronen, onV kann als Integral iiber die Zu-
standsdichte der zusitzlich besetzten Zusténde be-
rechnet werden oder niherungsweise als die Fliche
des roten Rechtecks

_ eUD(gf) U3 1

=elU—-ny—.

o
" \% 28}7

Hier bezeichnet ny die Elektronendichte ohne die
Storung. Da 8n von U und U von dn abhéngt, beno-
tigen wir eine selbstkonsistente Losung. Diese erhal-
ten wir aus der Poisson-Gleichung: Die eingeschlos-
sene Ladung wirkt als Quelle des elektrischen Fel-
des,

ViU = —4r(p(r)—po) =4medn
_ U67rezn0 22U
EF
mit
12 — 6me’ny
Er '

Fiir eine isotrope Ladungsverteilung konnen wir den
Laplace-Operator schreiben als

220

v? iy
or? + ror
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Die Gleichung
9*U 20U
VU= +>— =AU
ar? + r dr
hat die Losung
U(r)= Cetr = Cotim,
r r

Somit féllt das Feld deutlich schneller ab (exponen-
tiell statt 1/r). Die Abschirmlénge betragt

EF

TA = ——
67'1562}107

ist also invers proportional zur Elektronendichte.

6.1.4 Punktformige Storung

Wir berechnen jetzt den Einfluss des periodischen
Potenzials. Ausgangspunkt ist das freie Elektronen-
gas, d.h. die Zustandsfunktionen ¥ = ¢’** sind ebe-
ne Wellen und der ungestorte Hamiltonoperator ent-
spricht der kinetischen Energie freier Elektronen.

Um die Rechnung zu vereinfachen, verwenden wir
ein Potenzial, welches zwar die korrekte Periodizitit
aufweist, aber eine mathematisch einfache Struktur
(anstelle einer physikalisch sinnvollen Form): Wir
nihern das Potenzial der Kerne durch eine Summe
von Deltafunktionen am Ort der Kerne an:

V= —zeZZ6(x—sa).

e,

Abbildung 6.8: Links: vereinfachtes periodisches
Potenzial. Rechts: Addition der Bei-
trige in der komplexen Ebene.

‘ Potenzial:

a

Dieser Potenzialterm muss im Hamiltonoperator zur
kinetischen Energie der freien Elektronen addiert
werden. Wenn wir den entsprechenden Operator auf

die Zustandsfunktionen der freien Elektronen an-
wenden, erhalten wir

<eik’x‘v|eikx> _ _ZeZZefik’saeiksa

s
1)
_ _ZeZZel(k k)sav
s

d.h. wir summieren iiber eine unendliche Reihe, wo-
bei der Betrag jeder Zahl eins ist, wihrend die Phase
um (k—k”)a zunimmt. In der komplexen Zahlenebe-
ne bewegt man sich offenbar auf einem Polygon. Die
Summe verschwindet deshalb immer, auler wenn
diese Phase (d.h. der Winkel zwischen den Vektoren
in der komplexen Ebene) gleich null ist, d.h. fiir

B 2nmw

K —k

a
Dies entspricht offenbar dem Fall, dass die beiden
Wellenvektoren sich um einen Vektor des rezipro-
ken Gitters unterscheiden. Formell ist diese Rech-
nung analog zur Beugung an einem optischen Gitter.

Ein nicht verschwindender Beitrag ergibt sich somit
zunichst fiir den Fall k> = k (n = 0), d.h. fiir die Dia-
gonalelemente. Dieser Beitrag ist fiir alle Zustinde
identisch und stellt lediglich eine Verschiebung des
Energie-Nullpunktes dar. Er kann direkt dem kon-
stanten Teil des Potenzials zugeordnet werden. Da
er keinen Einfluss auf die Zustinde oder die Dyna-
mik des Systems hat, werden wir ihn von jetzt an
vernachldssigen.

6.1.5 Hamiltonoperator

Fiir k¥’ # k, d.h. fir AuBerdiagonalelemente, ergibt
sich offenbar genau dann ein endlicher Wert, wenn
die Bragg-Bedingung erfiillt ist, d.h. wenn die Dif-
ferenz der Wellenvektoren einem Vektor des rezi-
proken Gitter entspricht. Somit reflektiert das peri-
odische Potenzial die Elektronenwellen genauso wie
Rontgenwellen. Wir konnen dies wiederum als ein
Resultat der Impulserhaltung betrachten.

Da es sich hier um ein Auflerdiagonalelement han-
delt, folgt aus der Stérungsrechnung, dass es nur
dann einen wesentlichen Beitrag ergibt, wenn die
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Abbildung 6.9: Bedingung fiir die Kopplung von
Bloch-Funktionen.

beiden Zustinde, welche aneinander gekoppelt wer-
den, in ihrer Energie nicht stark unterschiedlich sind.

Diese Bedingung ist z.B. nicht erfiillt, wenn k =
0,k’ = 2r/a. Die Diagonalelemente des Hamilton-
operators enthalten die kinetische Energie, i2k> /2m,
die AuBlerdiagonalelemente sind

(1|V]e?™a) = —ze?} 1= —Nze®.

N

Somit lautet der Hamiltonoperator fiir diese beiden
Zustéinde

0 cze?
A=\ o e |
< a’m

wobei ¢ eine noch zu bestimmende Konstante dar-
stellt, welche auch die Normierung der Zusténde be-
riicksichtigt. Nach Voraussetzung des Stdrungsan-
satzes sind die AuBerdiagonalelemente klein, cze? <
5. Die Energien und Zusténde entsprechen somit
weitgehend denjenigen der freien Elektronen.

Die Situation ist anders fiir k = 7w /a, k' = —1/a, also
am Rand der ersten Brillouin-Zone. Hier wird
<eiiﬂ:§ |V|eIi7rjl—‘> —Z€2 Z(eiins‘e$i7rs>
S

= —Nzez,

wobei das Vorzeichen des Wellenvektors keine Rol-
le spielt. Die Diagonalelemente des Hamiltonope-
rators sind hier beide 72 /2ma®. Wir haben deshalb
einen Fall von entarteter Storungsrechnung und die
Zustinde mit den Wellenzahlen k = +n/a werden
vollstindig gemischt.

6.1.6 Gekoppelte Zustinde

Wir suchen nun nach den Eigenfunktionen des Ha-
miltonoperators im periodischen Potenzial. Dafiir
betrachten wir jeweils ein Paar von gekoppelten Zu-
stinden am Rand der ersten Brillouinzone, etimx/a,
Durch Symmetrisierung erhalten wir die Linearkom-
binationen

1 .. . xn
g —  _(,imx/a —inx/ay _
+ 2(8 +e ) COSia
i, ] XU
v o= __ inx/a _ ,—inxfay _ o
2(€ e ) =sin .

d.h. zwei harmonische Wellen, deren Wellenldnge
zwei Gitterperioden betragen und die um eine viertel
Wellenlidnge, d.h. eine halbe Gitterperiode phasen-
verschoben sind.

\AAAA

Abbildung 6.10: Ladungsdichteverteilung im direk-
ten Raum fiir Zustinde an der
Bandkante.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit, d.h. die Elektro-
nendichte der beiden Wellen ist proportional zum
Quadrat. Wie in Abb. 6.10 gezeigt, ist die Wellen-
lange der Elektronendichte deshalb gleich einer Git-
terperiode, sodass die Elektronendichte dieser Wel-
len in jeder Einheitszelle gleich ist. W hat ihre ma-
ximale Elektronendichte am Ort der Kerne, bei W_
verschwindet sie dort.
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Mit diesen Funktionen wird die potenzielle Energie

XTT XTT
(P V|P,) = —zezg@os;s(x—sa)cos?
= —zeZZcosz(ns):—Nzez.
N
(P_[VIP_) = ze*} sin’(ms) =0
(P_[VI¥y) = (PLV[¥-)=0.

Die AuBerdiagonalelemente verschwinden, es han-
delt sich also tatsdchlich um die Eigenfunktionen des
gestorten Hamiltonoperators.

Wir sehen also

» Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind
nicht mehr laufende Wellen, sondern die stehen-
den Wellen cos(7x/a) und sin(zx/a). Die Periode
der beiden Zustiinde betrigt zwei Gitterperioden; sie
sind zu einander um eine halbe Gitterperiode ver-
schoben.

* Thre Energie unterscheidet sich um die Coulombe-
nergie des Elektrons im periodischen Potenzial. Man
beachte, dass die obige Rechnung mit nicht normier-
ten Wellenfunktionen durchgefiihrt wurde; wir ken-
nen die Energie noch nicht.

Dies war eine Rechnung spezifisch fiir die Zustinde
am Rand der Brillouin-Zone und fiir eine Karikatur
eines Potenzials. Bevor wir weiterfahren, suchen wir
nach den allgemeinen Losungen fiir die Eigenfunk-
tionen.

6.2 Eigenfunktionen im
periodischen Potenzial

6.2.1 Das Bloch’sche Theorem

Unter Beriicksichtigung des periodischen Potenzials
sind die Eigenfunktionen nicht mehr die harmoni-
schen ebenen Wellen. Die allgemeine Form, welche
diese besitzen, wird durch ein Theorem von Felix
Bloch bestimmt: Die Zustandsfunktion ¥;(¥) kann
als Produkt

W (7) = u (F)e

geschrieben werden, wobei u;(7) die gleiche Peri-
odizitdt hat wie das Potenzial,

w(F+T) = uz (F),

und 7' einen Gittervektor darstellt. Diese wird mit
multipliziert.

einer ebenen Welle e*”

Rele™*]
L]

W W W

u,lx)

Rely, (x)]

Abbildung 6.11: Blochfunktion und ihre Bestandtei-
le.

Abb. 6.11 zeigt ein Beispiel einer Blochfunktion:
oben die ebene Welle, in der Mitte die periodische
Funktion, und unten das Produkt.

Die Funktion u;(¥), welche die ebene Welle modu-
liert, stellt die Korrektur gegeniiber den freien Elek-
tronen dar, wo diese Funktion als konstant angenom-
men wurde. Sie stellt die Losung einer Schrodinger-
gleichung fiir eine primitive Einheitszelle dar. Wie
bei Atomen existiert eine unendliche Reihe solcher
Losungen, welche mit einem Index bezeichnet wer-
den kann, der in der Folge ein elektronisches Band
kennzeichnen wird.

Der Wellenvektor & kann immer so gewdhlt werden,
dass er in der ersten Brillouin-Zone liegt, dass al-
so die Wellenldnge A groBer ist als zwei Gitterkon-
stanten, A > 2a. Um dies zu zeigen, nehmen wir
zundchst an, dass er auBBerhalb der ersten Brillouin-
Zone liegt, so dass k= 751 + G, mit 75] einem Vektor
in der ersten Brillouin-Zone und G einem Vektor des
reziproken Gitters. Dann ist

ezlcr _ ezGrelkl-r'
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Laut (2.4) ist aber ¢/6T — 1 wenn T einen Vektor des
direkten Gitters darstellt. Der erste Faktor hat somit
die Periodizitit des Gitters und kann mit u(¥) zu-
sammengefasst werden.

Eine &dquivalente Formulierung des Bloch’schen
Theorems ist

‘P}‘(?—f— T) = eik'T‘P%(?),

d.h. bei einer Translation um einen Gittervektor 4n-
dert sich der Zustand nur um einen Faktor mit Betrag
eins.

6.2.2 Beweis des Bloch’schen Theorems

Fiir den Beweis des Theorems verwenden wir den
Translationsoperator 7'. Er verschiebt die Koordina-
ten eines Argumentes um den entsprechenden Vek-
tor

~»

P (F) =W (F+T).

Da das System periodisch ist, muss auch der Hamil-
tonoperator unter einer Verschiebung des Koordina-
tensystems um eine Gitterperiode invariant sein:

HF+T)=H(F).

Somit ist
TG (F) = HAF+T)Y(F+T)
= HAPYF+T)
= H([H)T¥),

d.h. der Hamiltonoperator ¢ vertauscht mit dem
Translationsoperator 7. Daraus folgt, dass die Ei-
genzustinde des Hamiltonoperators gleichzeitig Ei-
genzustinde des Translationsoperators sind, d.h.

T (7) = o(T) ¥, (7).

Diese Gleichung muss fiir beliebige Translationen
des Gitters gelten. Werden mehrere Translationen
hintereinander durchgefiihrt, werden die entspre-
chenden Eigenwerte multipliziert:

ThY () = o)e(T)¥(
= _'1

Die zweite Gleichung erhilt man aus der Gruppen-
eigenschaft des Translationsgitters: die Summe von
zwei Gittervektoren ergibt wieder einen Gittervek-
tor.

Die Bedingung, dass der Eigenwert einer beliebi-
gen Summe von zwei Gittervektoren dem Produkt
der einzelnen Eigenwerte entspricht, kann nur erfiillt
werden wenn der einzelne Eigenwert den Betrag 1
aufweist, d.h.

o(T) =7
oder
\Pﬁ(?-} T) = ei(p(T)lP}(?),

d.h. die Wellenfunktion kann bei einer Verschiebung
um einen Gittervektor nur die Phase dndern.

6.2.3 Der Phasenfaktor

Wenn wir den Gittervektor als Linearkombination
von primitiven Translationen schreiben

—

T = mdy + npdy + n3ds

wird der entsprechende Phasenfaktor

OT) — pim@(ar) ,ima@(a2) ,in3g(as)

JRIZCEY

ai aj

>

giela)  gie(ar)

Abbildung 6.12: Zerlegung des Phasenfaktors.

Mit der Schreibweise ¢(a;) = 27mx; (fiir geeignete x;)
wird daraus

eiq)(T) — ei277:(n|x1+n2xZ+n3X3)
niaj x127'£/a1
= exp|i| ma X027/ ay
nsas X327'L'/a3
_ elk-T
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mit dem Wellenvektor
7é = xlzl —I—szz +X3Z3.

Dies entspricht gerade der zweiten Form des
Bloch’schen Theorems.

T9(F) = W (F+T) = TP
Blochfunktionen verallgemeinern die ebenen Wellen
der freien Elektronen auf das periodische Potenzi-
al. Sie enthalten einen Wellenvektor, der aber nicht
mehr direkt den Impuls der Elektronen beschreibt.
Er bildet weiterhin eine gute Ndherung dafiir, so-
lange der Einfluss des Gitters schwach ist, also fiir
schwache Kopplung und Wellenvektoren weit von
der Grenze der Brillouin-Zone. Die Einelektronen-
zustdnde sind aber nicht mehr Eigenzustéinde des Im-
pulsoperators. Die Anwendung des Impulsoperators
auf einen Bloch-Zustand ergibt

hey =

Dieser Zustand unterscheidet sich im Allgemeinen
nicht nur durch einen konstanten Faktor von ¥y (7).

6.2.4 Schrodingergleichung in 1D

Wir 16sen nun die Schrodingergleichung fiir unab-
hingige Elektronen in einem periodischen Potenzial
in einer Dimension. Dafiir schreiben wir das Poten-
zial der Atomriimpfe als

wobei G einen reziproken Gittervektor darstellt. Die
Koeffizienten Ug; der Fourier-Reihe nehmen fiir ein
Coulomb-Potenzial mit |G|~2 ab. Damit das Poten-
zial reell wird, muss gelten
U(X) — Z Ug (eti_i_efti)
G>0
= 2) Ugcos(Gx),
G>0

wobei zusitzlich angenommen wurde, dass ein Sym-
metriezentrum existiert, U (x) = U(—x) und der Ur-
sprung der Energieachse so gewihlt wurde, dass
Uy = 0. Die Schrodingergleichung wird damit zu

HW(x) = <pZ+U(x)>‘I‘(x)

2m
P2 iG.
— E iGx
= % + ~ UG€ lP()C)

= E¥(x).

Meist ist es mathematisch angenehmer, das Potenzi-
al komplex zu schreiben.

6.2.5 Losungsansatz

Wir fordern wie {iiblich periodische Randbedingun-
gen, sodass W(x) als Summe iiber harmonische Wel-
len geschrieben werden kann:

P(x) =) C(K)e™, (6.1)

wobei die Summe iiber alle Wellenzahlen K lauft,
welche die periodische Randbedingung erfiillen.
Aufgrund des Bloch’schen Theorems muss fiir alle
K gelten

K=k+G,

wobei G einen Vektor des reziproken Gitters darstellt
und k in der ersten Brillouin-Zone liegt. Dass mit
diesem Ansatz das Bloch’sche Theorem erfiillt ist,
sieht man aus der Umformung

Pi(x) = Y C(k+G)ektox

G

= ZC(k +G)e'™
G

= ().
Da u;(x) aus einer Fourier-Reihe besteht, in der alle

Glieder die Periodizitit des Potenzials haben, hat die
Funktion selber auch diese Periodizitit.
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Wir setzen die Fourier-Entwicklung (6.1) in die
Schrodingergleichung ein. Fiir die kinetische Ener-
gie erhalten wir

2 2 2
p h 0
Py = 2% g
2m () 2m dx? (x)
i 2 K
— Y C(K)K* K
2m ;C( ) ¢

und fiir die potenzielle Energie

Ux)¥(x) = ;;UgetiC(K)ein.

Die Schrodingergleichung wird damit

h2 2 K.
o K K KX
o LCKKe

+ Y Y UsC(K)e K0 = &Y C(K)e'™*.
G K K

Wir konnen diese Gleichung fiir jede Fourierkompo-
nente einzeln 16sen, wenn wir beriicksichtigen, dass
die Summe iiber K auch die Werte bei K + G ent-
halt. Fiir die Komponente proportional zu ¢’** erhal-

ten wir
h? )
—C(K)K UsC(K —G)=&EC(K).
i CIOR + L UaC(K ~G) = £C(K)

Als Abkiirzung schreiben wir fiir die kinetische
Energie

K2
A = 2m

und erhalten damit die Eigenwertgleichung

(Ax — &)C(K)+ Y UsC(K—G)=0.  (6.2)
G

Offenbar werden in der Basis der ebenen Wellen die-
jenigen Zustinde gekoppelt, welche sich durch einen
Vektor des inversen Gitters unterscheiden.

6.2.6 Losung

Wie bereits erwihnt nehmen die Koeffizienten Ug
mit G2 ab, sodass die Summe relativ rasch konver-
giert. Damit haben wir die Schrodingergleichung in

eine algebraische Gleichung fiir die Entwicklungs-
koeffizienten C(K) und die Energie & umgeformt.
Die potenzielle Energie koppelt offenbar jeweils Zu-
stinde, deren Wellenvektor sich um einen Vektor G
des reziproken Gitters unterscheidet. Dies entspricht
praktisch der Bragg-Bedingung fiir die Streuung von
Photonen.

Wir bestimmen nun die Losung in verschiedenen
Niherungsschritten. Zundchst betrachten wir den
Fall dass das Potenzial verschwindet, Ug = 0. Dann
wird die Energie zur kinetischen Energie

hZ

2m

&=—(k+G)>
und wir erhalten die gleichen Losungen wie im Ka-
pitel 5) freie Elektronen.

Als néchsten Néherungsschritt betrachten wir den
Fall, dass das Potenzial nur einen Term enthélt:

U(x) =Ug (e +e7'%).

Dies entspricht einem harmonischen Potenzial. In
Gleichung (6.2) reduziert sich dann die Summe auf
einen Term. Wie bereits diskutiert werden durch das
periodische Potenzial ebene Wellen gekoppelt, deren
Wellenvektor sich um G unterscheidet. Wir schrei-
ben diese Zustinde mit K = k + G und schreiben die
Eigenwertgleichung in der Basis der Koeffizienten
C(K) als

Mg =€ Ug
Ug Aieg =€ Ug
Us MN-€ U =0
Us  Agpa—¢ e
Us  Aepos— &

Die Diagonalelemente enthalten die kinetische Ener-
gie der Elektronen, die Elemente in der ersten Ne-
bendiagonalen den Kopplungsterm, d.h. die potenzi-
elle Energie. Da wir annehmen, dass die Aulerdia-
gonalelemente klein sind, ist ihr Einfluss klein, au-
Ber wenn zwei benachbarte Terme praktisch gleich
sind. Dies kann offenbar nur dann auftreten wenn
k4 G| = |K|, also am Rand der Brillouin-Zone - wir
erhalten wieder dir Bragg-Bedingung.

Die verschiedenen Losungen definieren die unter-
schiedlichen Energiebédnder. Diese Losungen zeigen
auch den direkten Zusammenhang mit dem frither
behandelten Problem der kovalenten Bindung.
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6.2.7 Zonenrand

Eine Néherungslosung fiir den Fall eines endlichen
Potenzials lédsst sich finden, wenn das Potenzial klein
ist im Vergleich zur kinetischen Energie des Elek-
trons an der Zonengrenze, d.h. bei k = G/2: U < .
Wir schreiben fiir die Energie der freien Elektronen

nk?

o

Die Diagonalelemente der Koeffizientenmatrix wer-
den dann proportional zu ... 9,1,1,9, ...., sodass
die AuBlerdiagonalelemente U nur die beiden mittle-
ren Elemente effizient koppeln, ndmlich die zu den
Wellenvektoren k = +G/2 an der Zonengrenze ge-
horenden Zustiande. Wir betrachten deshalb nur noch
diese beiden Zustinde.

A =

Die beiden relevanten Gleichungen sind dann

(M —&)C(G/2)+UC(-GJ2) = 0
(MG —&)C(—G/2) +UC(G/2) = 0.

Fiir eine Losung muss die Determinante verschwin-
den. An der Zonengrenze gilt Ay = A_ = A und

(A —£)2 =U?
oder

K2k?
E=A+U=—+U.
2m

Die Energien sind also um 2U aufgespalten.

Wenn wir nicht nur die Zustidnde direkt an der Zo-
nengrenze betrachten, sondern in der Nihe, erhalten
wir aus der Eigenwertgleichung

M—E)CR)+UCK—-G) = 0
(Mg —E)Ck—G)+UCK) = 0.

Die Sikulargleichung wird dann

0 = K=& IMg—E)-U?

& — E (M- + M) + M- — U2

Diese Gleichung hat die beiden Losungen

R n

¢ 2

1
5\/ (Ae_g — A)? +4U2.

4
Liicke
=2U

W\
Band

m/a k

Abbildung 6.13: Bandaufspaltung an der Zonen-
grenze.

An der Zonengrenze, wo A;_g = A, wird die Ener-
gie der Eigenzustinde um den Betrag U der potenzi-
ellen Energie nach unten, respektive nach oben ver-
schoben - die Aufspaltung betrdgt somit 2U. Wei-
ter von der Zonengrenze entfernt nihern sie sich die
Energien quadratisch mit dem Abstand den unge-
storten Zustinden an. In der Nihe der Zonengrenze
kann man die Niherung

2
g(:l:) = éal(:lz) + i (5k) (1 + 2)L>

2m U

benutzen, mit
Sk=k : G
2

fiir die Differenz zwischen dem Wellenvektor und
der Zonengrenze. &] stellt die Energie an der Zonen-
grenze dar.

6.2.8 Zustinde und Energiefliche

Im Rahmen der hier diskutierten harmonischen Ni-
herung werden somit nur die Zustinde am Rand
der ersten Brillouin-Zone aufgespalten, und es ent-
steht eine Liicke zwischen dem niedrigsten und dem
zweitniedrigsten Band. Beriicksichtigt man im Po-
tenzial auch die hoheren Harmonischen, so werden
die hoheren Bénder ebenfalls aufgespalten.

Der Unterschied zwischen den ebenen Wellen und
den Eigenfunktionen im periodischen Potenzial ist
ebenfalls am Zonenrand am grofiten. Abb. 6.14 zeigt
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1x CK-G)
AN
Band 1 05+

a
U

Band 2 54
C(K)
\1_\1@(;)

G/2 K

Abbildung 6.14: Koeffizienten der Zustinde am Zo-
nenrand.

dies in grafischer Form: Am Zonenrand ist der Ei-
genzustand gerade die symmetrische, resp. antisym-
metrische Linearkombination der freien Elektronen-
zustidnde; weiter vom Zonenrand entfernt ist nur
noch einer der Koeffizienten wesentlich von Null
verschieden.

Ein wichtiges Resultat ist, dass aufgrund der Auf-
spaltung an der Zonengrenze die Energie eine ho-
rizontale Tangente aufweist, also in erster Ordnung
unabhingig ist von der Wellenzahl.

k

senkrecht zum

// Zonenrand

Abbildung 6.15: Dreidimensionale Fermiflaiche am
Zonenrand.

Dies fiihrt in drei Dimensionen dazu, dass die
Oberfliche konstanter Energie, z.B. die Fermi-
Oberflache, am Zonenrand deformiert wird und
senkrecht darauf auftrifft.

Durch die Aufspaltung der Zustdnde am Zonenrand
dndert sich der Charakter der Zustidnde qualitativ.
Wihrend die ebenen Wellen, die wir fiir freie Elek-
tronen diskutiert haben, eine konstante Elektronen-
dichte aufweisen, finden wir fiir die gekoppelten Zu-

stinde eine Modulation. Die Zustinde am Zonen-
rand unterscheiden sich dabei um eine Verschiebung
um eine halbe Periode. Der energetisch niedrigere
Zustand hat die Elektronendichte am Ort des Kerns
lokalisiert, der hoher liegende zwischen den Kernen.
Man bezeichnet deshalb diese Zusténde auch als “s-
artig” und “p-artig”, was aus der Analogie zu mo-
lekularen Bindungen hervorgeht, wo die Bindungen
durch s- und p-Orbitale gebildet werden. Da sich
die Zustinde weiter von der Zonengrenze entfernt
den ungestorten Zustinden anndhern wird dort diese
Unterscheidung in s- und p-artige Zustinde weniger
eindeutig.

6.3 Binder

6.3.1 Zonenschemata

Bei der Diskussion der Phononen hatten wir gese-
hen, dass physikalisch die Wellenvektoren aulerhalb
der ersten Brillouin-Zone keine Bedeutung haben.
Bei den Elektronen ist die Situation anders, da diese
eine kontinuierliche Verteilung bilden, also nicht nur
auf den Gitterplidtzen definiert sind. Trotzdem stellt
man hiufig die Zustandsfunktionen in der ersten
Brillouinzone dar, indem man als Argument den ‘re-
duzierten’ Wellenvektor k benutzt anstelle des vol-
len Wellenvektors k+ G. Alle Zustinde fallen dann
in die erste Brillouin-Zone und der reziproke Git-
tervektor G wird zu einem Index des Zustandes, in
Analogie zu den diskreten Zustinden eines Atoms.
Im Rahmen der ersten Definition der Blochfunktio-
nen kann man diese Neuformulierung sehr leicht be-
griinden:

= - _i(k+G)F
Vi e = ”%+6(r)el(+ 7
_ uz_"_é(?)eiG‘?elk?
= wy(F)e*”
mit
iG7

d.h. wir konnen die Anderung des Zustandes durch
den reziproken Gittervektor G entweder in der
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Gitter—Periodischen Funktion u oder im ebene-Welle
Teil ¢*7 beriicksichtigen. Ohne Verlust der Allge-
meinheit konnen wir fordern, dass auf die erste
Brillouin-Zone beschrinkt sein soll. Fiir jeden rezi-
proken Gittervektor erhalten wir dann eine Dispersi-
onsrelation. Ein Teil der Zustandsfunktion wird dann
in der Form u(r) geschrieben, wobei u die Periodizi-
tét des Gitters aufweist.

RN
~

e
-

erweitertes
Zonenschema

reduziertes|Zonenschema

/
/N

perig onenschema

|
N

N A

/1N

k

o

Abbildung 6.16: Unterschiedliche Zonenschemata.

Die elektronischen Zustinde werden durch die Auf-
spaltung an der Zonengrenze in unterschiedliche
Biénder aufgeteilt. Beim reduzierten Zonenschema
bleibt der Vektor k innerhalb der ersten Brillouinzo-
ne und die Anderung durch den Gittervektor erzeugt
hoher gelegene Zustinde, die zum gleichen Wellen-
vektor gehdren. Die zweite (dquivalente) Moglich-
keit entspricht der Erweiterung des Zonenschemas.
Dabei wird fiir jeden k-Vektor genau ein elektro-
nischer Zustand definiert. Beim reduzierten Zonen-
schema hingegen beschrinkt man den Bereich des
Wellenvektors auf die erste Brillouinzone. Innerhalb
dieser Zone erhilt man dafiir eine unendliche Zahl
von Béndern, welche mit einem Index n bezeichnet
werden konnen.

Manchmal ist es niitzlich, dieses reduzierte Zonen-
schema wieder zu erweitern, indem man die Biander
periodisch fortfiihrt, &' (k + G) = & (k). Damit erhiilt
man das so genannte periodische Zonenschema.

Dies kann z.B. niitzlich sein, wenn man mogliche
Elektronenbahnen verfolgen méchte, welche aus der
ersten Brillouinzone hinausfithren. In Abb. 6.17 ist

Abbildung 6.17: Vergleich des reduzierten mit dem
periodischen Zonenschema.

die Fermioberfldche fiir ein einfaches kubisches Git-
ter gezeigt — links im reduzierten Zonenschema,
rechts ein Teil des periodischen Zonenschemas. Wie
man auf der rechten Seite erkennen kann, gibt es ge-
schlossene Kurven (im reziproken Raum), bei denen
die Kurve leeren Raum umschlieit. Auf der linken
Seite erkennt man leichter, dass geschlossene Kur-
ven auch besetzte Zustinde einschliefen konnen.

6.3.2 Drei Dimensionen

Die Diskussion beschriankt sich aus Griinden der
Ubersichtlichkeit meist auf eindimensionale Model-
le. Die Resultate bleiben in drei Dimensionen giiltig,
so lange wir uns auf eine Richtung des k- Vektors be-
schrinken.

Tabelle 6.1 zeigt die Energie & (k + G) fiir verschie-
dene Richtungen in Einheiten von 7 /2m fiir ein ku-
bisches Gitter und verschwindendes Potenzial (also
freie Elektronen).

Abbildung 6.18 zeigt diese Dispersionsrelationen
entlang ausgewihlter Richtungen im dreidimensio-
nalen k-Raum, immer noch fiir freie Elektronen.
Diese werden meistens auf eine Achse zusammen-
gefasst. Je nach der Anzahl Elektronen pro Einheits-
zelle sind Zustidnde von einem Ast oder in mehreren
Asten besetzt. Dabei ist zu beachten, dass die hier
ausgewihlten Richtungen eine relativ hohe Symme-
trie haben, sodass diese Aste teilweise mehrfach ent-
artet sind.

Aus dieser Figur wird ein wesentlicher Unterschied
zum eindimensionalen Fall deutlich: in einer Dimen-
sion besitzt jeder Ast fiir einen Betrag des k-Vektors
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| #| Ga/2m | £(000) | & (k,00) \ & (0k,0) |
1] 000 0 ky
2| +£100 | (27/a)? (k i27t/a)2 (27r/a)2
3] 0+10 | (27/a)? + (271 /a)’ (k :i:27z,'/a)2
41 00+1 | (27/a)? (27r/a)2 (27r/a)2
50 110 |2(27/a)? (kxiZn/a) + (27 /a) (kyi27r/a) + (27 /a)?

Tabelle 6.1: Energie verschiedener Bénder in einem kubischen Gitter mit verschwindendem Potenzial.
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Abbildung 6.18: Dreidimensionale Bandstruktur fiir
fee-Gitter.

nur eine Losung, welche monoton mit der Wellen-
zahl wichst. Bei gefalteten Asten kann diese mono-
tone Zunahme auch in Richtung abnehmender Wel-
lenzahlen laufen. In drei Dimensionen existieren je-
doch meist mehrere Losungen fiir Wellenvektoren
in unterschiedlichen Richtungen, die jeweils unter-
schiedliche Dispersion zeigen. Dadurch iiberlappen
sich die Aste auf der Energieachse und es kénnen
auch mehrere teilweise besetzt sein.

6.3.3 Fermioberflache

Die Fermi-Energie bleibt auch in diesem Fall die
Energie, welche bei 7 = 0 die besetzen von den
leeren Zusténden trennt. Fiir jedes teilweise gefiillte
Band existiert dann, in Abhéngigkeit von der Rich-
tung ein maximaler k-Wert fiir die besetzten Zustin-

de. Diese ergeben eine Fliche im k-Raum die die
Fermiflache. Sind mehrere Bénder teilweise gefiillt,
so tragen sie alle zur Fermifldche bei.

Qo @ Qo
3

k-Raum
Fermi Kugel

3
Qo Q Qo

Abbildung 6.19: Die Fermifldache in 2D ist fiir freie
Elektronen ein Kreis. In diesem
Beispiel schneidet sie die 2., 3. und
4. Brillouinzone.

Abb. 6.19 zeigt zur Illustration ein Beispiel in zwei
Dimensionen. Hier ist die Fermioberfliche fiir freie
Elektronen ein Kreis. Je nach Elektronendichte und
Kristallstruktur fillt dieser Kreis in unterschiedliche
Brillouinzonen. In diesem Beispiel schneidet er die
zweite, dritte und vierte Brillouin-Zone.

Wie bereits erwihnt, fithrt die Kopplung ans peri-
odische Gitter dazu, dass die Zustinde am Zonen-
rand aufspalten. Dadurch trifft die Fermiflache im-
mer senkrecht auf den Rand der Brillouinzone. Abb.
6.20 illustriert dies fiir 2 Dimensionen und Abb. 6.15
fiir 3 Dimensionen.

6.3.4 Messung der Binder

Die besetzten Biander konnen mit Hilfe von Photoe-
missionsspektroskopie ausgemessen werden.
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freie Elektronen quasi-freie Elektronen
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Abbildung 6.20: Die Kopplung ans Gitter fiihrt zu
einem rechten Winkel zwischen
Fermiflache und Zonenrand.

UV-Quelle Energieanalysator
\\¢ % %
hw e ~ 3 Detektor
Probe

Abbildung 6.21: Prinzip der Photoelektronenspek-
troskopie.

Dafiir verwendet man den Photoeffekt: Ultraviolet-
tes Licht wird auf die Probe eingestrahlt und die
Energie der emittierten Elektronen wird mit Hilfe ei-
nes hochauflosenden Spektrometers gemessen.
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Abbildung 6.22: Beispiel eines
spektrums.

Bandenergie

Photoelektronen-

Bei der Absorption eines Photons wird die Energie
eines Elektrons jeweils um die Photonenenergie i@
erhoht. Ist diese Energie hoch genug, so kann das
Elektron das Metall verlassen. Die Uberschussener-

gie
Skin = NO — Epipng — P.

Wird in kinetische Energie umgewandelt. Hier stellt
® die Austrittsarbeit dar.

= €F
2
S

Z

kin. Energie &;,

Bindungsenergie

Abbildung 6.23: Gemessene Energieverteilung und
Bandstruktur.

Die gemessene Verteilung der Energie der Photo-
elektronen ergibt deshalb direkt die Bandstruktur.

Fermi-Niveau  S\f

Energie / eV

X K r
‘Wellenvektor

Zustandsdichte (willk. Einh.) L r

Abbildung 6.24: Bandstruktur von Kupfer.

Als Beispiel ist in Abb. 6.24 die Bandstruktur von
Kupfer dargestellt (auf der linken Seite), zusammen
mit einem Vergleich der gemessenen und berechne-
ten Binder.

6.3.5 Metalle und Isolatoren

Im Modell freier Elektronen hatten wir gesehen, dass
die Zustandsdichte mit der Wurzel aus der Energie
zunimmt. Dies ist im periodischen Potenzial offen-
bar nicht mehr der Fall.

An der Zonengrenze werden die beiden Bénder auf-
gespalten, es entsteht ein Bereich der Energieachse,
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D(E)

Abbildung 6.25: Dispersion und Zustandsdichte fiir
freie Elektronen.

E

Bandliicke

D(E)

Abbildung 6.26: Dispersion und Zustandsdichte fiir
Elektronen in Bindern.

welcher keine Zustinde enthélt. Man spricht von ei-
ner Energieliicke oder Bandliicke (engl. band gap).
Im einfachsten Fall enthélt jedes der beiden Bander
2N Zustinde, wobei N die Anzahl Atome pro Ein-
heitszelle darstellt und der Faktor 2 von der Spin-
Entartung herriihrt.

E
n=2
_ 2N Zustande
n=1
0 m/a k

Abbildung 6.27: In einem Band finden maximal 2N
Elektronen Platz.

Falls pro Einheitszelle ein Atom jeweils ein Elektron
in dieses Band abgibt, so ist es genau halb gefiillt
(n=11n Abb. 6.27). In diesem Bereich ist die Ndhe-

rung freier Elektronen recht gut, weil die Fermiober-
flache relativ weit vom Zonenrand entfernt ist. Wie
wir im Kapitel 5 gesehen haben, verhalten sie sich
dann am ehesten wie freie Elektronen.

Umfasst die Einheitszelle ein zweiwertiges oder
zwel einwertige Atome, so ist das erste Band genau
gefiillt. Die Fermi-Energie fillt dann gerade in eine
Energieliicke. In einem solchen Fall gilt die Theorie
der Leitfahigkeit, welche fiir die freien Elektronen
diskutiert wurde, nicht mehr. Dort hatten wir gese-
hen, dass das externe Feld zu einer Anderung des
Elektronenimpulses fiihrt. Dies ist aber nur moglich
wenn entsprechende unbesetzte Impulszustidnde zur
Verfiigung stehen. In der Energieliicke ist dies nicht
moglich.

gl

—

(Metall Isolator Halbleiter Halbmetall

Abbildung 6.28: Bandliicke und Besetzung fiir Me-
tall, Isolator, Halbleiter und Halb-
metall.

Daraus folgt die qualitative Unterscheidung der Ma-
terialien in Metalle und Isolatoren: Bei Metallen ist
die Fermioberflache etwa in der Mitte des Bandes.
Die Elektronen in der Nihe der Fermioberfldche sind
in diesem Fall weit von der Zonengrenzen entfernt
und spiiren deshalb den Einfluss des periodischen
Potenzials kaum. Ein elektrisches Feld kann damit
relativ ungestort die Fermikugel verschieben und es
flieft ein Strom.

Anders die Situation bei einem Isolator: Hier ist die
Fermioberfliche zwischen zwei Bindern. Die Elek-
tronen spiiren deshalb das periodische Potenzial ma-
ximal, sie werden aufgrund der Bragg Bedingung
daran reflektiert. Das Modell freier Elektronen ist
hier deshalb nicht anwendbar. Dies kann man auch
so verstehen, dass in der Nihe der Fermioberflache
keine Impulszustinde verfiigbar sind, so dass dul3e-
re Felder den Impuls der Elektronen nicht verdndern
konnen.
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6.3.6 Halbleiter und Halbmetalle

Bei Halbleitern befindet sich die Fermienergie eben-
falls in der Mitte zwischen zwei Bidndern. Halblei-
ter unterscheiden sich von Isolatoren dadurch, dass
der Abstand zwischen den Bandern relativ klein ist,
so dass freie Ladungstriger einerseits durch thermi-
sche Anregung, andererseits durch Verunreinigun-
gen in der Nihe der Bandkante erzeugt werden kon-
nen. Diese Moglichkeiten werden im néchsten Kapi-
tel noch diskutiert. Im Fall eines Halbmetalls tiber-
lappen sich zwei Bénder in der Néhe der Fermikan-
te. Dadurch sind freie Ladungstriger vorhanden, die
Zustandsdichte ist jedoch relativ klein und dadurch
die Leitfahigkeit gering.

Aus dem Gesagten folgt, dass ein Isolator oder ein
Halbleiter, also Materialien bei denen die Fermiener-
gie in eine Bandliicke féllt, immer eine gerade An-
zahl Elektronen in der primitiven Elementarzelle ha-
ben muss. Dies ist aber keine hinreichende Bedin-
gung, da unterschiedliche Biander nicht immer durch
eine Energieliicke voneinander getrennt sind.

Zustandsdichte D(E)

0 2 3 4 5 6
Energie / eV

Abbildung 6.29: Uberlappende Biinder.
Uberlappen mehrere Binder, so konnen sie teilwei-

se gefiillt sein und das Material kann elektrischen
Strom leiten.

6.4 Dynamik

6.4.1 Bewegungsgleichungen

Fiir die Bewegung der Elektronen in den Béndern
verwendet man das gleiche Modell wie in Kapitel

5. Der wesentliche Unterschied liegt darin, dass die
Geschwindigkeit der Elektronen nicht mehr einfach
als ik /m geschrieben werden kann, sondern als

L dF 196(k)
VS a T R ok

e(k) V()

] ,}\k

Abbildung 6.30: Energie und Geschwindigkeit als
Funktion der Wellenzahl.

Daraus folgt, dass die Geschwindigkeit nicht mo-
noton mit der Wellenzahl zunimmt. Wie in Abb.
6.30 gezeigt, nimmt sie zunichst zu, erreicht etwa
auf halbem Weg zum Rand der Brillouin-Zone ein
Maximum und nimmt dann wieder ab. Am Rand
der ersten Brillouin-Zone, wo die Dispersionskurve
& (k) horizontal wird, verschwindet die Geschwin-
digkeit. Fiir negative k-Werte in der ersten Brillouin-
Zone sind die Geschwindigkeiten negativ. Da sich
die Bénder periodisch fortsetzen, ist auch die Ge-
schwindigkeit periodisch mit k.

Als Bewegungsgleichung fiir die Dynamik der Elek-
tronen verwenden wir weiterhin

h% =—e {E—i—f)’xﬁ} ,
dt

wobei wir uns hier auf elektrische Felder beschrin-
ken. Somit fiihrt ein konstantes elektrisches Feld
zu einer Verschiebung der Fermikugel, sofern die
entsprechenden Zustiande zur Verfiigung stehen und
keine Streuung stattfindet. Im Gegensatz zu den frei-
en Elektronen werden hier die Elektronen nicht mehr
immer schneller, sie konnen auch wieder langsamer
werden.

Bewegungen der Elektronen finden nur innerhalb ei-
nes Bandes statt. Ubergiinge zwischen den Bindern
sind im Rahmen dieses Modells ausgeschlossen. In
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Wirklichkeit konnen diese auftreten wenn Bénder
iiberlappen oder wenn Photonen die notige Ener-
gie zur Verfiigung stellen. Interband-Ubergiinge von
oben nach unten treten auch spontan auf. Durch elek-
trische Felder konnen solche Ubergiinge nur ange-
regt werden, wenn die Spannung sehr hoch ist und
die Leitfahigkeit sehr gering. Man spricht dann von
elektrischem Durchbruch.

Vollstiandig gefiillte oder vollstindig leere Bénder
tragen damit nichts bei zur Dynamik, ihre Elektro-
nen spiiren die externen Felder nicht, und sie kénnen
auch keine thermische Energie aufnehmen.

6.4.2 Bloch-Oszillationen

Die Bandstruktur kann zu einigen Effekten fiihren,
die nicht direkt intuitiv erscheinen. Dazu gehoren die
Bloch-Oszillationen. Im klassischen Modell erwartet
man, dass ein elektrisches Feld die Elektronen konti-
nuierlich beschleunigt, sofern sie keine Streuung er-
fahren. Im periodischen Potenzial ist dies nicht der
Fall, sondern die Elektronen fiihren eine Oszillati-
onsbewegung aus.

&(k) E(k) \ﬂ/’@
_E,OE kr o m m 0 7

Abbildung 6.31: Bloch-Oszillationen.

Abb. 6.31 zeigt, wie diese zustande kommen. Das
elektrische Feld fiihrt zu einer Zunahme des Impul-
ses, und damit zu einer Zunahme der Wellenzahl
(sieche Kap. 5.4). Ohne periodisches Potenzial wiirde
dies zu einer kontinuierlichen Beschleunigung fiih-
ren (linke und mittlere Figur in Abb. 6.31). In der
Gegenwart des periodischen Potenzials erhalten wir
am Zonenrand eine Aufspaltung zwischen den Bin-
dern. Dadurch kann das Elektron nicht ins nichste
Band “springen”, sondern es erscheint auf der ge-
geniiberliegenden Seite des reduzierten Zonensche-

mas wieder, wo seine Geschwindigkeit negativ ist.
Dieser Effekt kann auch als Reflexion am Gitter auf-
gefasst werden, welche dann auftritt, wenn die Wel-
lenldnge der Zustandsfunktion gerade der doppelten
Periode des Gitters entspricht.

Die Zeit T, welche das Elektron benétigt, um einen
Zyklus zu durchlaufen, ist gegeben durch
2r 1

= —eETp.
a h B

Dies kann man auch ausdriicken als die Frequenz wg
des Bloch-Oszillators:

_2m  eEa

wp = ?B = 7

Bei einer Feldstirke von E = 10% V/m und einer
Periode von a = 107!9 m erhalten wir eine Bloch-
frequenz von wz = 1,5-10''s~!. Eine solche Os-
zillation ist sehr schwierig zu beobachten, da die
Elektronen meistens streuen bevor ein vollstandiger
Zyklus durchlaufen ist. Verwendet man jedoch eine
groBere Periode, z.B. a = 1078 m, so erhcht sich die
Frequenz um zwei GroBenordnungen, was die Be-
obachtung erleichtert. Solche Perioden erhilt man
in kiinstlichen Schichtstrukturen aus Halbleiterma-
terialien.
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