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9. Supraleitung

9.1. Phinomenologie

9.1.1. Leitfdhigkeit

Im Kapitel 5) tiber freie Elektronen hatten wir ge-
funden, dass der elektrische Widerstand bei tiefen
Temperaturen abnimmt, bis er einen Grenzwert er-
reicht, der durch Kiristallfehler bestimmt ist. Wie
immer war diese Aussage das Resultat eines Modells
und wie jedes Modell hat auch dieses seine Grenzen.
Experimentelle Tests dieser Aussage in einem Be-
reich nahe des absoluten Nullpunkts waren erstmals
ab 1908 moglich, als es Kammerlingh Onnes in Lei-
den gelang, ein Kiihlmittel zu erzeugen, welches sehr tiefe Temperaturen erlaubt, ndmlich
fliissiges Helium, das bei Normaldruck einen Siedepunkt von 4 K besitzt. Er benutzte dieses
Kiltemittel bald um die elektrische Leitfdhigkeit bei tiefen Temperaturen zu messen. Im
Jahre 1911 fand er ein merkwiirdiges Verhalten, das sich von der oben gezeigten Voraussa-
ge qualitativ unterscheidet.
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Der elektrische Widerstand von Quecksilber nahm

8 zundéchst linear mit der Temperatur ab, bis er bei 4.2 K
__~—| | plotzlich auf einen sehr kleinen Wert sprang. Genauere
as— T Messungen zeigten, dass dieser Wert innerhalb der
: experimentellen Fehlergrenzen mit Null {ibereinstimmit.
410 Das heiBt, dass es z.B. moglich ist, in einer ge-
| &, schlossenen Leiterspule einen Strom flieBen zu lassen
gors 4 ohne, dass dieser abklingt.
005 : Dies benutzt man z.B. fiir die
f Erzeugung starker Mag-
0015 netfelder: Man wickelt einen
oy Draht zu einer Spule und regt
0,00 b e o 55 # | darin einen Strom an. Dadurch

konnen permanente Magnetfel-
der von mehreren Tesla erzeugt werden, wie man sie z.B. in der
Kernspinresonanz oder in der Kernspintomographie benétigt. Supra-
leitende Magneten werden auch in einem japanischen Hochge-
schwindigkeitszuge eingesetzt.
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Bei den Metallen und v.a. den Halbleitern hatten wir gesehen, dass der elektrische Strom
immer auch von einem thermischen Strom begleitet war. Dies ist bei den Supraleitern nicht
der Fall. Der Superstrom wird nicht von einem thermischen Strom begleitet.

k/ W/emK
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Dadurch ist die thermische Leitfdhigkeit der Supra-
leiter relativ klein, deutlich kleiner als diejenige der
entsprechenden Normalleiter. In diesem Beispiel wird
die thermische Leitfdhigkeit des supraleitenden Materi-
als direkt verglichen mit derjenigen des normalleitenden
Materials. Dies deutet darauf hin, dass nur ein Teil der
Elektronen thermische Energie, d.h. Entropie, lbertra-
gen konnen.

9.1.2. Diamagnetismus

Diese Klasse von Materialien wird als Supraleiter
und der Zustand als Supraleitung bezeichnet. Damit
charakterisiert man zunichst die elektrischen Eigen-
schaften dieser Materialien. Sie besitzen aber auch sehr

charakteristische magnetische Eigenschaften. Der wichtigste ist, dass sie sich wie perfekte
Diamagneten verhalten, d.h., dass das Magnetfeld in ihrem inneren verschwindet. Dies ist
bekannt als Meiflner-Ochsenfeld Effekt.

Oberhalb der kritischen Temperatur ist das
Material normalleitend und praktisch nichtmag-
netisch. Das Feld eines externen Magneten
durchdringt deshalb das Material. Kiihlt man
das Material unter die Sprungtemperatur, so
wird es zu einem perfekten Diamagneten. Man
kann dies z.B. dadurch sichtbar machen, dass
ein kleiner Permanentmagnet liber einem Stiick
Supraleiter schwebt, welcher mit fliissigem

Stickstoff gekiihlt wird.

—_—

Magnetfeld wird
ausgestoBen

Ein perfekter Diamagnet erzeugt eine Mag-
netisierung, die das externe Feld innerhalb des
Magneten vollstdndig kompensiert. Die Mag-
netfeldlinien werden deshalb aus dem Materi-
al ausgestof3en.
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Im Raum zwischen dem Magneten und dem
supraleitenden Material werden sie deshalb kon-
zentriert und das System kann seine Energie er-
niedrigen indem der Supraleiter iiber dem Magne-
ten schwebt. Dies ist nicht einfach eine Folge der
verlustlosen Leitung von elektrischem Strom. Ein
perfekter Leiter wiirde zwar durch Eddy-Stréme
einer Anderung des Magnetfeldes in seinem In-
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nern widerstehen. Dies bedeutet, dass das Magnetfeld in seinem Innern zeitlich unverdnder-
lich sein muss. Damit miisste aber das vorher vorhandene Feld erhalten bleiben, wiahrend es
beim MeiBner-Effekt ausgestoen wird.

9.1.3. Kritische Temperatur und Kritisches Feld

Dies funktioniert allerdings nur bei Magnetfeldern unterhalb einer gewissen Stiirke. Uber-
schreitet die Stirke des duBeren Feldes das kritische Feld Hc, so bricht der perfekte Dia-

magnetismus wie auch die Supraleitung zusammen.

Supraleitung tritt somit nur bei gentigend tiefen Tempera- 1
turen und geniligend schwachem Magnetfeld auf. Zwischen
der normal leitenden Phase und der supraleitenden Phase
liegt ein Phaseniibergang, der vom Magnetfeld und der Tem-
peratur (und, nicht eingezeichnet, dem Strom) abhéngt.

kritische Temperaturen

Stoff To/K
Al 1.19
Be 0.026
Hg 4.15
Zn 0.9
Wo 0.012
Pb 7.2
V3Si 17.1
NbsSn 18.0

NbszAlgGeg » 20.7
YB a2CU3O6+X 90
HgBayCuOgq4g 133
CSRb2C60 31

Normalleitend

Magnetfeld

Supraleitend

4

Die kritische Temperatur, un-
terhalb der ein Material supralei- Temperatur

tend wird, kann von mK bis zu 133 K variieren.

Der Betrag des kritischen Feldes hédngt ebenfalls vom Materi-
al ab, variiert aber auch mit der Temperatur. Beim Uberschreiten
des kritischen Feldes bricht auch der Meifiner-Effekt zusammen.
Unterhalb des kritischen Feldes betrigt die Magnetisierung M =
- H, d.h. xy =-1/u,.

Beim kritischen Feld sinkt die |Mt
Magnetisierung abrupt auf Null, H,
d.h. das Feld dringt in das Material H
ein.

9.1.4. Typ II Supraleiter

Dies ist aber nur bei so genannten weichen Supraleitern oder Supraleitern der ersten Art
der Fall. Dementsprechend existieren Supraleiter der zweiten Art. Diese Materialien verhal-
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ten sich unterhalb des kritischen Feldes Hoy wie die Supraleiter der 1. Art. Beim kritischen

Feld dringen die Feldlinien ebenfalls in das Material ein, aber die Magnetisierung sinkt nicht
auf Null.

Diese teilweise supraleitende Fi-
genschaft bleibt bis zu einem zweiten 600}
kritischen Feld H., erhalten. Das g ad
Material bleibt auch bis zu diesem |3 , I 1 A: Blei
kritischen Feld supraleitend. Dieses |3 '\B - B:Blei+2.8%In
zweite kritische Feld kann um mehre- % i .Y g g::;: 2634‘1%‘7};111n
re GroBenordnungen oberhalb des | ' 200 ./'\.C '.\ ) )
ersten kritischen Feldes liegen. " l‘;.:_. .__1 .

o~_.._"*-o

Dieses kritische Feld ist dasjenige, ' 46? ' 8(','.0 "f' .1.2_—[00 o st

iiihtifglis t.technlsche Anwendungen auBeres Magnetfeld / GauB3

Typ II Supraleiter: kritische Felder

- Fiir Typ 2 Supraleiter liegt sie im Bereich
von bis zu 50 Tesla. Im Bereich zwischen den
beiden kritischen Feldern findet ein teilweises
Eindringen des Magnetfeldes in den Supralei-
ter statt.
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Kritisches Magnetfeld Hyg, in Tesla
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Diese teilweise Durchdringung erfolgt durch ':3 ;.:y:*t,’? "“*”:!;t ;o > b

einzelne Flussquanten. Diese ordnen sich in der |ig % % a-g & » o & 5 L
Form eines Gitters an, welches durch kleine ferro- |# * & % # & w g 2.0 % # 5

magnetische Teilchen sichtbar gemacht werden kann. Heute kann man sie auch durch Ras-
ter-Kraftmikroskopie sichtbar machen.

9) Supraleitung 9. Februar 2006
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Typ II Supraleiter sind groBtenteils Legierungen, wiahrend Typ I Supraleiter eher Elemen-
te sind. Es ist moglich, Typ I Supraleiter durch die Zugabe geringer Anteile an legierenden
Elementen zu Typ II Supraleitern zu machen.

Die meisten Supraleiter sind Metalle, aber seit einigen Jahren gibt es auch organische
Supraleiter, also Polymere, die unterhalb einer bestimmten Temperatur supraleitend werden.
Die wichtigste Ausnahme aber sind die vor einigen Jahren entdeckten Hochtemperatur-
Supraleiter: Hier handelt es sich um keramische Materialien, die oberhalb der kritischen
Temperatur Isolatoren sind.

Diese Klasse von Materialien hat eine ziemlich einheitliche Struk-

Einheitszelle von YBa,Cu;0,

tur: es handelt sich um schichtformige Materialien, bei denen Ebenen
von CuO Schichten sich mit anderen Schichten abwechseln.

9.1.5. Thermodynamik

Auch die thermischen Eigenschaften der supraleitenden Materialien
unterscheiden sich von denen normalleitender Materialien. Ein direk-
ter Vergleich ist moglich wenn man das gleiche Material mit Hilfe
eines Magnetfeldes in den normal leitenden Zustand bringt und die
thermischen Eigenschaften mit denen des supraleitenden Zustandes

vergleicht.

Unterhalb der kritischen Temperatur ist die Ent- | -, Entropie von Al
ropie des supraleitenden Zustandes also niedriger
als diejenige des entsprechenden normalleitenden | . s , T
Zustandes. Diese Entropieabnahme zeigt, dass
beim Phasentibergang das System in einen Zustand
mit hoherer Ordnung iibergeht. Aus der GroBen- | :

10 Sy

ordnung der Entropiednderung (ca. 107 kg/Atom)

zeigt, dass an diesem geordneten Zustand nur ein : P
. . . e . (o 02 04 0,6 038 K f
kleiner Teil der Leitungselektronen beteiligt sind. Tempron oK

Dementsprechend ist die freie Energie des supraleitenden Zustandes niedriger als die des
normalleitenden Zustandes. Der Phaseniibergang ist zweiter Art, d.h. er ist nicht mit einer
latenten Energie verbunden.

9) Supraleitung 9. Februar 2006
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Die Molwérme édndert sich allerdings bei der kriti-
schen Temperatur schlagartig. Die mikroskopische
Theorie der Supraleitung sagt voraus, dass die Mol-
wirme des supraleitenden Zustandes bei der kriti-
schen Temperatur 143 % hoher sein sollte als dieje-
nige des normalleitenden Zustandes. Unterhalb der
kritischen Temperatur ist sie wesentlich starker tem-
peraturabhéngig.

¢ (mitloules/meole - K)

T T T T =TT T T
L5 Gallium . . :
= = H =200 .
mH=0 b t |
n _ q,oz' a T, B
S |
— " | ) . )
10 o " ! ~ Ein sehr dhnliches Verhalten findet man
- . . | in Gallium. Fiir den normalen Zustand fin-

det man das klassische Verhalten, bei dem

E
Wﬁ;’%——vﬂ der phononische Beitrag mit T° skaliert und

; der elektronische mit T. Bei tiefen Tempe-

C/T [mJ Mol! K]

05 . /17 =059% +0,0568 T* — : S )
- 4 | raturen finden wir einen Beitrag von den
- 2 Kernspins.
» —
L/ - Im supraleitenden Zustand springt die
0 a5 15— 75| Wirmekapazitiit bei der kritischen Tempe-
Temperaturzf K3 ratur auf einen deutlich hoheren Wert und

nimmt dann mit abnehmender Temperatur
auf Null ab. Um die Abhiingigkeit genauer zu untersuchen, lohnt es sich, den elektronischen
Beitrag durch Subtraktion der iibrigen Beitrdge (von denen wir voraussetzen, dass sie durch
den Ubergang in den supraleitenden Zustand nicht beeinflusst werden), getrennt zu betrach-
ten.

9) Supraleitung 9. Februar 2006
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Die Figur zeigt, dass dieser Beitrag zur Molwir-
me exponentiell von 1/T abhéngt. Dieses Verhalten
ist charakteristisch fiir ein System, bei dem alle
Zustinde unterhalb einer Energieliicke besetzt sind.

9.1.6. Energieliicke

Thermische Anregungen
miissen also tiber diese Energie-
liicke stattfinden. Hinweise auf
eine Energieliicke findet man E, ~1 meV
auch mit spektroskopischen
Methoden, oder tiber Messun-

TiT,

0,01} y gen der Zustandsdichte. Die
- / 1 GroBe der Energieliicke héngt
Cal YT =746 exp(~1.39T/ Yo\ o vom Material und von der Temperatur ab. Typische
000 —k————a— ¢ Werte sind in der Nihe von 1 meV.
T./T 110 : o N . :
= LGl Mol K2 — Die Breite dieser Liicke nimmt mit
Temperaturabhiingigkeit der Energieliicke .
11 " | zunehmender Temperatur kontinuier-
’ ’ lich ab, bis sie an der kritischen
1,0 Ocreo, [ I Temperatur verschwindet. Da es sich
09 i um einen Phasenilibergang zweiter
’ 1 . .
& Ordnung handelt, ist das Verschwin-
08 - IS ' den nicht abrupt, sondern kontinuier-
: ¥y .
07 | , lich.
5 — BCS-Kurve &
e a Zinn
) 06 o Tdn{)al - a
e o Nio
Vw 0,5 \
<5
)
0,4 %
03— N
0'2 T . . . .
It Die Existenz dieser Energiellicke
0.1 } zeigt sich auch im Verhalten bei der
0 1 J Einstrahlung von Photonen. Diinne
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Filme transmittieren Photonen mit
einer Energie unterhalb der Energie-

lticke, da diese nicht absorbiert wer-

den konnen. Erst bei Temperaturen in der Néhe der kritischen Temperatur findet eine Ab-
sorption auch fiir Photonenenergien unterhalb der Energieliicke statt. Diese geschieht durch
die thermisch iiber die Liicke angeregten Elektronen.

9) Supraleitung
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Ein weiterer Punkt der Phinomenologie ist der Isotopeneffekt auf die Sprungtemperatur:
Die kritische Temperatur sinkt mit steigender Masse der Atome.

T, o (m/mg) ™ .

Der Exponent n¢, mit dem die Temperatur absinkt liegt je nach Material zwischen O und 0.5.

Es existiert eine groBe Zahl von Materialien, | kritische Temperaturen
welche unterhalb einer kritischen Temperatur

supraleitend werden. In den ersten Jahren nach

*

der Entdeckung der Supraleitung wurden vor 120 4
allem die elementaren Supraleiter untersucht. ¢
Binire Supraleiter, vor allem Verbindungen mit 1005 o YBaCu,0,

Nb zeigten jedoch bessere Eigenschaften und

besitzen hohere kritische Parameter. In den .

Jahren 1986-1993 wurden eine Reihe von Ver- Eo |
bindungen entdeckt, welche alle CuO enthalten
und Sprungtemperaturen im Bereich von bis zu o | . ta 5o
135 K aufweisen. Diese sogenannten Hoch- *  BalaCu0 system

. . . .. . (Bednorz und Miiller 1986)
Temperatur Supraleiter konnen auch mit fltissi- 20 .
gem Stickstoff supraleitend gemacht werden, L
was fiir technische Anwendungen erhebliche oL )
Vorteile bringt. 1910 1950 = 1990

Jahr

1988
Bile‘zCﬁzCUzOlO 110K
leBaZCaZCuZOm 122K

1993
HgBaZCaZCu;;Og_a 135K

9) Supraleitung 9. Februar 2006
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9.2. Theoretische Ansitze (phinomenologisch)

9.2.1. Stabilisierungsenergie

Unterhalb der kritischen Temperatur ist der supraleitende Zustand offenbar stabiler als
der normal leitende Zustand. Wir konnen die Energiedifferenz iiber die magnetische Energie
bestimmen. Dazu betrachten wir die Energie der Magnetisierung im dufleren Magnetfeld,
wobei wir die Magnetfeldstéirke gleich dem kritischen Feld setzen

W =- fo.5, M'dB, = (1/u0) Jo.p_ By'dB, = (1/210) B2 .

Beim kritischen Feld sind der supralei- o

tende Zustand und der normal leitende |Freie Fnergie

Zustand im Gleichgewicht. Das bedeu- F A ernes Magnefeld B
tet, dass die Energie der Magnetisierung 0 -

im kritischen Feld gerade gleich der
Stabilisierungsenergie des supraleiten-
den Zustandes sein muss:

FS(HC) = Fn(Hc) =

stab]

Fytab + (1/2110) B =0

d.h. wir finden die Beziehung zwischen

der Stabilisierungsenergie und dem Kkriti-
schen Feld

Fyab = - (1/210) B2 .

Da das kritische Feld mit abnehmender Temperatur zunimmt knnen wir daraus schliefen,
dass auch die Stabilisierungsenergie mit abnehmender Temperatur zunimmt.

9.2.2. London-Gleichung

Eine erste mathematische Beschreibung der Supraleitung liefert die London-Theorie. Sie
ist eine phinomenologische Beschreibung, d.h. sie liefert keine mikroskopische Grundlage,
sondern lediglich eine mathematische Beschreibung der Phiinomene.

9) Supraleitung 9. Februar 2006



- 260 -

Die Elektronen des Supraleiters konnen unterhalb der kriti- |4
schen Temperatur zu zwei ,,Fliissigkeiten* zugeteilt werden,
einer normal leitenden Fliissigkeit und einer supraleitenden. normalleitend
An der kritischen Temperatur gehért nur ein infinitesimaler
Teil der Elektronen zur supraleitenden Fliissigkeit, aber dieser ]

Teil nimmt bei abnehmender Temperatur zu. Ein vollig ana- supraleltend >
loges Modell wird fiir die Beschreibung der Suprafluiditét Te T
benutzt.

Wenn wir davon ausgehen, dass die Maxwell-Gleichungen auch fiir Supraleiter giiltig
sein sollen, dann muss das Ausstolen des Magnetfeldes durch die entgegen gesetzte Mag-
netisierung des Systems mit einem Oberfldchenstrom verbunden sein. Diese Stromdichte
soll proportional sein zum Vektorpotenzial A :

1

A,
MO)"%

j=-

wobel 7\.12 eine Proportionalitdtskonstante ist. Diese ,,London-Gleichung* kann nicht herge-
leitet werden, wir betrachten sie als heuristischen Startpunkt fiir die weiteren Uberlegungen.

Wir bilden auf beiden Seiten die Rotation und erhalten

rot j = - B,

2
WoAl

wobei vorausgesetzt wurde, dass das Vektorpotenzial in der ,,London-Eichung* geschrieben
wurde:

divA=0, A, =0.

Hier stellt A | die Komponente senkrecht zur Oberflidche dar. Diese Bedingung stellt sicher,
dass kein Strom senkrecht zur Oberfliche flief3t.

Wir benutzen auBlerdem die Maxwell-Gleichung

rotB=pugj,

und bilden auf beiden Seiten die Rotation
rot rot B = grad div B VZB=-VZB= Jo 1Ot J .

Zusammen mit der London-Gleichung ergibt dies

9) Supraleitung 9. Februar 2006
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V2B =B/A2.
Die einzige ortsunabhingige Losung dieser Gleichung ist die triviale Losung, d.h. das Feld

verschwindet, wie es im Innern eines Supraleiters der Fall ist. Dies erklért bereits den Meiss-
ner-Effekt: das Feld wird aus dem Innern des Supraleiters ausgestof3en.

9.2.3. Eindringtiefe

An der Oberfliche erhilt man auch eine nichttriviale Losung mit

A

B = B exp(-x/A)) , B

wobei x die Richtung senkrecht zur Oberfldche
darstellt. Der Parameter A; stellt demnach die Ab-
fallrate, resp. die Eindringtiefe des duBeren Feldes
dar. Im Rahmen der London-Theorie erscheint sie

Vakuum Supraleiter

A 4

als ein phidnomenologischer Parameter. Die BCS- r
Theorie liefert
MZ = eomcz/nq2 .
Dabei bezeichnet n die Dichte der Teilchen, q ihre Ladung, und m ihre Masse.
' Intrinsische Pippardsche Londonsche
‘Metall Koh#irenzlinge &, Eindringtiefe ., A
- in 10-8 cm in 10 cm o
'Sn 23, 3,4 0,18
‘Al 160, 1,8 0,010
. Pb 8,3 3,1 0, 45
Cd 78, 11,0 0, 14
Nb 3,8 3,9 1,02

Typische Werte fiir die Eindringtiefe liegen im Bereich zwischen 10 und 100 nm. Dies
bedeutet, dass bei Filmen, die diinner als die Eindringtiefe sind, die Magnetisierung kleiner
ist als in Volumenkristallen.

. diinne Filme

Weil die Energie, die der Supraleiter aufbringen muss,
um das Feld auszustoBen, proportional zum Quadrat der —v
Magnetisierung ist, muss das duflere Feld in diesem Fall
groBer werden bis die Stabilisierungsenergie des Supra- SL

leiters kompensiert ist und der supraleitende Zustand .
instabil wird. Damit steigt die Energie dieser Materialien r

9) Supraleitung 9. Februar 2006
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erst bei hoheren Feldern auf die Stabilisierungsenergie an und das kritische Feld ist deshalb
hoher.

9.2.4. Kohirenzlinge

Diese Behandlung der Eindringtiefe geht davon aus, dass die Stromdichte tiberall propor-
tional zum Vektorpotenzial sei. Dies ist aber nur moglich wenn sich das Vektorpotenzial
langsam #ndert. Allzu schnelle Anderungen wiirden eine starke Erhhung der kinetischen
Energie bedingen. Die minimale Distanz, iiber die das System einer Anderung des #uBeren
Feldes folgen kann, ist durch die Kohirenzldnge &, gegeben. Man erhilt einen Wert fiir die

Kohirenzlinge aus der BCS-Theorie:
&0 = hvp/nE, .
Diese Formeln gelten nur fiir reine Supraleiter. Sind sie verunreinigt wird die Ko-
hérenzldnge kiirzer, da in diesem Fall die kinetische Energie der Elektronen bereits hoher
ist. Die Verkiirzung der Kohérenzldnge ladsst sich am besten durch die freie Wegldnge [ der

Elektronen im Normalzustand parametrisieren. Fiir stark verunreinigte Supraleiter variiert
die Kohérenzlinge wie

E=(E 0" .
Die Eindringtiefe hingegen nimmt mit der Wurzel aus der mittleren freien Weglénge ab
M= /)
so dass
ME=x=NJ/I.

Dieses Verhiltnis zwischen Eindringtiefe und Kohérenzldnge ist der wichtigste Parameter
fiir die Unterscheidung zwischen Typ I und Typ II Supraleitern. Fiir kleine Eindringtiefen,
resp. grole Kohérenzléngen, d.h. ¥ < 1, findet man Typ I Supraleiter, fiir K > 1 eher Typ II
Supraleiter.

9.2.5. Ginzburg-Landau Ordnungsparameter

Schon vor der London-Gleichung zeigten Ginzburg und Landau, dass der supraleitende
Zustand durch einen komplexen Ordnungsparameter W(r) beschrieben werden kann, der
oberhalb der kritischen Temperatur T. verschwindet. Der Absolutbetrag [W(r)l dieses Ord-
nungsparameters bestimmt die Dichte des supraleitenden Zustandes am Ort r. Er entspricht
im Wesentlichen der Zustandsfunktion eines Cooper-Paars; die Ortsabhéngigkeit bezieht

9) Supraleitung 9. Februar 2006
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sich auf den Massenschwerpunkt der beiden Elektronen. Da sich sdmtliche Cooper-Paare im
gleichen Zustand befinden geniigt eine Funktion zur Beschreibung des gesamten supralei-
tenden Zustandes. Da die Relativkoordinate der beiden Elektronen nicht enthalten ist, kann
dieser Ordnungsparameter nur Phinomene beschreiben, deren rdumliche Variation langsa-
mer ist als die Ausdehnung des Cooper-Paars.

Der Grundzustand des supraleitenden Zustandes ist nur abhingig von der Relativko-
ordinate der beiden Elektronen, d.h. er ist rdumlich konstant. Damit ist auch der Ord-
nungsparameter konstant. FlieBt ein Strom im Supraleiter oder wird ein externes Magnetfeld
angelegt, so erhilt der Ordnungsparameter eine Struktur. Wird das duBere Feld durch ein
Vektorpotenzial A(r) beschrieben, so ergibt sich der supraleitende Strom aus dem Ord-
nungsparameter mit Hilfe des Impulsoperators wie folgt:

j=-e2m [P*{(R/1V + 2e AW} + {(R/1V + 2e A)W}P*] .

Dies ist die tibliche quantenmechanische Form fiir einen Strom, der durch Teilchen mit La-
dung 2e und Masse 2m hervorgerufen wird.

Die London-Gleichung kann daraus abgeleitet werden, wenn man die zusétzlich An-
nahme macht, dass der Betrag des Ordnungsparameters konstant ist und nur die Phase ¢
variiert. Da der Betrag die Dichte der supraleitenden Ordnung beschreibt entspricht diese
zuséitzlich Annahme der Massenerhaltung. Mit dieser zusdtzlichen Annahme reduziert sich
der Ausdruck fiir den Strom zu

j=-12¢%m A +eh/m V ¢] W2

was im Wesentlichen der London-Gleichung entspricht.

9.2.6. Fluss-Quantisierung

Diese Form der Gleichung hat direkte Konsequenzen, die auch | supraleitender Ring
praktische Anwendungen haben. Wir betrachten dafiir einen
Block eines supraleitenden Materials mit einem Loch in der Mit- Pfad
te. Innerhalb des Blocks soll ein Pfad um den Ring laufen. Wir
berechnen das Integral des Stromes entlang diesem Pfad, welches
verschwinden muss, da ein Strom im supraleitenden Material nur d> A
an der Oberflidche existieren kann.

fpjdr=-1WP [ [2¢* A +eh V¢l d/=0
Aus dem Satz von Stokes erhalten wir

[y,Adl=[VxAdS=[BdS= ,
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wobei @ den magnetischen Fluss durch den Ring darstellt.

Da der Ordnungsparameter eine eindeutige Funktion des Ortes ist muss seine Phase ent-
lang dem geschlossenen Weg um ein Vielfaches von 2t dndern.

fp V¢ dli=A¢p =27mn .
Damit erhalten wir

| ® | = nh/2e = n O mit ®( = h/2e = 2.0679:10"1° Tm?,

Die GroBe @ wird als Flussquant bezeichnet. Wie bereits bei der Diskussion der Typ-II
Supraleiter gezeigt konnen diese auch experimentell beobachtet werden.

Man verwendet dafiir kleine
ferromagnetische Teilchen. Die
Beobachtung der Flussquanten ist
eine der wichtigsten Hinweise
darauf, dass die Beschreibung mit
Hilfe eines Ordnungsparameters
sinnvoll ist. Jeder eingeschlosse-
ne magnetische Fluss wird von
einem Dauerstrom im Supraleiter
eingeschlossen.
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9.3. Skizze der BCS-Theorie

9.3.1. Cooper-Paare

Aus experimentellen Beobachtungen wusste man, dass die Elektronen in Supraleitern
Paare bilden. Wie wir bei der Diskussion der quasifreien Elektronen gesehen hatten, kann
die Wechselwirkung von Elektronen mit dem Gitter zu einer Erniedrigung der Energie fiih-
ren. In dhnlicher Weise kann die Wechselwirkung eines Elektronenpaars mit dem Gitter zu
einer Erniedrigung der Energie des Paarzustandes fiihren, so dass die Elektronen eine effek-
tive anziehende Wechselwirkung zeigen. Man kann diesen Effekt als Uber-Abschirmung
verstehen oder so, dass eines der Elektronen das Gitter deformiert und das andere Elektron
diese Gitterdeformation benutzt um seine Energie zu erniedrigen.

Die resultierende Wechselwirkung ist zu klein um fiir isolierte Elektronenpaare zu einer
bindenden Wechselwirkung zu fiihren. In einem Supraleiter kommt aber ein kollektiver
Effekt der tibrigen Elektronen im gleichen Band hinzu: alle Orbitale unterhalb der Fermi-
Energie sind besetzt.

Eine vollstindige Behandlung der BCS-Theorie ist recht aufwendig und bietet Stoff fiir
ein ganzes Semester. Hier ist deshalb nur Platz fiir eine Skizze. Die Grundlage der BCS-
Theorie ist ein Zweielektronenzustand. Dieser muss bei Vertauschung der beiden Elektronen
antisymmetrisch sein. Bei parallelen Spins ist die Austauschenergie zu grof3, so dass wir
lediglich Singlett-Zustinde betrachten miissen. Da hier der Spinteil symmetrisch ist muss
der Raumteil der Wellenfunktion antisymmetrisch sein. Wir schreiben ihn in einem Koordi-
natensystem, das an den Schwerpunkt gekoppelt ist als

or-r) = 123 [ di (k) etk

X(E) stellt hier einen (kontinuierlichen) Entwicklungskoeffizienten dar. Da alle Zustinde
unterhalb der Fermi-Energie besetzt sind muss aufgrund des Pauli-Prinzips gelten

v(k) = 0 fiir k < k.

Wir setzen weiter voraus, dass das Gitter eine attraktive Wechselwirkung zwischen ver-
schiedenen Zwei-Elektronen Zustinden existiert. Der tibliche Ansatz fiir den Wechselwir-
kungsoperator ist

V(ky, ko) =-Vq , Ef

Ep+op

falls beide Zustinde innerhalb eines Energiebandes hwp oberhalb der

Fermikante liegen, wobei wp die Debye-Frequenz ist. Innerhalb dieses

Bereiches ist die Wechselwirkung damit konstant.
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9.3.2. Die wichtigsten Resultate

Eine geeignete Funktion y/( k) definiert einen gebundenen Zustand mit Energie
E=2FEg-A,

d.h. die Energie des Zustandes liegt um A unterhalb der Energie der unabhéngigen Elektro-
nen. Da die gepaarten Elektronen sich in einem Singlet-Zustand befinden, verhalten sie sich
jetzt wie Bosonen, d.h. es kann sich eine grofle Zahl von Paaren in diesem Zustand befinden.
Die gebundenen Elektronenpaare tragen gleichzeitig zu einer Stabilisierung der Bindungs-
energie bei. Dadurch wird der Fermi-See instabil: je mehr Elektronen kondensieren, desto
stabiler wird der gebundene Zustand. Thermische Anregungen fiihren hingegen zu einer
Aufspaltung der Elektronenpaare. Deshalb befinden sich bei der kritischen Temperatur nur
wenige Elektronen im gebundenen Zustand; bei tieferen Temperaturen nimmt ihr Anteil zu.

Man beschreibt dies mit Hilfe eines Modells zweier Fliissigkeiten, |t
wobei der Anteil der Superfliissigkeit bei tiefen Temperaturen an- normalleitend
steigt. Durch die Stabilisierung steigt die Groe der Energieliicke bei
tiefen Temperaturen. supraleitend X
T >
Resultate: ¢ T

* Eine anziehende Wechselwirkung zwischen Elektronen kann zu einem Grundzustand
fiihren, der von den angeregten Zustiinden durch eine Energieliicke getrennt ist. Die Exis-
tenz eines kritischen Feldes, sowie die thermodynamischen Eigenschaften der Supraleiter
werden durch diese Energieliicke bestimmt.

* Die anziehende Wechselwirkung kommt dadurch zustande, dass ein Elektron das Gitter
deformiert. Das zweite Elektron kann dank dieser Gitterdeformation seine Energie erniedri-
gen.

* Man kann die Sprungtemperatur T, aus der Debye-Temperatur 0, der anziehenden Elekt-
ron-Gitter Wechselwirkung U und der Zustandsdichte D(Eg) an der Fermikante abschét-
zen als

T, = 1.14 0 exp(-1/(U D(&g))) oder A(0)kgT, = 1.76.

Dies bedeutet, dass bei jeder Kopplungsstiirke ein Ubergang zu einem supraleitenden Zu-
stand stattfindet, dass aber die Temperatur sehr niedrig sein kann.

* Die Energieliicke variiert in der Nahe der kritischen Temperatur T, wie

A(T)/A0) = 1.74(1-T/T )12 .
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* Der magnetische Fluss durch einen supraleitenden Ring ist quantisiert, wobei die La-
dungseinheit -2e betrigt.
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9.4. Resultate und Anwendungen

9.4.1. Dauerstrome

Electrical
insulation

HTS
Conductor

7
Pipe

Coating

Die verlustfreie Leitung von elektrischem Strom ist eine der Eigenschaften der Su-
praleiter, die am schwierigsten aus der mikroskopischen Theorie zu erhalten sind. Gemél
dem Modell freier Elektronen ist die Leitfahigkeit

o=nelt/m .

Wenn die Relaxationszeit gegen unendlich geht, geht somit auch die Leitfdhigkeit gegen
unendlich. Bei Supraleitern wird die Streuzeit sehr lang. Dies kann man auf zwei Arten
verstehen:

* Das Auftreten einer Energieliicke fiihrt dazu, dass kleine Streuenergien keine leeren
Zustiande finden.

* Da sich die Cooper-Paare in einem kollektiven Zustand befinden miissten alle gleich-
zeitig gestreut werden; die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen kollektiven Streuprozess
geht gegen null.

Um diesen Grenziibergang besser zu verstehen ist es sinnvoll, die Leitfdhigkeit im Fre-
quenzraum zu betrachten. Die ac-Leitfdhigkeit fiir den Fall unendlich langer Relaxationszei-
ten ist

o(w) =1ng e2/mw ,

wobei ng die Dichte der Cooper-Paare beschreibt. Diese Form erlaubt einem, die Leit-
fahigkeit als Funktion der Frequenz zu messen. Wenn wir die Grofle

o Im{o(w)} = ng e2/m
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gegen die Frequenz auftragen, sollten wir eine
Konstante erhalten. Durch nichtideales Verhalten
konnen zuséatzliche Terme hinzukommen, welche
eine gewisse Variation ergeben; trotzdem bleibt
fiir den Grenzwert w — 0 ein endlicher Wert
tibrig, im Gegensatz zum Verhalten eines Normal-
leiters. >
o

4 supraleitend

normalleitend

o Im{c(w)}

Eine explizite Demonstration, dass die Streu-
zeit in einem Supraleiter unendlich wird, ist schwierig. Man kann aber ein qualitatives Ar-
gument finden: In einem Supraleiter befinden sich alle Cooper-Paare im gleichen Zustand.
Solange ein Strom flieBt ist dieser Zustand eine gleichzeitige Schwerpunktsbewegung der
Cooper-Paare. Ein Stofl mit Phononen oder mit einem Gitterfehler kann diesen Zustand nur
verdndern wenn es die Schwerpunktbewegung aller Cooper-Paare gleichzeitig veridndert.
Dies benotigt aber eine sehr groBBe Energie, so dass dieser Prozess extrem ineffizient wird
und die Streuzeit fiir alle praktischen Belange unendlich wird.

9.4.2. Josephson-Kontakte

Trennt man zwei metallische Leiter durch eine diinne isolierende Schicht, so wirkt diese wie
ein Ohm’scher Widerstand.

Trennt man aber ei- S /
nen Normalleiter und
einen Supraleiter, so
flieBt bei kleinen Span-
nungen zunichst kein

G

Insulating
‘layer

fo——
Strom.
Y
Erst wenn die Span- Normal metals
nung den Wert Ale ‘J Form:
. . - ermi-
erreicht kann ein Strom (v

~Energie
24, |- ——————1 ————=

¢
i e

flieBen. Dies ist eine
direkte =~ Konsequenz
der Energieliicke: Die

Insulating

=(}

malleiters finden 1im
Supr aleiter erst dann &upereoxiductor Normal metal
unbesetzte Zustiande

Elektronen des Nor- 1 ’ - , J

A
VY theestiole © F

wenn ihre Energie durch das externe Potenzial tiber die Energieliicke angehoben wird.
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Bei endlichen Temperaturen sind auch einzelne Elektro-

stand tibergeht.

1~
|
2 /e ] Spannung

Strom nen vorhanden, welche einen normalen Strom flieBen lassen,
so dass das Verhalten allméhlich zum normalleitenden Zu-

~T>0 Bei zwei Supraleitern, die durch eine diinne Isolator-
Schicht getrennt sind findet man dementsprechend auch
einen Tunnelstrom, der durch die normalleitenden Elek-
tronen gegeben ist. Zusétzlich findet man aber auch einen
Beitrag durch tunnelnde Cooper-Paare. Dieser Beitrag wurde
von Josephson vorhergesagt und wird deshalb als Josephson-

Effekt bezeichnet. Da dieser Beitrag durch Cooper-Paare geliefert wird, ist er verlustfrei und
damit ohne Spannung iiber dem Josephson-Kontakt - dies wird als DC-Josephson Effekt

bezeichnet.

Da der Kontakt selber nicht supraleitend ist, kann
dieser Effekt aber nur bei relativ geringen Stromen
auftreten. Der Strom, der durch den Kontakt flie3t ist
proportional zur Phasendifferenz des Ordnungspara-
meters zwischen tliber den Kontakt:

I=1p sin(¢2-¢1)

Der Strom durch den Kontakt hingt auch von elek-
tromagnetischen Feldern ab. Ein Magnetfeld &dndert
den Strom wie

I = 1) sin(d/®p)/(n®/Dy) .

Strom

Spannung

T=1.9 K
Sn-SnO-Sn

. Josephson Strom

-4.0 -3.0 -20 -1.0 0 Lo 20 30 4.0

Magnetfeld / Gauss

9) Supraleitung

Die Proportionalititskonstante Iy hingt
von der Struktur des Ubergangs ab, aber
nicht vom Magnetfeld. ® stellt den
magnetischen Fluss durch den Tunnel-
kontakt dar.

Ein elektrisches Feld tiber dem Kon-
takt dndert den Strom ebenfalls. Eine
konstante Spannung V erzeugt einen
oszillierenden Strom, dessen Frequenz

wy=2eV/h.
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Eine Gleichspannung von V = 1 uV erzeugt eine Frequenz von 483.6 MHz. Man kann dies
so interpretieren, dass die Energiedifferenz, welche das Elektronenpaar beim Tunneln durch
die Barriere aufgrund der Potenzialdifferenz erhélt, in der Form eines emittierten Photons
abgegeben wird. Umgekehrt kann ein elektrisches Wechselfeld einen Gleichstrom durch den
Kontakt verursachen.

9.4.3. SQUID

Wabhrscheinlich die wichtigste technische Anwendung Isolator
des Josephson Effekts sind die sogenannten ,,Supercon- Supraleiter
ducting Quantum Interference Device®, eine kreisformi-
ge Anordnung von zwei Josephson Kontakten. Der ge- i
samte Strom durch die beiden Kontakte ist gegeben Isolator

durch die Summe der Strome durch die einzelnen Kon-
takte.

I =1, + I = Ip[sin(dq - e/hc P) + sin(dq + e/he P)] =

= 2 Iy sindq cos(ed/ke) .

dg ist hier die intrinsische Phasendifferenz iiber dem einzelnen Josephson Kontakt und @
den magnetischen Fluss durch den Ring.

.

1 L ] ) | ] | ! ] ] | 1 1 ! | L | ] { ] | i i !
—500 -—-400 -300 -—-200 -~100 0 100 200 300 400 500

Magrnetfeld in Milligaul3

Diese oszillierende Abhingigkeit vom magnetischen Fluss wird fiir eine empfindliche
Messung der Magnetfeldstirke verwendet. SQUIDS sind heute kommerziell erhiltlich und
stellen heute eine der wichtigsten Anwendungen der neueren Hochtemperatur-Supraleiter
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dar. Sie werden neben der Physik auch in der Medizin zur Messung von Magnetfeldern im
Gehirn verwendet.
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