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3.Bindungen im Festkorper

3.1. Grundlagen
3.1.1. Ubersicht

Die Struktur eines Festkorpers ergibt sich aus der Wechselwirkung zwischen den darin
enthaltenen Gitterbausteinen, also den Atomen, Ionen oder Molekiilen. Fiir die in Kapitel 2
besprochenen Gittertypen spielen zunéchst nur relative Distanzen eine Rolle. Die GrofB3e ei-
ner Einheitszelle wird hingegen direkt von der Wechselwirkung zwischen den Bauteilen des
Gitters bestimmt: Man kann den Abstand bestimmen indem man die Abstandsabhéngigkeit
der Wechselwirkungsenergie berechnet und deren Minimum als Funktion des Abstandes be-
stimmt.

Die Bestandteile eines Festkorpers konnen auf unterschiedliche Art zusammengehalten
werden. Es ist meist niitzlich, als Bestandteile Molekiile oder Atomriimpfe und Valenzelekt-
ronen zu betrachten. Die Energie, die man benétigt, um einen Kristall in seine neutralen Be-
standteile (Atome oder Molekiile) zu zerlegen, wird als Bindungsenergie bezeichnet. In ei-
ner klassischen Nédherung kann man die Bindungsenergie von Festkorpern diskutieren indem
man abstoende Wechselwirkungen zwischen positiv geladenen Atomriimpfen und zwi-
schen Valenzelektronen betrachtet, welche eine Vergroferung der Abstidnde bewirken, sowie
anziehende Wechselwirkungen zwischen Valenzelektronen mit Atomriimpfen. Das Wech-
selspiel zwischen den unterschiedlichen Abstands- und Richtungsabhingigkeiten ergibt die
beobachtete Gleichgewichtsstruktur. Ein vollstindiges Verstindnis setzt jedoch quantenme-
chanische Betrachtungen voraus.

Die angesprochenen Wechselwirkungen konnen sich auf qualitativ sehr unterschiedliche
Weise bemerkbar machen. Als erste Klassifizierung unterscheidet man durch die Unter-
scheidung von fiinf Bindungstypen

- kovalente Bindung

. Gitterkon | Binduneseneroie
T Beispiel g gl i
o . yp p stante/A | K1/ Mol Konstituenten

- ionische Bindung .

ionisch NaCl 2.8 750 Nat, Cl-
- van der Waals B. kovalent Diamant 710 C
- metallische Bindung metallisch Na 4.28 110 Na

van der Waals CH,4 10 CHy
- Wasserstoftbriicken

Wasserstoff- H,0 50 H,0

. briicken
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Bindungen

ergeben

die

grofften Bindungsenergien und damit die starrsten Festkorper.
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Grob vereinfacht kann man sich vorstellen, dass
im Falle der Van der Waals Bindung die neutralen
Bestandteile (z.B. Argon im Festkorper) sich gerade
beriihren und durch schwache Krifte aneinander
gehalten werden. Bei der ionischen Bindung sind die
Bestandteile entgegengesetzt geladen. Bei der
metallischen Bindung sind die Atomriimpfe in ein
,Bad*“ aus freien Elektronen eingelagert, welche sie
zusammenhdlt. Im Falle der kovalenten Bindung
existiert ein verstirkter Uberlapp zwischen den
Elektronen der einzelnen Atome, welcher zu einer
starken, gerichteten Bindung fiihrt.

Obwohl wir hier unterschiedliche Bindungstypen

vergleichen sind die Ubergiinge zwischen den Typen flieBend. Man spricht deshalb z.B. da-
von, dass in einem bestimmten Kristall der Charakter der Bindungen tliberwiegend kovalent
oder tiberwiegend ionisch sei. Die Van der Waals Wechselwirkung tritt immer auf.

Die Stirke des Zusammenhaltes kann quantitativ auf verschieden Art charakterisiert wer-
den. Je nach Bindungstyp spricht man von der Bindungsenergie oder der Gitterenergie, wel-
che dem Kiristall zugefiihrt werden muss, um ihn in Atome oder Molekiile zu zerlegen, wel-
che durch unendlich grofle Distanz getrennt sind.
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Ein Blick auf eine Tabelle von Bindungsenergien fiir die Elemente zeigt die groBen Un-
terschiede, die hier auftreten konnen. In der Tabelle fehlen auflerdem die beiden leichtesten
Elemente, H und He, welche sehr schwierig zu verfestigen sind. Insbesondere He wird nicht
einmal bei der Temperatur OK zu einem Festkorper, auer man legt Druck an. Am stérksten
fallen die Edelgase auf, deren Bindungsenergie bei weniger als 20 kJ/Mol liegt. Die Tatsa-
che, dass die Bindungsenergie stark von der Gruppe (d.h. der Kolonne in der Tabelle) ab-
hingt zeigt, dass die Erkldrung und Berechnung von Bindungseigenschaften nur mit Hilfe
der Quantenmechanik moglich ist.

3.1.2. Das WasserstoffmoleKkiil

Wir betrachten zunichst nur die Kriéfte, welche bei der Wechselwirkung zwischen zwei
Atomen auftreten. Das einfachste System, bei dem sich mehrere Teilchen zu einer bestimm-
ten Struktur zusammenfinden ist wahrscheinlich das Wasserstoffmolekiil. Mit klassischer
Mechanik allein ist es schwierig einzusehen, wie zwischen zwei neutralen Teilchen eine
bindende Wechselwirkung zustande kommen soll. Um dies zu verstehen miissen wir das
Problem also quantenmechanisch analysieren.

Wir betrachten dazu zwei Wasserstoffatome A und B, deren Elektronenhiille sich zum
Teil tiberlagert. Wie tiblich verwenden wir die Born-Oppenheimer Ndherung: wir behandeln
die Position der Kerne als klassische Parameter. Die Elektronen bewegen sich in einem Po-
tenzial, welches durch die Coulomb-Wechselwirkung mit den Kernen und den {iibrigen E-
lektronen gegeben ist. Die Basis dieser Ndherung ist die sehr viel groBere Masse der Kerne:
beim Wasserstoff sind sie 3 GroBenordnungen schwerer als die Elektronen, bei schwereren
Atomen bis zu 5 GroBenordnungen. Ist die Energie pro Freiheitsgrad fiir Kerne und Elektro-
nen von der gleichen GréBenordnung (Aquipartitionsprinzip), so bewegen sich somit die E-
lektronen sehr viel schneller. Fiir die Wechselwirkung mit den Kernen ist dann in erster Li-
nie der mittlere Aufenthaltsort relevant. Die quantenmechanische Beschreibung benétigt
deshalb zunichst nur eine Zustandsfunktion fiir die Elektronen, in denen die Positionen der
Kerne als klassische Parameter auftauchen. Um die Bewegung der Kerne zu diskutieren
werden wir umgekehrt das gemittelte Coulomb Potenzial fiir unterschiedliche Kern-
Konfigurationen berechnen. In diesem Potenzial kann man die Bewegung der Kerne als
harmonische Oszillatoren diskutieren (siehe Kap. 4).

Wir schreiben die Wellenfunktionen der beiden Elektronen als o und ypg. Sind die bei-

den Atome rdumlich gut getrennt, so kann die Zustandsfunktion des Gesamtsystems in guter
Néherung als das Produkt Y (1) Yg(2) der beiden einzelnen Funktionen geschrieben wer-
den; hier sind die Koordinaten der beiden Elektronen zum Index (1, 2) zusammengefasst.
Wir berticksichtigen an dieser Stelle nicht das Pauliprinzip, nach dem der Zustand der bei-
den FElektronen unter Vertauschung ihrer Koordinaten antisymmetrisch sein miisste. Den
Hamiltonoperator des Systems bezeichnen wir mit #. Dieser beinhaltet neben den Hamil-
tonoperatoren der isolierten Atome einen Kopplungsterm, der beschreibt, dass das Elektron
beide Kerne spiirt.
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Eine vollstindige Analyse des molekularen Hamiltonoperators ist sehr aufwéndig. Da wir
an dieser Stelle aber nicht ein quantitatives, sondern nur ein qualitatives Verstindnis anstre-
ben geniigt uns eine relativ einfache Beschreibung. Wir suchen die Eigenfunktion W des ge-
samten Hamiltonoperators, wobei wir nicht die explizite Darstellung des Hamiltonoperators
verwenden, sondern lediglich die (unbekannten) Matrixelemente in der Basis der Grundzu-
stands-Eigenfunktionen der einzelnen Atome.

Als Ansatz fiir die Berechnung des molekularen Zustands eines einzelnen Elektrons
schreiben wir diesen als Linearkombination der beiden atomaren Zusténde:

W=cpopYa+CcBYB.-
Die Energie dieses Zustandes ist
E = <WIHWS/<WIW> = (cpZ Hp A + B2 Hip + 2ACB HAR)/(CAZ + cg2 + 2cACRS)
wobei wir die Koeffizienten cp, cg und Hapg als reell angenommen haben. Hier stellen
Hyy = <PxlHMpy> und S =<pahpp>

dar.

S wird als Uberlappungsintegral bezeichnet und wurde eben-
falls als real angenommen. Es ist ein MaB fiir die Stirke der | Y A wB
Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen: je niher die
Atome zusammen liegen desto groBer ist der Uberlapp zwi-
schen den beiden Orbitalen. Aufgrund der Normierung ist S <

1. Py

Wir erweitern diese Gleichung mit dem Nenner der rechten
Seite

E (CA2 + ch + 2cACBS) = CA2 HAA + ch HBRB + 2CACB HAB -

Diese Gleichung konnen wir nun dazu benutzen, die Energie zu minimieren und so den Ei-
genzustand zu finden. Wir suchen zunéchst das Minimum beziiglich ¢, indem wir danach

ableiten:
cA (HAA—E) + c(HaB- ES) =0.

Die Ableitung nach cg ergibt entsprechend

CA(HAB- ES) + cp (9gB-E) =0.
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Damit beide Gleichungen simultan l6sbar sind muss die Determinante
(HAA-E)? - (Hpp- ES)* =0

verschwinden, wobei wir benutzen, dass fiir identische Atome Hxp = Hpp- Dies konnen wir
als Gleichung fiir die Energie verwenden,

E2 (1- S2) = 2E (HAA+HARS) + HAp2- HapZ =0

Somit ist
_ (HAA - HABS) + \/(HAA - HABS)2 - (H12\A - H/ZxB)(l _Sz)
1-8°
_ (Hy —Hy®) = yH, +H,S - 2H, H S -}, +H, +HLS® - HA,S?
1-§°
_ Hu-HyS)=(Hyp-HuS) _ Hy FHL)(AS)
1-§° 1-§°
oder
H,,+H
E - AA AB
S,as 1+S

fiir die Energien. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind

Wy = (Ya+pp)/42(1 +9) Was = (Pa-pB)/ 4201 - 9),

d.h. die symmetrische und antisymmetrische Linearkombination der beiden Atomorbitale.

3.1.3. Molekiilorbitale

Die Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen fiihrt E,
also zu einer Aufspaltung der Energiezustinde, die ohne
Wechselwirkung entartet sind. Das symmetrische Mole- E E
kiilorbital liegt energetisch unterhalb der Atomorbitale, die | mmmmm— >
antisymmetrische Linearkombination oberhalb. ~o K

Wie im Atom kann jedes

E . E, dieser Molekiilorbitale mit maximal zwei Elektronen besetzt

L werden. Offensichtlich weist das neutrale Wasserstoffmolekiil,

bei dem das bindende Orbital von zwei Elektronen besetzt wird,
—f+ die stabilste Konfiguration auf.
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Beim bindenden Molekiilorbital W¢ werden die beiden

Atomorbitale mit dem gleichen Vorzeichen addiert. Es ent-
steht deshalb zwischen den beiden Atomen eine positive In-
terferenz und die Elektronendichte steigt in diesem Gebiet.
Das antibindende Orbital hingegen weist zwischen den bei-
den Kernen eine Knotenebene auf; in dieser Ebene ver-
schwindet die Elektronendichte.

X

T
Va5

Treten mehr als 2 Atome in Wechselwirkung, so ergeben

sich weitere Aufspaltungen. Im Grenzfall eines unendlich
groflen Ensembles von Atomen entsteht eine kontinuierliche Verteilung der Energie der Ei-
genzustinde. Die Konsequenzen davon werden wir im Rahmen des Béindermodells genauer
diskutieren.
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3.2. Paarwechselwirkungen

3.2.1. Kovalente Bindung

Das Uberlappintegral und damit
die Stiarke der Wechselwirkung
nimmt mit abnehmendem Abstand
zu. Das antisymmetrische Orbital
liegt fiir alle Abstidnde iiber den A-
tomorbitalen. Bringt man das Mole-
kiil in diesen Zustand so kann es
immer Energie gewinnen indem sei-
ne Kerne sich voneinander entfernen.
Man nennt dieses Orbital deshalb
antibindend, im Gegensatz zum tiefer
liegenden bindenden Orbital. Bringt
man ein Molekiil in diesen Zustand
so ist seine Energie niedriger als die-
jenige der freien Atome, sie bleiben
deshalb aneinander gebunden. Erst
wenn der Abstand unter den Gleich-
' ’ ! i “| gewichtswert fillt fiihrt die Absto-

Energic in Rydberg-Einheiten (13,6 eV)

—0,4

BT

Molekiilabstand in Rinheiten von ¢, = 0,53 A
Bung zwischen den Kernen (und ev.
zwischen den geschlossenen Scha-
len) zu einer zusitzlichen abstoBenden Wechselwirkung, so dass die Gesamtenergie wieder
ansteigt.

Solche Bindungen werden als kovalente Bindungen bezeichnet. Simtliche Molekiile wer-
den durch kovalente Bindungen zusammengehalten. Das prototypische Beispiel eines Kris-
talls, der in diesem Bindungstyp kristallisiert, ist Diamant. Hier zeigt es sich, dass diese Bin-
dungsart stark gerichtet ist: jedes Kohlenstoffatom hat vier nichste Nachbarn, welche in
tetraedrischer Anordnung angeordnet sind. Die resultierende Kristallstruktur hat eine relativ
niedrige Raumfiillung von 0.34, gegeniiber einer dichtesten Kugelpackung mit 0.74. Dies
zeigt, dass die Anzahl moglicher Bindungen und damit die Richtung der Bindungen bei die-
sem Bindungstyp wichtiger ist als die Zahl der nédchsten Nachbarn. Diese wird direkt be-

stimmt durch die sp3 Hybridisierung am Kohlenstoff.

Neben Diamant gibt es auch einige weitere
Elemente, welche diese Art von Bindung ein-
gehen, insbesondere die im Periodensystem
direkt darunter liegenden Silizium und Ger-
manium. Entsprechend ist auch deren Struk-
tur vom gleichen Typ. Kovalente Bindungen

Bindungen
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in diesen Elementen fiihren aber nicht zu lokalisierten Bindungselektronen wie in Molekii-
len, sondern die Elektronen sind hier zwar zwischen den Atomen konzentriert, aber iiber den
gesamten Korper delokalisiert, wie die Halbleitereigenschaften von Si und Ge zeigen. Dia-
mant ist zwar bei Raumtemperatur ein ausgezeichneter Isolator, aber sollte auch einen sehr
attraktiven Hochtemperatur-Halbleiter darstellen.

Bis hierher hatten wir angenommen, dass es sich um
zweil identische Atome handelt. Kovalente Bindungen
konnen aber auch bei ungleichen Partnern entstehen. In
diesem Fall sind auch die Koeffizienten der Atomorbi-
tale bei der Kombination zu Molekiilorbitalen nicht
mehr vom gleichen Betrag, wie die Figur zeigt. Das tie-
fer liegende Orbital ist dominiert durch das energetisch
niher liegende Atomorbital und auch die Elektronen-
dichte ist auf diesem Atom konzentriert. Beim antibin-
denden Orbital ist der grofite Teil der Elektronendichte
auf dem energetisch hoher liegenden Atom. Falls beide
Atome je ein Elektron zur Bindung beitragen findet
deshalb ein teilweiser Ladungstransfer vom rechten zum linken Atom statt. Je nach Energie-
unterschied kann dieser Transfer vollstindig sein. Dies ist der Fall der ionischen Bindung.

3.2.2. Ionenpaare

Das typische Beispiel fiir ionische Kristalle sind die Alkali-Halogenide: Hier wird ein E-
lektron von einem Alkali-Atom auf ein Halogen-Atom tibertragen, sodass die beiden einfach
geladenen Ionen jeweils Edelgaskonzentration erreichen. Aufgrund der Elektroneniibertra-
gung besitzen beide Atome eine elektrische Ladung und ziehen sich deshalb gegenseitig an.
Wir diskutieren die Situation zunéchst fiir ein einzelnes Ionenpaar. Die Energie des Systems
kann konzeptionell auf verschiedene Prozesse verteilt werden.

Die gesamte Energie pro @.
Ionenpaar, setzt sich zusam- N . '
men aus der Ionisierungs— @ Ionlslerungsenergle; @ @ Ionenblndung @
. . (5.14 - 3.61) eV -7.9 eV
energie des Natriums (5.14
eV), der Elektronenaffinitat @.

des Chloratoms (-3.61 eV),
sowie der Bindungsenergie, als der elektrostatischen Energie, welche bei der Bildung des
Ionengitters frei wird.

Die Bindungsenergie wird bestimmt durch die Coulomb Anziehung zwischen den Ionen.
Je geringer der Abstand zwischen den Ionen, desto mehr Energie wird frei. Die Tatsache,
dass die entgegengesetzt geladenen Ionen sich nur bis auf einen Abstand von etwa 3A ni-
hern zeigt, dass auch eine abstoBende Wechselwirkung vorhanden ist, welche offenbar eine
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deutlich stirkere Abstandsabhingigkeit aufweist. Diese AbstoBung ist im Wesentlichen auf
das Pauli-Prinzip zuriickzufiihren, welches den Uberlapp der Elektronenzustinde verhindert.
Man verwendet fiir seine Beschreibung gerne ein emprisches Potenzial und schreibt die ge-
samte Wechselwirkung eines Ionenpaars als

2

471:80 rij ’

Uij =\ exp(—rij/p) =+

Wobei q den Betrag der Ladungen bezeichnet. Das + Zeichen gilt fiir gleiche Ladungen, das
- Zeichen fiir entgegengesetzte Ladungen.

Die hier gewihlte exponenticlle Ab- | Energie pro Molekiil eines KCl Kristalls

standsabhingigkeit wird als Born-Meyer
Potenzial bezeichnet. Die genaue Form hat 1
keinen wesentlichen Einfluss auf die Eigen- 12r
schaften des Kristalls. Sie deutet aber an, 1of o oot 10.50) &Y
dass sich die Ionen bei kleinen Abstidnden T
fast wie harte Kugeln verhalten, d.h. der T
Uberlapp der Elektronenhiillen bleibt sehr . ::
klein. Der Parameter p des Born-Meyer Po- | < . & : ‘ r % .l a
tenzials kann experimentell aus Messungen | § | ! 2 : 4 5 8 Rulo om
der Kompressibilitdt bestimmt werden; ty- b Gesamt- Gleichgewichts-
. . ° energie \ lage
pische Werte sind rund 0.3 A. - \ / T e
~ (25,2/R) eV
_s|
3.2.3. Pauli-Prinzip und Austausch- ~10f
wechselwirkung 12}
1ab
Die AbstoBung kann als eine Folge des

Pauli-Prinzips betrachtet werden: Dieses

verlangt, dass die Wellenfunktion zweier identischer Teilchen antisymmetrisch sein muss.
Fiir zwei Elektronen mit parallelem Spin muss die Zweiteilchen-Wellenfunktion deshalb an-
ti-symmetrisiert werden:

W(ry, rp) = u(ry) v(rp) - u(rp) v(ry),

wobei u, v Einelektronenfunktionen darstellen und r, rp die Koordinaten der Elektronen.
Fiir identische Positionen verschwindet offenbar die Wellenfunktion,

Wo(ry, 1) = u(ry) v(ry) - u(ry) v(r) =0,

d.h. die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen am gleichen Ort zu finden ist Null, was einer
starken AbstoBung entspricht.
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Die Kraft hingt ab vom Spin-Zustand der Elektronen; sie existiert nur zwischen Elek-
tronen in identischen Quatenzustinden.

Die Stirke dieser effektiven Kraft
kann man abschidtzen wenn man die e-
lektronischen Zustinde im Helium ge-

danklich aus Zustinden des

Wasser-

stoffatoms zusammensetzt: Zwei Elekt-
ronen mit parallelem Spin konnen nicht
gleichzeitig im 1s Zustand befinden; ei-
nes wird deshalb in den 2s Zustand an-
geregt. Dafiir wird eine Energie von 21

Gesamtspin 0
Elektronische Energie -80 eV

ool Gesamtspin 1
eV benOtlgt‘ Elektronische Energie -59 eV
" Tabelle 9  Atom- und Jonenradien. He
208 Nur Niherungswerte: Einheit: 1 & =100 m.

1.56

1.13

Na
0,97

Mg
0.65

Fir Originalzitate vgl. W. B. Pearson, . .Crystat chemistry and physics of metals and altoys™,

Wiley, 1972,

«—— Standardradien fiir lonen mit Edelgaskonfiguration (gefillte Schale) —»
# Atemradien in tetraedisch-kovalenten Bindugen
lonenradien fir Metalle in 12er Koordination

0.98

0.92

Al
0.50

Si p 5 Cl Ar
041 ]2.12 f1.84 §181 j1.88

Ti v

Cr

Mn

Fe

Co

Ni

Rb
1.48

Sr
1.13

Y Zr Nb
(.93 | G.8C { 0.67

Mo

Tc

Ru

Rh

Pd

Cd
0.97

Sn Sh Te

Xe

0.71 |2.45 J2.21 §2.16 217

Dy

Cs Ba La Hf Ta w Re Os Ir Pt Au Mg Ti Ph Bi Po At fin
1.67 1.35 | 1.15 1.37 11.10 1095 {084

273 | 2241188 ] 158 [1.47 1141 | 138 §1.35 |1.36 F1.39 |1.44 $1.57 |1.72 §1.75 f1.70 §1.76
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In ionischen Kristallen kann man die Gleichgewichtsabstiinde in guter Ndherung bestim-
men wenn man die Ionen als (beinahe) harte Kugeln betrachtet und jeder Ionensorte einen
entsprechenden Ionenradius zuordnet. Die Abstinde werden dann durch die Bedingung be-
stimmt, dass sich die Ionen gerade beriihren. In der Tabelle sind Ionenradien fiir Edelgas-
konfigurationen (gefiillte Schalen) gezeigt. Fiir andere Ladungszustinde findet man andere
Radien.

3.2.4. Van der Waals Bindung

Atome oder Molekiile konnen aber auch eine bindende Wechselwirkung eingehen bei der
keine Elektronen transferiert werden. Dies geschieht immer dann wenn die Bausteine schon
gefiillte Elektronenschalen aufweisen, sodass keine Elektronen zur Verfiigung stehen, wel-
che geteilt werden konnten und dadurch eine Bindung erzeugen konnten. Von den Elemen-
ten gehoren die Edelgasatome in diese Klasse, aber auch Molekiile kristallisieren auf diese
Weise.

Diese Art der Wechselwirkungen tritt auch in realen (van der Waals-)
Gasen auf und wird als van der Waals Wechselwirkung, London-
Wechselwirkung oder induzierte Dipol-Dipol Wechselwirkung be-
zeichnet. Sie kann so verstanden werden, dass die beiden Atome gegen-
seitig Dipole induzieren, welche sich anziehen. Allerdings handelt es sich nicht um statische
Dipole, der Kristall besitzt kein globales Dipolmoment. In einem klassischen Bild (das not-
wendigerweise unvollstindig ist) miissten die Atome oszillierende Dipolmomente besitzen.
Wenn diese in Phase oszillieren stellt sich insgesamt eine anziehende Wechselwirkung ein.

Um zu verstehen, wie die van der Waals Wechsel-
wirkung zustande kommt betrachten wir ein einfaches
elektrostatisches Modell. Zwei Atome bestehen aus
jeweils einem Kern und einer Elektronenhiille, die
sich gegeniiber dem Kern verschieben kann. Die e- - R -
—> —>

lektrostatische Anziehung zwischen Kern und Elekt-
ronenhiille stellt eine riicktreibende Kraft dar, welche X1 X
zu einer oszillatorischen Bewegung fiihrt. Die
o siirequestzeentsprichteatsprioptischemeR esompaise it Frequenz wg. Der Abstand zwischen

den beiden Atomen sei R und die Auslenkungen der Elektronenhiille aus der Ruhelage seien
x1 und Xx». In guter Ndherung konnen die Positionen der Kerne als konstant betrachtet wer-

den.

Ohne die Wechselwirkung zwischen den Atomen ist der Hamiltonoperator dieses Systems

-1 2.1 2, 1 21 2
7'[0—2mp +2CX1+2mp2+2CX2,
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wobei p; die zur Auslenkung x, konjugierten Impulse darstellen. Die Kraftkonstante ergibt

sich aus der Resonanzfrequenz als C = mmoz, wobei m die reduzierte Masse

(~Elektronenmasse) darstellt. Die zusitzliche Coulomb Wechselwirkung zwischen den bei-
den Systemen ist

2
1 1 1 1
H = ! {=+ - -
4me R  R-x;+x2 R-x; R+x»

Wobei wir angenommen haben, dass die Ladung des Kerns +q und diejenige der Elektro-
nenhiille —q sei. Hier stellen die beiden ersten (positiven) Terme die AbstoBung zwischen
den Kernen und zwischen den Elektronen dar, die beiden negativen Terme die Anziehung
zwischen der Elektronenhtille des einen Atoms und dem Kern des andern Atoms dar.

Fiir kleine Auslenkungen, xj, Xxo « R kann dieser Ausdruck entwickelt werden. Wir
schreiben daftir

1 q? 1 1 1

= —_— 1+ - -
7h 43‘580{R( 1-x;/R+x, /R 1-x1/R 1+x,/R

) }.

In erster Ordnung, d.h. fiir 1/(1+ €) ~ 1-¢ verschwindet die Summe. In zweiter Ordnung, d.h.
mit

1
— ~1l-—g+¢€%.,
1+¢
erhalt man
1 q2X1X2

i 23'580 R

Offenbar ist der Kopplungsterm proportional zum Produkt der beiden Auslenkungen, d.h. er
wird maximal wenn beide Elektronenhiillen verschoben sind.

Der gesamte Hamiltonoperator ist die Summe #H = Hy + #| des ungestorten Systems H
und des Kopplungsterms #j. Dieser Operator kann diagonalisiert werden, wenn wir sym-
metrieangepasste Koordinaten verwenden

1 1 1 1
=5 (X1+X2) Xp= N (x;-x2) und  xp= N (Xs+Xa) X = N (Xs-Xa)

wobei s und a fiir symmetrische und antisymmetrische Linearkombination stehen.

In diesen Koordinaten ist

Bindungen 17. November 2005



- 74 -

2 2

Hi=-
25‘[380R3

Analog definieren wir fiir die Impulse der beiden Elektronenhiillen:

1 1
+ d = — (ps+ = — (Ps-Pa) -
1/— (P1+P2) Pa= 1/— (pr-p2)  und  p1="7 (BstPa)  P2= 5 (PsPa)
Die kinetische Energie wird somit
1 1
Hiin = 5= [P1* + P21 = 5~ [P’ +pa’l -

Fiir den gesamten Hamiltonoperator erhalten wir in den symmetrieangepassten Koordinaten

2 2

q 2 q
3)X ]+[ — P ‘45 (C+
J‘EE()R ° a 25‘580R

1
IH=Hy+ Hi =[5 ps*+ & (C- ) X7

Die beiden unabhéngigen Schwingungen haben die Frequenzen

Mit Hilfe der Taylor-Reihe

q

erhalten wir fiir x = 3
25‘580R C

die Ndherung

q2 1 q2 2
2 ( )+ 1.
eoR3C 8 2megR3C

W= (1)()[1_2 >
T

Offenbar sind die Frequenzen R — ® e
der beiden Eigenmoden leicht S
verschoben. Die Verschiebung @, ¢ P 2

. .o . . 1 :l: _
erster Ordnung ist fiir die belde.n | Ao, ROC ( 4naOR3C)]
Frequenzen entgegengesetzt, die

Verschiebung zweiter Ordnung ist fiir beide zu kleineren Frequenzen.

Im Schwingungsgrundzustand besitzt das Gesamtsystem die Energie % h(wg+m,). Diese

ist etwas geringer als die Grundzustandsenergie hw( der beiden getrennten Atome, zwar um
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2
_ 1.9 2 _ A
AU= hw08(2n80R3C) T RS

Da die Energie mit abnehmendem Abstand kleiner wird stellt dies einen bindenden Beitrag
zur gesamten Energie des Systems dar. Die anziehende Wechselwirkung ist indirekt propor-
tional zur sechsten Potenz des Abstandes. Da es sich um eine Anderung der Nullpunktener-
gie handelt sollte dieser induzierte Dipol nicht als schwingender Dipol verstanden werden.
Offensichtlich verschwindet die Wechselwirkung im statischen Grenzfall, wo wg — 0, wie

auch im klassischen Grenzfall (kB — 0).

3.2.5. Lennard-Jones Potenzial

Wenn sich die Elektronendichteverteilungen zweier identischer Atome mit gefiillten E-
lektronenschalen tliberlappen muss deshalb eines der beiden Elektronen in ein hoher gelege-
nes Orbital ausweichen. Weil dafiir eine hohe Energie aufgebracht werden muss entspricht
dies einer starken abstoBenden Wechselwirkung. Empirisch hat man fiir Edelgase ein Poten-

zial gefunden, das etwa mit R12 von der Distanz abhingt. Das gesamte Potenzial fiir die
Wechselwirkung zwischen zwei Atomen ist dann

3

s\ (5)\0 Ulde ]
UR)=4e||=| -+ .
R R 1 Lennard Jones Potenzial
0.2+
Dieses Potenzial ist als Lennard-Jones (o/R)!2
Potenzial bekannt. Der Parameter o be- 0 0_‘

stimmt die Distanz bei der das Potenzial
zwischen anziehend und abstoflend
wechselt, wihrend ¢ die Stirke der _0_2__
Wechselwirkung skaliert.

-(o/R)®

0 12 14 16 18

Rix
Tabelle 4  Eigenschaften von Edelgaskristallen. (Auff 0 K und O atm Druck extrapoliert.)
Parameter im
Abstand Ionisierungs- Lennard-Jones-
Z\:lischen Bindungsenergie , Schmelz— energie des Potential  der
ndchsten - . punkt, freien Atoms, Gleichung (10)
Nachbarn, K eV
inA € s,
kJ/Mol eV/Atom in 10716 . erg in A
He fliissig bei 0 atm, 24,58 14 2,56
Ne 3,13 1,88 0, 02 24 21, 56 50 2,74
Ar 3,76 7,74 0,080 84 15, 76 167 3,40
Kr 4,01 11,2 0,116 117 14, 00 225 3,65
Xe 4,35 16,0 0,17 161 12,13 320 3,98
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Die Eigenschaften von Edelgaskristallen zeigen die Zunahme der Bindungsenergie mit
der Masse der Atome. Dies ist auf die hohere Polarisierbarkeit bei einer groferen Zahl von

Elektronen zuriickzufiihren.

3.2.6. Weitere Bindungsarten

In Metallen sind die Valenzelektronen weit- Bindungsarten
gehend delokalisiert und konnen sich frei durch
den gesamten Kristall bewegen konnen; dies
wird in Kapitel 5 und 6 genauer diskutiert. Ty-
pische Metalle zeigen deshalb eine hohe elekt-
rische Leitfahigkeit. Die Bindung kann im We-
sentlichen so verstanden werden, dass die De-
lokalisierung der Elektronen ihre Kkinetische
Energie erniedrigt. Diese Bindung ist nicht sehr

stark. Alkalimetalle haben deshalb einen relativ . . . . 000
niedrigen Schmelz- und Siedepunkt, da hier le- . . . . ®© ® 0 O

diglich die metallische Bindung eine Rolle
spielt. Bei den Ubergangsmetallen hingegen Metallisch Kovalent
tragen auch die nur teilweise gefiillten d-

Orbitale zur Bindung bei. Deren Beitrag ist eher kovalenter Natur und ergibt deshalb eine
sehr viel stirkere Bindung und dementsprechend hohere Schmelzpunkte. Die Eigenschaften
von Materialien mit delokalisierten Elektronen, wie Metalle und Halbleiter werden in den
Kapiteln 5-7 im Detail diskutiert; hier wird deshalb nicht darauf eingegangen.

Wasserstoffatome zeigen eine besondere Art von Bindungen. Mit seinem einzelnen Elekt-
ron kann es nicht nur mit einem Partner eine kovalente Bindung eingehen. Statt dessen geht
es eine sehr stark polare Bindung ein, bei der das Elektron groBtenteils an den stérker elekt-
ronegativen Partner (F, O oder N) abgegeben wird, wihrend das verbleibende Proton sich
gleichzeitig an ein weiteres Atom bindet, welches ein freies Elektronenpaar ausweist. Diese
Art der Bindung wird als Wasserstoffbriicke bezeichnet. Wasserstoffkerne (=Protonen) kon-
nen solche Bindungen leichter eingehen als andere Kerne, da ihr geringes Gewicht sie be-
weglicher macht.

von Eis oder die hohe Verdampfungswirme von Wasser.
Die Wasserstoffbriicken fiihren dazu, dass ein Sauerstoff
tetraedrisch von vier Wasserstoffatomen umgeben ist, wo- "\
bei zwei der Bindungen lang sind (=H-Briicken), zwei kurz A
(=kovalent). Die Wasserstoffatome befinden sich in einem

(meist asymmetrischen) Doppelminimumpotenzial und K
konnen leicht von einem zum anderen Sauerstoff wechseln. /‘ i ‘_ v
Wasserstoffbriicken werden dann gebildet wenn der Was-

H-Briicken sind sehr wichtig fiir die besondere Struktur _Q
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serstoff an einen Sauerstoff oder einen Stickstoff gebunden ist und sich ein weiteres Sauer-
stoff oder Stickstoffatom mit einem freien Elektronenpaar in der Nédhe befindet. Die Wasser-
stoffbriicken sind auch fiir die hohen Schmelz- und Siedepunkte von Wasser verantwortlich:
Bei einem Molekulargewicht von 18 siedet Wasser bei +100°C. Als Vergleich kann man
Neon betrachten, welches ein Atomgewicht von 20 aufweist und bei -249°C verdampft.

Wasserstoffbriicken in Nukleinsauren .. \/}
a B e i 7
ﬂ\;?‘,_,ﬂ

\//ﬂ N0 280 A
Thyi T e
LVt H ) ﬁ

Wasserstoffbriicken spielen aber auch in der Biologie eine groBe Rolle. So werden z.B.
die beiden Stringe des DNS-Molekiils durch Wasserstoffbriicken zusammengehalten. Das
Basenpaar Guanin/Cytosin kann 3 Wasserstoffbriicken bilden, das Basenpaar Ade-
nin/Thymin nur zwei. Dies ist ein wesentlicher Grund fiir die Ausbildung der Paare. Auch
bei der Proteinfaltung spielen Wasserstoffbriicken eine wichtige Rolle.

8

Die hier diskutierte Klassifizierung von " T ' | 1

Bindungstypen ist hilfreich. Wirkliche Ma-
terialien lassen sich aber selten exakt einer
dieser Kategorien zuordnen. Stattdessen
tragen im allgemeinen unterschiedliche
Bindungsarten bei, wie das Beispiel der
Ubergangsmetalle zeigt. So kann man bei
bindren Verbindungen einen kontinuierli-

50

% ionischer Charakter

<
[}
w

A (Elektronegativitiit)

Bindungen 17. November 2005



- 78 -

chen Ubergang von kovalenter zu ionischer Bindung beobachten. Der relevante Parameter
ist die Differenz der Elektronegativitiiten der beiden Partner.

Elektronegativitit  bezeichnet
die Tendenz, ein zuséatzliches E-
lektron aufzunehmen, respektive
die eigenen zu behalten. Sie ist fiir
kleine Atome auf der rechten Seite
des Periodensystems am hochsten,
wihrend groBe Atome mit nur
wenigen Elektronen in der dulers-
ten Schale diese leichter abgeben.
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3.3. Gitterenergie

3.3.1. Van der Waals

In Festkorpern bewirken diese Krifte, dass sich eine sehr grole Zahl von Atomen auf-
grund ihrer Wechselwirkung in ein regelméfiges Gitter anordnen. Wir miissen deshalb nicht
nur einzelne Paare betrachten, sondern auch das gesamte Gitter. Zum Gliick findet man, dass
sich die Eigenschaften des Gitters in sehr vielen Féllen auf die Paarwechselwirkungen zu-
riickfiihren lassen. Dies gilt nicht bei Metallen, die wir hier ausdriicklich nicht diskutieren.

Die Gitterenergie erhélt man dementsprechend indem man tiber alle méglichen Paarwech-
selwirkungen summiert. Im Falle der van der Waals Molekiile féllt die Stirke der

Wechselwirkung
12
o
UijR)=4e||—| -
1]( ) € (R ]

ij

6
o

mit der sechsten Potenz des Abstandes ab, sodass fast nur die Wechselwirkung zwischen
nichsten Nachbarn eine Rolle spielt.

Wir betrachten als Beispiel die fcc Struktur. Hier besitzt
jedes Atom 12 nichste Nachbarn im Abstand %. Von der

Stelle (0,0,0) aus sind dies die Positionen (x1/2, +1/2, 0),
(x1/2, 0, =1/2), (0, £1/2, £1/2). In der zweiten Schale mit
Abstand a befinden sich 6 Nachbarn an den Positionen
(x100) , (0,£1,0) , (0,0,+1). Wir schreiben fiir Rij = Dij R, so
dass pjj den Abstand in Einheiten des Abstandes R zwischen
nidchsten Nachbarn darstellt. Eine Summierung iiber alle
Paarwechselwirkungen ergibt fiir diese Struktur

1

3 1R;{® = e 1/p;i® =
! [12+9 H 2 8, 8.6 ...]:%14.45
87277167 216" 343 512" R

1
. 12 _
% 1Ry~ = 12 12.13.

Bei der abstoBenden Wechselwirkung spielen somit praktisch nur die nidchsten Nachbarn ei-
ne Rolle, wihrend bei der anziehenden Wechselwirkung auch etwas entferntere Schalen eine
Rolle spielen. Die Gesamtenergie wird damit
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12 6
12.13(53) -14a45(53)
R R

b

1
U(R) = 5 le Uij(Rij) =2Ne¢

wobei N die Anzahl der Gitteratome 6
darstellt. Die Gitterenergie verhdlt sich
als Funktion des Abstandes zwischen 5 4-
nidchsten Nachbarn qualitativ identisch |~ )]
zur Paar-Wechselwirkung. Allerdings '°E':
sind die Achsen durch die Gittersumme | £ ¢ | | . . ‘ [ ‘
umskaliert worden. gz:' 1.0 L5 2 R 25
e 2
Den Gleichgewichtsabstand R erhélt
man aus der Minimierung der Gitter- -4
energie beziiglich des Abstandes:
12 6
v =0 =-2Ng[12-12. 13——6 1445—]
dRIR, R() Ro

145.560° =86.7RY .

Daraus folgt, dass der Gleichgewichtsabstand Ry = 1.09 o sein sollte. Da sich der Parameter

o aus Messungen in der Gasphase bestimmen lisst, kann diese Vorhersage experimentell

tiberpriift werden. Tatséchlich liegen die Gitterkonstanten fiir alle Edelgase im Bereich von
1.09 .. 1.14 ©.

Indem man diesen Gleichgewichtsabstand in das Potenzial einsetzt erhélt man die Bin-
dungsenergie U = -8.6Ng, die man wiederum aus Gasphasenmessungen erhalten kann. Dabei
wird aber die Nullpunktsenergie der Bewegung der Atome noch nicht berticksichtigt, welche
insbesondere bei den leichten Atomen eine signifikante Reduktion der Bindungsenergie von
bis zu 28% ergeben.

3.3.2. Ionische Bindung

Im Falle der ionischen Bindung gehen wir aus von der Paarwechselwirkung

I 9i9;
4me, p;R

U, = hexp(-p;R/p) -

Da der AbstoBungsterm exponentiell mit der Distanz abfillt kann er fiir alle Paare au3er den
nichsten Nachbarn vernachlissigt werden. Dieser Teil der Gittersumme wird damit fiir das
i-te Ion
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Uj=zA eR/ P,
wobei z die Zahl der nidchsten Nachbarn beschreibt.

Beim Coulomb Term schreiben wir die Summe als

1
Uj=- ocqz/R
471:80

+1
wobei die Madelung-Konstante o = - %; — eine Summe tiber alle Atome des Gitters dar-

Pjj
stellt. Sie hangt nur von den relativen Koordinaten pjj ab und kann deshalb fiir einen be-

stimmten Gittertyp berechnet werden. Meist wird auch das Produkt der Ladungen in die
% Unterschiedliche Substanzen, welche im
Pjj

gleichen Gittertyp kristallisieren besitzen somit die gleiche Madelung-Konstante. Die Unter-
schiede in der Gitterenergie sind (in dieser Nidherung) lediglich auf die unterschiedlichen

Abstinde R zuriickzufiihren.

Summanden eingebracht, so dass o = - 2

Die Gitterkonstante a, resp. der Abstand R wird bestimmt durch die Minimierung der E-
nergie beziiglich R. Der Gleichgewichtsabstand R ist bestimmt durch

dU/oR|g =0=-zreR/P/p + oz L q3/Ro? .

71:80
z N dmeg RoZ2 e Ro/P=pag?.
Wir verwenden diese Beziehung fiir die Berechnung der Gesamtenergie

Nocq2

Usin = - 1-p/Ry) .
tot 4n80R0( p/Ro)

Die Energie ist somit proportional zur Madelung-Konstante, und diese muss positiv sein,
damit das Gitter stabil ist.

3.3.3. Berechnung der Madelung-Konstanten

Im eindimensionalen Fall kann die Made- @ @ @ @ @ @

lung-Konstante relativ einfach berechnet wer-
den. Wir summieren tiiber eine alternierende a=R
Kette mit konstantem Abstand und erhalten
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o=2[1-172+1/3-1/4 + ...] .

Fiir die Berechnung der Summe kann man die Reihenentwicklung

In(1+x) = x - X212 +x3/3 - x4 ...
verwenden und erhilt o = 21n2.

In drei Dimensionen ist die analytische Berechnung der Summe im Allgemeinen sehr
schwierig. Wir betrachten als Beispiel zunéchst das Natriumchlorid. Wir kénnen entweder
ein Na oder ein CI Ion als Referenz benutzen und wihlen Na. Jedes Na Ion ist von 6 Cl Io-
nen in oktaedrischer Anordnung umgeben, wobei der Abstand die Hélfte der Gitterkonstante
betragt.

Diese tragen somit einen Beitrag 6 zur Madelung- |Schale  =p; #lonen o (part)
Konstante bei. Die zweitndchsten Nachbarn sind wieder
: . : . 6 6
Na Ionen: 12 sitzen im +2 fachen Abstand. Bis zu dieser | +
. N : . 2 - 2 12 -2.49
Koordinationshiille  gerechnet ist die Madelung- | ;3 w3 3 2 13
Konstante deshalb 6-12+/2. Die niichsten beiden Hiillen | 4 -2 6 -0.87
bestehen aus 8 Cl Ionen im Abstand 43 und 6 Na Ionen 2 W\E ;j agz
im Abstand 2. Die Konvergenz ist offenbar sehr langsam. | ~ B 12 417
8 +3 30 583
Eine etwas bessere. Konvergen; erhéi.lt partielle Madelungkonstante NaCl
man durch Aufsummieren iiber die Bei- [1.8~
trdge von er.ltgegengesetzter.l Ionenpaa- L5kl L7476
ren. Auch hier muss man jedoch tiber i
viele Tausend lonenpaare summieren bis |, .
die Schwankungen gering werden. Diese ‘
Technik kann man verfeinern und anstel- |1.654}
le von Ionenpaaren andere neutrale ;d
Einheiten aufsummieren. Der Vorteil bei |1.6 P&} T - >
: : X 10000 20000
der Verwendung von neutralen Einheiten R
liegt darin, dass deren Potenzial eine # Ionenpaare

kiirzere Reichweite hat, so dass die Konvergenz schneller ist. Eine weitere Methode ist die-
jenige von Ewald, bei der man kurzreichweitige Beitrige im direkten Raum aufsummiert,
langreichweitige im reziproken Raum. Dort erscheinen langreichweitige, d.h. langsam vari-
ierende Beitrdge, in der Ndhe des Ursprungs, so dass die Integrationsgrenzen eng gesetzt
werden konnen.

Fiir unterschiedliche Gittertypen erhélt man die Werte

NaCl: 1.7476 CsCl: 1.7627
ZnS: 1.6381 CaF,:  5.0388
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