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5. Frele Elektronen

5.1. Dasklassische Drude-M oddll

5.1.1. FreiesElektronengas

In diesem Kapitel soll in erster Linie der Versuch unternommen werden, das Verhalten von
Elektronen in Metallen zu beschreiben. Metalle enthalten zwei Arten von Elektronen, zum a-
nen die Vaenzelektronen, welche in tief liegenden Orbitalen der konstituierenden Atome st-
zen, und praktisch an den entsprechenden Atomen lokaisiert snd. Daneben tragt jedes Atom
eine geringe Zahl (typischerweise 1-3) Leitungselektronen bel, welche sich praktisch frel
durch das Materia bewegen, dieses jedoch nicht verlassen kdnnen. Diese sind fir die charak-
teristischen Eigenschaften der Metdle verantwortlich. Zu diesen charakteristischen Eigen-
schaften gehodren die gute Leitfahigkeit flr Elektrizitét und Wéarme, sowie der Glanz von me-
tallischen Oberflachen.

Das Modell der freien Elektronen ist en sehr einfaches Modell fur die Beschrelbung der
Valenzelektronen in Metalen. Trotz seiner extremen Vereinfachung kann es erstaunlich vide
Aspekte dieser Zustande erklaren. Das Modell eliminiert jede Wechsalwirkung zwischen Elek-
tronen mit Ausnahme des Pauli-Prinzips. Die Wechselwirkung der Elektronen mit Atom-
rimpfen wird zunéchst ebenfalls nicht berticksichtigt und erst ein einer zweiten Stufe (im Ka
pitel 6) als ein periodisches Potenzia beriicksichtigt, welches die gleiche Periode wie das Gitter
aufwel st.

Die Theorie entstand kurz nach der Entdeckung des Elektrons durch J.J. Thomson (1897).
Im 19. JH hatte die kinetische Gastheorie eine befriedigende Erkléarung fir vide bekannte Ef-
fekte im Bereich der Thermodynamik gdiefert. Dies mag ein Motiv gewesen sein daflr, dass
P. Drude die Elektronen in einem Metall als Gas modellierte (P. Drude, Annalen der Physik 1, 566
und 3, 369 (1900).). Seine Annahme war, dass die duBBersten Elektronen jedes Atoms sich im
Metall praktisch frei bewegen konnten. Zu diesen Vaenzelektronen gehdren die dulersten
Elektronen der Atome, welche das Gitter bilden - normalerweise ein oder zwei Elektronen.
Diese Elektronen sind im gesamten Kristall frel beweglich, wobel die positiv geladenen Atom-
rimpfe ein Potenzia bilden.

Diese _Elektror]en 0 Q Q Q 0 Atomriimpfe:
sollen sch ahnlich ) - klein
. . . Valenzelektronen: tatisch
wie en klasssches - ballistische - statisc
Gas aus ungelade- Bewegung Q\ D D D D
—

nen Telchen ver- - kurze Stife
halten. @

e Die Atom- 9 o o L J 9

rimpfe sind klein und statisch.

¢ Die Elektronen sollen eine freile Weglange zwischen Stdf3en haben, welche vielen Gitter-
konstanten entspricht. Die Stof3e sind kurz.
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e Zwischen den St6l3en ist die Bewegung frei, d.h. unabhéngig von den anderen Elektronen
(unabhangige Elektronen) und von den Atomrimpfen (freie Elektronen). Sind aul3ere Fd-
der vorhanden, so beeinflussen diese die Bewegung wie in der Mechanik diskutiert.

e StoRe finden im Drude-Model vor alem mit den lonenrimpfen statt; Stofde zwischen
Elektronen sind sehr sdlten. Die Stdf3e werden as kurz angenommen und die Geschwin-
digkeit der Elektronen nach dem Stol} ist unabhangig von der Geschwindigkeit vor dem
Stof3, sondern wird durch die Temperatur des Kristalls bestimmt.

5.1.2.

Mit Hilfe dieses einfachen klassischen Modells kdnnen unterschiedliche Aspekte der Pha
nomenologie von Metallen erklart werden. Beispiele daflr sind die Herleitung der qualitativen
Aspekte des Ohm'’ schen Gesetzes, oder die Beziehung zwischen eektrischer und thermischer
Leitfahigkeit. Diese Aspekte werden hier aber erst im Rahmen der quantenmechanischen

Ergebnisse

Theorie diskutiert.
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tallen wie Ag, Au steigt der Antell. Sie sind aber sehr vid schwerer ds die Elektronen und
bleiben unbeweglich auf ihren Platzen.

5.1.3. Grenzen desDrude-Modells

Auch in diesem Fdl konnte die klassische Theorie nicht dle experimentell beobachteten
Fakten erkléren. Zu den qualitativen Unterschieden zwischen den Voraussagen der klass-
schen und der guantenmechanischen Theorie gehort die Berechnung der Stol3e, die ein Elek-
tron bel der Durchquerung des Krigtalls erleidet. Im klassischen Bild wiirde man eine grol3e
Anzahl StolRe mit den Gitteratomen erwarten. Experimentell findet man, dass die Distanz,
Uber die sich die Elektronen frei bewegen konnen von der Qualitét des Kristals abhangt, so-
wie von der Temperatur. Wahrend in gewdhnlichen Metallen bel Raumtemperatur (z.B. Kup-
ferdrahte) die Elektronen nach wenigen Gitterperioden gestreut werden und sich deshalb ins-
gesamt diffusionsartig bewegen kann bel tiefen Temperaturen und guten Kristallen die mittle-
re freie Weglange grol3er s die Kristalldimension werden. Aus experimentellen Daten ist be-
kannt, dass die freie Weglange bis zu einem Zentimeter betragen kann. In diesem Fall bewegt

sich somit das Elektron ohne Streuung durch rund 108 atomare Lagen; offenbar breiten se
sich dann ballistisch, aso ohne Streuung im Kristall aus.

Weltere experimentelle Befunde, die mit dem Drude-Modell nicht erklart werden konnten
waren die Temperaturabhéngigkeit der elektrischen und thermischen Leitféhigkeit. Aul3erdem
sollten in einem idealen Gas die Elektronen einen Beitrag 3/2 R T zur spezifischen Warme lie-
fern; der experimentell beobachtete Beitrag ist um rund 2 GroéfRenordnungen kleiner.
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5.2. Das guantenmechanische M odell

Die wichtigsten Beschrénkungen des Drude Moddlls konnen dadurch tberwunden werden
dass man die Elektronen al's quantenmechanische Teilchen, d.h. als Teilchen mit Wellencharak-
ter behandelt. Auch hier wird zunéachst der Einfluss der lonenriimpfe vernachlassigt, die Elek-
tronen bewegen sich frel innerhab des Krigdls. Als Eigenzustéande solcher freier Elektronen
kann man bekanntlich ebene Wdlen verwenden; diese sind alerdings im gesamten Raum
nicht normierbar. Man kann zu normierbaren Funktionen gelangen indem man periodische
Randbedingungen einfuihrt. Die entsprechende Periode, welche grofl3 gegen die Gitterkonstan-
te sein sollte, kann anschlief3end gegen Unendlich gefUhrt werden.

52.1. DasTellchen im Potenzialtopf

Um die quantenmechanischen Zustandsfunktionen der Elektronen im Krigdl zu be-
stimmen rekapitulieren wir zundchst das Problem eines Teilchens in eéinem eindimensionaen
Potenzialtopf.

ist unendlich hoch aulRerhalb. Der Hamiltonoperator dieses
Systems beinhaltet im Bereich [O,L] lediglich die kine-

Das Potenzia verschwindet auf der Strecke [O,L] und v
]
tische Energie

2 42
?—[:pZ/Zm:-;l—mci(—z

Die Eigenfunktionen dieses Operators sind die ebenen

Wellen /9/ /y 4"';;

Wi = gk oder Yy
=sin(kx) und cos(kx)
und die Eigenwerte sind

2 _ p*

2= "om T 2m

» | Der Hamiltonoperator ist nur gultig fir O<x<L.

Wir bertcksichtigen das Potenzial Uber die Randbe-
dingung und verlangen, dass ¥(0) = (L) = 0. Damit erhalten wir als Ldsungen

Yh=A sin(nn%) und £

_ ﬁ(m)z
2m\L ) °

Wenn sich mehrere Elektronen in diesem Potenzial befinden und wir deren elektrostatische
Wechsalwirkung zundchst vernachldssigen, so kann gemald dem Ausschliel3ungsprinzip von
Pauli jeder dieser Zustande mit zwel Elektronen mit entgegengesetztem Spin besetzt werden.
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Das System ist demnach im Grundzustand wenn die niedrigsten N/2 Zusténde mit jewells 2
Elektronen besetzt sind.

5.2.2. Dre Raumdimensionen

In Kristallen entspricht der Potenziatopf der Randbedingung, dass die Elektronen sich in-
nerhalb des Krigals befinden missen. Wir berticksichtigen dies wiederum ber periodische
Randbedingungen

Y(x, Y, z2) =¥Y(x+L,y, 2) = Y(Xx, y+L, z2) = ¥(X, y, z+L)
wobei L grof3 gegeniiber einer Einheitszelle sein soll.

Im dreidimensionalen Raum lautet der Hamiltonoperator fur ein freies Elektron

2 ( 42 2 2
| d d d
- + + :
2m (dx2 dy? dzz]
Elektronen in einem Potenzialtopf mit Kantenldngen (ab,c) haben dann die Zustdnde und
Energien

2.2

T . T . T _hnt 2 2 02
Yh=A sm(tnxx) sm(Enyy)sm(EnZz) und En= W(nx +ny +nz) :

Alternativ kdnnen komplexe Zustande (ebene Wellen) verwendet werden:
P (r) = exp(ik- T) mit k =2n/L (ny, ny, ny).

Dawir uns hier in einem endlichen Bereich (des Volumens L3) befinden sind diese Zustande
normierbar und die moglichen k-Werte diskret. Die Energie dieser Zustande ist

2,2 2 2 2
_hKE (2, 2, 2\ R (2rY 2 2 2
fn—ﬂ—ﬁ(kﬁrkwkz) _%(T) (nx+ny+nz).

Der Impuls eines Elektrons in diesem Zustand ist 5 = hk und seine Geschwindigkeit v =

h;/m. Wir verwenden diese Zustande as Basisfunktionen fir die Beschrelbung von Elektro-
nenin einem Kristall der Kantenlange L.
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Offenbar sind die Zustande gleichméliig im k-Raum verteilt.

Die Energie steigt proportiona zum

z A Quadrat des Impulses.

523. Fermi-Energie

Wir untersuchen nun die Frage, wd-

che dieser Zusténde besetzt sind.

» k| Amabsoluten Nullpunkt be- T=0

setzen N Elektronen die N/2 [,

energetisch  niedrigsten  Zu- Zustinde

stande. Da die Energie (im Rahmen dieses Moddlls) nur vom leer /Femli
Betrag des Impulses abhangt bilden diese Zustande im k- Energie
Raum eine Kugel. Um die besetzten Zusténde zu finden be- N Zustiéinde

stimmen wir zunéchst die Zahl der Zustéande im Impulsraum. s

Da wir periodische Randbedingungen angenommen haben
ist der Impulsraum diskret, mit Einheitszellen der Seitenlange
2n/L. Die besetzten Zustande flllen in diesem Raum ene

- k

Kugel mit Radius k. Das Volumen dieser Kugel betragt kg3 4n/3.

Die Anzahl der Zustande in dieser Kugdl, d.h. die Zahl der besetzten Zustande, muss der
Zahl der Elektronen entsprechen. Wir setzen somit die Zahl der Elektronen gleich der doppel-
ten (Spin!) Zahl der Moden. Diese berechnen wir indem wir das gesamte Volumen der Kugel
durch das Volumen pro Zustand dividieren,

4t 3
—k 3
_, 3 " _ VK

R
L

Bei N Elektronen muss damit der Radius der Kugel

ERACE

V

sein. Die entsprechende Energie betragt

2/3
_ h_z(SnzN)

EF=oml v

und wird als Fermi-Energie bezeichnet. Die Fermi Energie ist somit die Energie der Elektro-
nen in den héchsten besetzten Einel ektronenzusténden.
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Wertig-  Elektronenzahl- - Fermi- .. Fermi-
keit dichte _ Energie Temperatur
o fem™@®] V] [K]

Li 1 4,70 - 1022 4,72 54800
Rb 1 1,15+ 1022 1,85 21500 ¢
Cu 1 8,45 - 1032 7,00 81200
Au 1 5,90 - 1022 5,51 . 63900
Be 2 24,20 - 1032 14,14 164 100
Zn 2 13,10 - 1022 939 109000
Al 3 18,06 - 1022 - 11,63 134900
Pb 4 13,20 - 1022 | 9,37 108700

In der Fermi Energie tritt nun die Anzahl Elektronen und das VVolumen nicht mehr unabhan-
gig auf, sondern se hangt lediglich von der Dichte N/V der Elektronen ab. Damit muss die
Fermienergie mit der Dichte der Elektronen zunehmen. Dies ist tendenziell offenbar der Fdl.

Typische GroRenordnungen firr die Elektronenzahldichte liegen bei 1022 m3, fir die Fer-
mienergiebel 10 eV.

Haufig parametrisiert man die Fermi-Energie auch tber die Temperatur:
ks TE=ZE.

Typische Werte fiir die Fermi-Temperatur liegen bei 10°K
Die Geschwindigkeit der Elektronen an der Fermi-Oberfl&che betragt

VE = (hkg/m) = (B/m) (Be2NV) Y3
Typische Werte liegen im Bereich von 106 /s,

5.24. Zustandsdichte

Eine wichtige GrofReist die Zustandsdichte, d.h. die Anzahl quantenmechanischer Zustande
in einem bestimmten Volumen. Da die Elektronen gleichmadig tber den ganzen Raum ver-
teilt sind ist die Zustandsdichte im gewohnlichen Raum offenbar konstant. Im reziproken
Raum (k-Raum) haben wir gesehen, dass die Zustandsdichte ebenfalls konstant ist, d.h. die
Anzahl Zustdnde pro Volumenelement ist konstant. Das gilt nattrlich nicht wenn wir die An-
zahl Zustande ds Funktion des Betrages des k-Vektors betrachten. Fir die Berechnung der
Zustandsdichte bestimmen wir zunéchst die Anzahl Zustdnde deren Wedlenzahl kleiner ds k
i,

N VK3
k= —> -
3752
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Daraus kénnen wir die Dichte der Zustande berechnen in der Umgebung eines Wellenvektors
k, d.h. in einer Kugelschale mit Radius k:

dNy/dk = k2 V / 2.

Auferdem interessiert die Zustandsdichte im Energieraum. [dN A
Mit £ = h%k?/(2m) , resp. k? = 2m £/h? erhalten wir fiir die |dk
Anzahl Zustdnde mit Energie kleiner alsE

3/2
N(Z) = V %
3nh
und daraus die Zustandsdichte im Energieraum - k
dN@E) _ d g, @m)¥2 _ 15, 2m)*2
= EI4V >g =E°V 53
de de 3nch 2n<h

Die Zustandsdichte steigt also proportional zur Wurzel aus der [dN 4
Energie; se verschwindet beim Nullpunkt und ist proportional |dE
zum Volumen V desKrigtalls.

- I
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5.3. Thermodynamik des Elektr onengases

53.1. Besetzungswahrscheinlichkeit

Am absoluten Nullpunkt sind die Zustande bis zur Fermienergie
besetzt, die dartiber liegenden leer. In Wirklichkelt arbeiten wir aber
immer bel endlicher Temperatur und mussen deshalb thermische
Anregungen beriicksichtigen. Wie wir oben gesehen haben sind im
Grundzustand die N/2 niedrigsten Zustande mit jewells zwel Elek-
tronen mit entgegengesetztem Spin besetzt.

‘E

Dieses System kann zusdtzliche Ep
DiEI4 Energie aufnehmen wenn ein Elek-
tron aus einem Niveau unterhalb der Fermikante in eines ober-
halb angeregt wird.

FIFIFFFET2FFT

Ep

Wir bestimmen nun die Wahrscheinlichket, dass ein Zustand

mit gegebener Energie £ bel ener Temperatur T besetzt ig.
Dabel ist es nicht mdglich, die Elektronen einzeln zu betrachten, da die Besetzung der Eine-
|ektronenzusténde aufgrund des Pauliprinzips stark aneinander gekoppelt ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand mit Energie £ besetzt ist betragt
PN(E) = exp(-ElkgT)/Zq, eXp(-Eq/KgT) .

Der Nenner ist aus der statistischen Thermodynamik as Zustandssumme bekannt. Er kann
geschrieben werden as

Yo, eXP(-Eo/kgT) = eFKBT = g(U-TS) /kpT

wobe F die Helmholtz'schen freie Energie, U die innere Energie und S die Entropie des Sy-
stems darstellt. Wir kdnnen deshalb die Besetzungswahrscheinlichkeit auch schreiben ds

PN(E) = exp(-/kgT) eF*BT = exp(-(£-F)/kgT) .

In der Praxis kennt man leider den N-Elektronenzustand nicht. Experimentell zugénglich
ist hingegen die Besetzungswahrscheinlichkeit f; fur einen Einelektronenzustand i (Spin-

Orbitdl).
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Diese erh@lt man aus der obigen Vertellung durch
Summation (ber dle N-Elektronenzustande in | 4+ L + | | 1 2
denen der Zustand i besetzt ist, =

fiN = 2g Pn(EgN) - I "‘##'\’ i’

B lauft Uber dle Zustdnde, in denen das i-te Orbi- !

tal besetzt ist. iR -,’_L + .~. 4 ‘L

Der Zustand i ist entweder besetzt oder leer :
sodass wir die Besetzungswahrscheinlichkeit auch | 4 | + _L '_L -\- i

as die Differenz zwischen 1 und der Wahrschein-
lichkeit fUr Nichtbesetzung bestimmen kdnnen

fiN=1-%, Py(z,N)

wobei die Summe jetzt Gber digenigen Zustande lauft, bei denen der Zustand i nicht besetzt
i

Wir driicken jetzt die Energie ZYN des N-Elektronenzustands mit leerem Zustand i aus
durch die Energie des entsprechenden N+1-Elektronen Zustandes in dem der Zustand i be-
setzt ist minus die Energie des entsprechenden Elektrons

fiN=1- g PN(ZﬁN"'l-Ei) :
wobel ¢; die Energie des Einelektronenzustands i darstellt.

53.2. DieFermi-Dirac Verteilung

Das Verhdtnis der Besetzungswahrscheinlichkeiten fir den N-Elektronenzustand und den
N+1 Elektronenzustand betragt

Ep g —F"
PuEh ™ e) e KT r
Puvalzg™  _EpT-FN |

e kgT

wobei p = FN*1 . EN das chemische Potenzial darstellt, d.h. die Ableitung der freien Energie
nach der Teilchenzahl. Die relative Wahrscheinlichkeit hangt aso davon ab ob der Zustand i
oberhalb oder unterhalb des chemischen Potenzials liegt.

Daraus erhaten wir fur den Summanden

Ei—l
keT
Pu(EgN Le) = e BT Pyyg(zpN*) .
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Wir setzen dieses Resultat in die Summe ein und erhalten

g~

fiN=1-e*8T 55 Pysa(zgN*Y) .

Diese Summe ist aber gerade die Besetzungswahrscheinlichkeit fir den entsprechenden N+1-
Elektronenzustand,

fiN+1 = ZB PN+1(Z[3N+1) ,

s0dass

gi—u

fiN=1- eksT fiN+1

Wir kdnnen diese Form vereinfachen wenn wir annehmen, dass die Besetzungswahr-
scheinlichkeit sich durch die Veranderung der Elektronendichte um en Elektron (also relativ

um 10723) nicht wesentlich andert. Wir kénnen dann f;N*1 ersetzen durch f;N und erhalten

f;N = e :
c&i—W/keT | 4

Diesist die Fermi-Dirac Vertellung, D.h. die Besatzungswahrscheinlichkelt fir Fermionen
in eéinem Zustand der Energie . Das +-Zeichen stellt sicher, dass die Funktion nicht grofer
as 1 wird, dass dso kein Zustand mehr as einmal besetzt werden kann. Die Bose-Einstein
Statistik unterscheidet sich durch ein Minus an dieser Stelle. In diesem Fal kann die Besat-
zungswahrscheinlichkeit sehr grofld werden. Bel tiefen Temperaturen kondensieren Bosonen
deshalb alein den Grundzustand. Solche Phdnomene sind flr kollektive Quantenph&nomene
verantwortlich, wie z.B. Supraeitung, Suprafluiditét oder Bose-Einstein Kondensation.

53.3. Begspide

Da die Fermi-Temperatur sehr vid hoher it ds die Raumtemperatur und fir niedrige
Temperaturen u~ kgTE gilt meistens T « pkg. Wir betrachten die folgenden Grenzfélle:

a) g -> 0: Die Exponentia funktion geht gegen null und f;N -> 1.

b) & » W Die Exponentialfunktion wird Gros gegen 1 und ;N -> exp(-(&;-W)/kgT). In die-
sem Bereich ndhert sich die Fermi-Dirac Verteilung der Boltzmann-Verteilung an.
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Bel der Temperatur OK beschreibt ge s i .
sinen abrupten Ubergang von der 1 nach 0 Fermi-Dirac Verteilung

an der Fermikante. Bel hoheren Tempera-
turen wird Population aus der Nahe der ¢
Fermikante in energetisch hohere Zustdnde | ™
verschoben. Die Breite dieses Ubergangs- | 08
bereiches ist von der Groélenordnung kgT.

Das Zentrum des Ubergang wird durch
das chemische Potenzial p bestimmt, we-
ches am absoluten Nullpunkt der Fermie-
nergie entspricht. Im Gegensatz dazu igt
das chemische Potenzia aber tempera- | %2
turabhangig. Wir berechnen diese Abhéan-
gigkeit indem wir aus der Besetzungswahr- | *%00 o2 o7 os
scheinlichkeit die gesamte Elektronenzahl
berechnen:

1 —

0.6

04

et 1
N=21i=% EnikeT -

Wenn wir die gesamte Elektronenzahl als gegeben betrachten kdnnen wir aus dieser Gle-
chung das chemische Potenzial bestimmen.

2 2
W(T) = Z (1- ’{—Z(TLF) )

Flr Temperaturen die nicht dlzu hoch sind ist aber die Fermi-Energie eine gute Naherung.
Nicht alzu hoch bezieht sich auf die Fermi-Temperatur Tg = eg/kg, welche bei mehreren

10000 Grad liegt (Sehe Tabelle).Der Korrekturterm betrégt deshalb bei Raumtemperatur
rund 104,

5.34. Diethermische Energie des Elektronengases

Gemal3 der klassischen Drude-Theorie sollte die kinetische Energie der Elektronen wie be
Gastellchen 3/2 N kgT sain. Experimentell beobachtet man aber bel Raumtemperatur einen
Wert der wesentlich niedriger ist, von der Grofenordnung 1% des klassschen Wertes. Erst
die Fermi-Dirac Vertellung loste dieses Problem: Wahrend in einem klassschen Gas ene
Temperaturerhbhung um AT die Energie jedes Tellchens um kgT erhoht werden bei der
Fermi-Dirac Statistik nur die Elektronen in einem Bereich von kg T um die Fermi-Energie be-
troffen - also nur ein Bruchteil von T/Tg aler Elektronen. Wie aus der Tabelle hervorgeht liegt

dieser Faktor gerade bei ca. 1%. Die gleiche Uberlegung sagt auch voraus, dass die spezifi-
sche Wéarme proportional zur Temperatur abnehmen sollte. Der Grund liegt darin, dass die
meisten Elektronen keine Energie aufnehmen konnen: ale benachbarten Orbitale sind besetzt,
sodass sie ihren Zustand nicht wechseln kénnen.
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Die Rechnung l&sst sich in der Tieftemperatur-N&herung T « Tg auch leicht etwas exakter

durchfuhren. Die gesamte Energie U der Elektronen berechnen wir ds Summe Uber die
Energie aller besetzten Einelektronenzustande al's

U =Jp. de e D(e) f(e)
wobel D(g) die Zustandsdichte und f(¢) die Besetzungswahrscheinlichkeit bezeichnen.

Die thermische Energie des Elektronengases bel der Temperatur T betrégt demnach

AU = U(T) - U(0) = Jo .. de £ D(e) f(e) - Jo ¢ de € D(e)

= (lo, ep + | ep.=) de € D(e) f(€) - o e de & D(e)

= Jo, ep d¢ € D(e) (f(e)-1) + Jgp0 de € D(e) f(e) .

Das erste Integral beinhaltet die Energie, welche bendtigt
wird um die Elektronen aus den Zusténden unterhalb der
Fermikante zu entfernen, das zweite Integral die Energie
der Elektronen oberhalb der Fermikante.

. . . €
Die Anzahl Elektronen muss dabei konstant bleiben F

N = N(T) = N(0) = Jo,. de D(¢) f(€) = Jo¢ de D(e) .

Wir multiplizieren diese Identitét mit der Fermienergie e und erhalten

(o, e + lep,-) de eF D(e) f(e) = loep de e D(e) .

Wir addieren die rechte Seite zur thermischen Energie und subtrahieren die linke Seite und
erhalten

AU = JO,e,: de [eD(e)(f(€)-1) + egD(e) - egD(e)f(e)] + JSF,°° de [eD(e)f(e)—eg D(e)f(€)]

= o,ep de (e-ep)D(E)(F(e)-1) + Jep oo de (e-eP)D(E)f(e) ,

was nichts anderes als eine V erschiebung des Energienullpunktes entspricht. Das erste Integral
bezeichnet die Energie, welche bendtigt wird, um die Elektronen aus einem besetzten Zustand
an die Fermikante anzuheben, das zweite die Energie, welche zusétzlich aufgebracht werden
muss, um sie von der Fermikante in einen leeren Zustand oberhalb zu bringen. Beide Beitrége
zur Energie sind positiv.
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535. Spezifische Warme

Wir suchen nun die spezifische Warme, also die Anderung der inneren Energie pro Tempe-
raturanderung. Der einzige Term in der obigen Gleichung der sich mit der Temperatur &ndert
Ist die Besetzungswahrscheinlichkelt f(e). Wir erhaten deshalb

Cq = d/dT AU = Jg ., de (e-ep)D(e) df(e)/dT .

Da sich die Besetzungswahrscheinlichkeit nur in der Nahe der Fermikante wesentlich &ndert
verschwindet der Integrand fUr Energien weit von der Fermienergie. Wir kénnen deshalb die
Zustandsdichte in guter Naherung als konstant betrachten und aus dem Integral herausziehen.

Fir die Berechnung der Anderung der Besetzungswahrscheinlichkeit approximieren wir
das chemische Potenzia durch die Fermienergie. Dies ist eine gute Naherung bel niedrigen
Temperaturen.

f= 1
e(.s—s,:)/kBT 41
Die Anderung ergibt
_ (e—eg)/kpT
difgT =758 2
kpT? (el&7€F)/KeT | 1)
Damit wird die Wéarmekapazitét

2 -
S_SFJ e(e ep)/kgT

Ca=kgD d :
el B (EF) J‘0, € ( kBT (e(S_EF)/kBT +1)2

Wir benutzen die Abkirzung x = (e-ep)/kgT und de = dx kgT und erhalten

X
Col = Kg2T D(Ep) [e k. T o0 OX X2 —5— .
EKg 1, (eX + 1)2

Der Integrand falt far [x| >> 1 exponentiell ab. 5
Fir Temperaturen weit unterhalb der Fermitempe- X (@412
ratur, eg >> kgT, d.h. im gesamten interessanten

Bereich, kann die untere Integrationsgrenze deshalb 0af
auf - gesetzt werden. Das Integral ist nicht trivid, :

kann aber t4/3 bestimmt werden. Damit wird 03

Cq = kg?T D(EF) n2/3 ,

Die Zustandsdichte an der Fermikante erhalten wir ]
aus -10 -5 s 10

5) Freie Elektronen 19. Dezember 2001



- 137 -

D(€p) =

2/3
OO REPET VL) NP ol
de & F 27'52}'723 F 2m

nach Erweiterung mit 1

D(ep) = g2 v

3/2
(2m)¥? _3,2( hz) 3m°N _ 3N _ 3N

27‘52713 2m V 28|: - ZkBTF’

sodass

2
2 Te

wird. Offenbar erreicht die elektronische Warmekapazitét erst in der Néhe der Fermitempera
tur den Wert von Dulong-Petit. Bel Raumtemperatur ist er somit um etwadas Verhdtnis T/Tg
niedriger.

5.3.6. Phanomenologie

Gemessen wird nie die elektronische Warmekapazitét dleine, sondern die gesamte Warme-
kapazitét, welche sich aus phononischem Tel und elektronischem Tell zusammensetzt. Zwi-
schen der Debye-Temperatur und der Fermitemperatur dominiert somit der phononische An-
teil. Wenn die Temperatur sowohl unterhalb der Fermi Temperatur wie auch unterhalb der
Debye-Temperatur liegt erwarten wir demnach eine Temperaturabhéngigkeit der Form

C=4T +AT3 oder CIT=y+AT?,

Dies gtellt man gerne in dieser Form dar:
das Verhdtnis C/T wird gegen das Quadrat
der absoluten Temperatur aufgetragen.

&
|
|

=
=T
P
=

i

c=[T%T

Specific heal capacity/

Temperature /T (107 Mal " K#)
=
-1

0 2 L 6 & W 12 1L 16

iTemperature)® (K7

T T il ks - Lelvin™p

Der Achsenabschnitt ergibt dann gerade den Beitrag der
Elektronen, die Steigung den Beitrag der Phononen. Der
elektronische Beitrag sollte also fur sehr tiefe Tempera
turen dominieren. In der Figur ist dies fur Cu gezeigt. Da

1 1 —
4] k] [ ]a] 15
T* [I\.l_‘l!.lll: }
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KCl keine freien Elektronen besitzt verschwindet hier der elektronische Beitrag zur Soezifi-
schen Warme: die entsprechende Kurve hat Achsenabschnitt Null.

Ein Vergleich der gemessenen und

elektronischer Beitrag zur Warmekapazitat

berechneten Wéarmekapazitét zeigt,
dass die beobachteten Werte in der

Vexp/Ytheor richtigen GroRenordnung liegen, aber

nicht quantitativ exakt sind. Man be-

Metall in Joule mol-1 K2
Vexp Ytheor mkﬂl/ Me

Ns 1,38 - 10-8 1,13-10-8 1,22
K 2,08 1,65 1,25
Rb 2,41 1,95 1,26
Cs 3,20 2,31 1,43
Cu 0,688 0,80 0,36
Ag 0,61 1,03 0,59
Au 0,743 1,03 0,72
Al 1,35 1,01 1,34

schreibt den Unterschied gerne Uber
eine Anderung der effektiven Elek-
tronenmasse. Der Unterschied kann
qualitativ darauf zurtickgeftihrt wer-
den, dass die Elektronen nicht wirk-

Einige intermetallische Verbindungen von seltenen
Erden und Actiniden (dso Elementen mit f-Elektronen)
zeigen bel niedrigen Temperaturen extrem hohe Wéar-
mekapazitéten, welche einer effektiven Elektronenmasse

von rund 1000 mg entsprechen.

lich frel und unabhangig sind.
LOLP

.Q .
phen

bezeichnet und bilden eine spezidle
Klasse von Supraleitern, die "exotischen
Supraeiter”. Die hohe Masse kommt
dadurch zustande dass die Elektronen
diese Materiaien nicht wirklich frei and,
sondern dass die Wechselwirkung mit

dem Gitter hier eine wichtige Rolle
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5.4. Elektrische L eitfahigkeit

54.1. Grundlagen

Die Fahigkeit, elektrischen Strom zu leiten gehort zu den charakteristischen Eigenschaften
der Metdle. Sowohl die klassische Drude Theorie wie auch die quantenmechanische Theorie
bieten einen Ansatz fUr die Erklérung dieses Phanomens. Wir diskutieren hier einen habklas-
sische Beschreibung, d.h. wir verwenden klassische Bewegungsgleichungen, beriicksichtigen
aber die Fermi-Dirac Vertellung.

Elektrischer Strom wird durch die freien Elektronen getragen. Deren Reaktion auf das an-
gelegte elektrische Feld bestimmt deshalb die Beziehung zwischen Strom und Spannung, wd-
che im Rahmen dieser Theorie mit dem Ohmschen Gesetz Ubereinstimmt. Die meisten freien
Elektronen bewegen sich mit einer relativ hohen Geschwindigkeit; die Fermigeschwindigkeit
liegt bei rund 10° m/s. Dadie Verteilung der Geschwindigkeiten ohne ein uReres Feld isotrop
ist findet jedoch netto kein Ladungstransport statt.

Perfekte Metale kénnen prinzipiel Strom leiten auch wenn kein elektrisches Feld anliegt.
Reale Metalle wei sen jedoch immer einen endlichen Widerstand auf — mit Ausnahme der Su-
praleiter, welche nicht al's normale Metalle beschrieben werden kénnen und in einem spéteren
Kapitel noch behandelt werden.

Werden &ul3ere Felder an ein Metall angelegt so bewirken diese auf die Elektronen eine zu-
sétzliche Kraft

F =mdv/dt=hdk/dt =-e[E + VxB] .

Wir betrachten hier nur elektrische Felder, welche offenbar zu einer gleichformigen Beschleu-
nigung fuhren. Im Impulsraum erhalten wir

k(t) - k(0) =-eEth,

d.h. einen Impuls, der linear mit der Zeit zunimmt. Dies ist in eéinem Metdl fir einzelne Elek-
tronen nicht mdglich, da es durch eine Impulséanderung in einen Zustand Ubergehen wirde,
der bereits durch ein anderes Elektron besetzt ist. Da die Felder auf dle Elektronen wirken
wird jedoch die gesamte Fermikugel beschleunigt.

In Wirklichkeit dauert die Beschleunigung nicht beliebig lange, sondern nur bis die Elektro-
nen einen Stol3 ausfihren. Bel einem Stol3 wird kinetische Energie vom Elektron auf das Git-
ter Ubertragen, sodass die Geschwindigkeit des Elektrons thermalisiert wird, d.h. se kehrt zur
Fermi-Dirac Verteilung zuriick. Wenn die Thermalisierung im Mittel eine Zeit T beansprucht
erreichen die Elektronen im Mittel einen Impuls, der sich um

Sk =-eEth

vom thermischen Gleichgewicht unterscheidet.
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Die Fermikugel im k-Raum wird somit um die- E
sen Betrag gegeniber dem Ursprung verscho- —
ben. Fermikungel

bei E>0

Da die Geschwindigkeit der Elektronen direkt
proportional zum k-Vektor ist

—eEt
m

-
VvV =

3|2,

konnen wir daraus die Stromdichte berechnen:

Fermikugel
bei E=0

j=n(-e v=ne?t E/m,

wobel n die Anzahl Leitungselektronen pro Volumeneinheit darstellt. Der Strom ist somit
proportional zur Feldstérke, wie im Ohm'’ schen Gesetz. Die Proportionalitdtskonstante ist die

spezifische el ektrische Letfahigkelt
c=ne&? = ; [c] = 1 :
m Qm

Dieses Resultat ist identisch mit der V oraussage des klassischen Modells.

Relaxationszeiten
Offenbar it die Leitfahigkeit proportio- in 10" s
nal zur Zeit zwischen zwel Stolen. In sehr [— - 7K 27K 173K
sauberen Metallen kann ba tiefen Tempe | 220 | o
raturen eine freie Weglange von biszu 10 | 1 e o |
cm erreicht werden. Die Geschwindigkelt | 18 a1
der Elektronen ist proportional zur Streu- | Rrb 14 28
zeit und kann unter diesen extremen Be- gs 2?-6 g; 0
dingungen mehrere % der Lichtgeschwin- A‘; " 0o e
digkeit erreichen. An 1 10 2.1
Be 0.51 0.27
54.2. \Widerstand Ms 67 9 A
S o S 1.4 0.4
Man kann zwe wichtige Beitrdge zur Ba 0.66 0.19
Streuung von Ladungstrdgern unterschei- | Nb 21 0.42 0.33
den, die Streuung an Phononen und die | Fe ;i 82;‘ g;j
Streuung an Gitterfehlern, also Fehlstellen | 23 i b '
und Verunreinigungen. Die beiden Prozes- Hg 0.71
se tragen additiv zum spezifischen Wider- | Al 65 0.80 0.55
stand bei, Ga 0.84 0.17
In 1.7 0.38 0.25
1 T1 o9 022 0.15
— — . Sn 1.1 023 0.15
P = P PPFPI Pb 057 0.14 0.099
Bi . 0072 023 0016
wobel pp den Beitrag der Phononen be- [ 07 005 o3
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schreibt und p; den Beitrag der Gitterfehler. Diese Auftellung des spezifischen Widerstandes
wird als Matthiesen-Regel bezeichnet.

Dadie Phononen bei tiefen Temperaturen
verschwinden bleibt dann nur noch der Be-
trag der Krigtallfehler zurtick. Dieser Beitrag
Ist je nach Probe unterschiedlich. Uber eine
Messung dieses Beitrages zum spezifischen
Widerstand kann man die Konzentration von
V erunreinigungen benutzen.

20

(107" chm-meter)

Be hoheren Temperaturen treten auch
»dynamische Kristalfehler* auf, namlich

Phononen. "

Deren Beitrag
. zum eektrischen
K W|der$and Wl rd am Residual resistance
o, k-k'

Resistivity (1/fer)

besten ds Emisson |  |—oo—oooe@ SRR TR
oder Absorption -

y /| nes Phonons durch

en Elektron be 0 5 10 15 20 25

schrieben.  Sowohl
Energie wie auch Impuls muss bel diesen
Prozessen erhalten bleiben, d.h.

Temperature T {kelvins)

ek = ek £ ho(k-k') .

wobel Kk, k' die Wellenzahlen des Elektrons vor und nach dem Streuprozess bezeichnen, o(q)
die Phononenfrequenz.

An diesen Streuprozessen kdnnen praktisch nur Elektronen in der Ndhe der Fermikante
teilnehmen, da fir die anderen keine freien Zustande zur Verfligung stehen.

Die Energie eines solchen Elektrons (~10 eV) ig
vid grol3er ds die Energie des entsprechenden Pho-
nons (~kgT). Fur die Elektronen sind diese Streu-

prozesse somit beinahe eastisch, se bleiben in der
Né&he der Fermikante.

Die Zahl solcher Streuprozesse kann bei hohen
Temperaturen as proportional zur Phononenzahl
angesetzt werden, d.h. zu

Ist die Temperatur oberhalb der Debye-Temperatur,
so wéchst die Phonenenzahl
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1 kgT
<n>= Ao - ’
1+ 2 1 ho
kgT

d.h. proportional zur Temperatur. Damit steigt die Anzahl Stof3e und der elektrische Wider-
stand.

Bei tiefen Temperaturen nimmt die Zahl der Phononen, welche an Streuprozessen tellneh-
men kdnnen, mit T2 ab. Die Wahrscheinlichkeit, dass solche Streuprozesse stattfinden sinkt
aulRerdem mit 1/T, da Phononen mit grofer Welenlénge eine geringere Wahrscheinlichkeit
fur einen Absorptions-/Emissionsprozess besitzen. Bal niedrigen Wedlenzahlen ist aul3erdem
der Streuwinkel gering, d.h. die Elektronen streuen fast vollstandig in Vorwartsrichtung. Se
werden dadurch nicht mehr vollstandig thermalisiert, sondern ihre Geschwindigkeit sinkt pro-
portional zu 1-cos, wobel 6 der Streuwinkel ist. Dieser ist proportional zur Welenzahl der
Phononen, welche linear mit T abnimmt. Damit ist die Geschwindigkeitsdnderung pro Stol3
proportional zu T2. Insgesamt ergibt sich dadurch eine Abnahme des elektrischen Widerstan-

des mit T-2. Dies kann in der obigen Figur qualitativ tberpriift werden.

543. Der Hall-Effekt

In einem Magnetfeld muss in der Bewegungsgleichung auch die Lorentzkraft bertick-
sichtigt werden:

E=-o[E + UxB] .

Wir suchen nun die stationére Verschiebung 8k der Fermikugel aus der Bewegungsgleichung
fUr den Impuls

hdk/dt=-[E + vxB] - dk/t=0,
wobe T die Thermalisierungszeit (durch Stol3e) des Impulses darstellt.

Wir betrachten den Fal wo ein Magnetfeld pardld

E, zur z-Achse angelegt ist. Dann wird

@ ®BZ® @ ® &

@ 0 ' 9 und die Bewegungsgleichungen fir die drei Ge
® & @ @ © = | schwindigkeitskomponenten werden

VX B = (Vy Bz, - Vx Bz, O)

m(d/dt + 1/t) v, = -eE;,
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Daraus kénnen wir die stationdren Geschwindigkeiten bestimmen:
VX = ('eT/m) Ex' (00TVy
Vy = ('eT/m) Ey + (’OCTVX

vz=(-et/m)E,

wobel w; = eB/m die Zyklotronfrequenz darstellt. Offenbar verlaufen die Bahnen der Elek-

tronen jetzt nicht mehr parald zum elektrischen Feld, sondern werden in der xy-Ebene ab-
gelenkt.

Wir betrachten nun den Fal, dass en E,
Strom entlang der x-Achse, aso senkrecht zu
einem Magnetfeld fliefd, d.h. wir setzen vy = 2 g B, o @ & &
vz, = 0. Aus der obigen Gleichung sehen wir, - ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
dass der Strom in x-Richtung durch das Ma |E —P +—P —Q
gnetfeld in y-Richtung abgelenkt wird. Wir : : . e .
konnen somit nur dann eine verschwindende 2 2 & 2 % R

Bewegung in x-Richtung erhalten wenn diese
Lorentzkraft durch eine entgegengerichtete Coulomb-Kraft, d.h. durch en elektrisches Feld
kompensiert wird. Geméal3 obiger Gleichung bedingt dies fur den stationdren Fall, dass

Ey=ocvxmie und vy=(-et/m)Ey
oder
Ey:'TchX:'EXreB/m

Es entsteht al so elne Spannung, welche senkrecht auf der Richtung des Stroms und dem ma-
gnetischen Feld liegt.

54.4. Hall Konstante

Diese Spannung ist Uber die Hall-Konstante
an die Stromdichte j, und die Magnetfeldstéarke B gekoppelt. In unserem Fall kénnen wir die
Stromdichte durch das Produkt aus Driftgeschwindigkeit und Ladung ausdriicken und erha-
ten

jX=-ean=(ne21/m) Ex,
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wobei n die Ladungstragerdichte darstellt. Mit der obigen Beziehung zwischen Ey und Ey er-

halten wir

Ry =(-ExteB/m)/(ne?t/m)EyB)=-

Je niedriger die Dichte der Ladungstréger desto grofder ist
adso die Hal-Kongtante. Dies kann man qualitativ leicht so
verstehen, dass der gleiche Strom bei niedriger Ladungstré
gerdichte nur durch eine hdhere Geschwindigkeit und damit
durch eine hohere Lorentzkraft erreicht wird. Die Messung
der Hall-Kongtante dient deshab zur experimentellen Be
stimmung der Ladungstrager-konzentration.

Die Hdl Konstante hat auch das gleiche Vorzeichen wie
die Ladung der beweglichen Teilchen (welche wir hier ds -e
angenommen haben). Sie kann somit auch Auskunft geben
Uber das Vorzeichen der Ladung der Ladungstréger. Wir
haben hier angenommen, dass es sich um Elektronen, adso
negative Telchen, handelt, und erhalten wie gezeigt eine ne-

1
ne
Hall Koeffizienten
Metall # Valenz- -1/Rynec
elektronen

Li 1 0.8
Na 1 1.2
K 1 1.1
Rb 1 1.0
Cs 1 0.9
Cu 1 1.5
Ag 1 1.3
Au 1 1.5
Be 2 -0.2
Mg 2 -0.4
In 3 -0.3
Al 3 -0.3

gative Konstante. Wenn es sich um Locher, also positive Ladungstréger handelt, so wird auch
die Konstante positiv. Diese Art der Leitung werden wir spéter diskutieren.

5) Freie Elektronen

19. Dezember 2001




- 145 -

55. Warmeeitungin Metallen

55.1. Ansatz

Wiein Kapitel 4 gehen wir ausvom Ausdruck K = 1/3 Cv [ fur die Warmeleitung K eines
idealen Gases mit Warmekapazitét C pro Volumeneinheit, Geschwindigkeit v und mittlerer
freier Weglange £. Wir benutzen

2
CeI:Tc_anl
2 T

flr die spezifische Warme. Wir hatten bereitsim Rahmen der Theorie der spezifischen Warme
gesehen dass nur die Elektronen in der Nahe der Fermikante durch Stol3e Energie mit dem
Gitter austauschen. Wir erwarte deshalb auch dass diese den dominanten Beitrag zur Warme-
leitfahigkeit geben. Dementsprechend setzen wir fur die Geschwindigkeit die Fermigeschwin-
digkeit vg en und fur die mittlere frele Weglange entsprechend / = vg 1. Damit wird die

Warme eitfahigkeit
2
T T
K=1/3 —krpn—VEVET.
5 B T FVE

Wir schreiben die Fermi-Geschwindigkeit vg as Funktion der Fermi-Energie

V|:2 =2¢p/m=2kg TE/m.
Damit wird die Warmel eitfahigkeit

K =m?kg?nTt/(3m).

552. Temperaturabhangigkeit

Die Warmeleitfahigkeit sollte dso proportional zur Tempe- A cnaticher

ratur und zur mittleren StoRzeit T sein. Diese ist stark tem- &~ Wert
peraturabhangig und diese Abhangigkeit Uberwiegt bel . T
Temperaturen Uber 20K. Die Warme eitfdhigket enthélt, wie
Im Kapitel 4 gezeigt, aul3erdem Beitrage der Phononen. Im
allgemeinen Uberwiegt der Beitrag der Elektronen, insbe-
sondere in "guten" Metalen. Metale sind deshalb bessere Tt
Warmdeter alsionische Krigtalle. In verunreinigten Metdlen
und ungeordneten Legierungen nimmt der elektronische >
Beitrag zur Warmeleitung stark ab, wéhrend der Beitrag der T
Phononen relativ konstant bleibt und deshalb vergleichbar und in Isolatoren dominant werden
kann.
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In diesem Beigpid geht die Wamdeitfa 50
higkeit von Kupfer durch ein Maximum,
wie wir es fur den Fal freier Elektronen
erwarten. Das Verhalten ist somit qudita-
tiv dnlich wie be der Wameetung
durch Phononen, doch sinkt die Warme-
leitfahigkelt bei tiefen Temperaturen nicht

mit T3, sondern mit T ab.

5.5.3.  Verdleich elektrische/ thermi-
sche War meleitung

Man kann diese thermische Warmdat-

fahigkeit mit der elektrischen Leitfahigkeit 10

— 0 S AUV I NN S SN T |
o=ne’t/m 0 20 40 & 80 100
vergleichen. Man sieht aus der obigen Temperatur in K
Behandlung, dass sie die gleiche Tendenz zeigen sollten: Beide sind proportiona zur Ladungs-
tragerdichte n und zur mittleren Stof3zeit t. Das Verhaltnis zwischen den beiden Werten,

nzk%T
3e?

sollte direkt proportional zur Temperatur T sein. Diese Beziehung wird als Wiedemann-Franz
Gesetz bezeichnet. Dividiert man auch durch die Temperatur, berechnet also

K _
c

21,2
L= KT sz =245 108 WQ/K2 |
ol 3e

so erhdlt man offenbar eine materialunabhéngige Konstante, welche as Lorenz-Zahl bezeich-
net wird.
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Die experimentell ermittelten
Werte daflr liegen im Bereich

23<L <26 -108WQ/K?2,

stimmen also recht gut mit dem
theoretischen Wert Uberein, was
as Bestétigung des Modells des
frelen Elektronengases betrach-
tet werden kann. Das theoreti-
sche Resultat hangt alerdings
davon ab, dass die Stof3zeit t fr
die beiden Prozesse die gleiche
sein soll. Dies ist nicht zwingend
der Fal. Be tiefen Temperatu-
ren findet man deshab ene
Abweichung vom Wiedemann-
Franz Gesetz.
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ELEMENT

Li
!
K
Ehb
Cu
Ag
A
B
Mg
Mhb
Fa
n
Cd
Al
In
Tl
sn
Fh
i
5h

2Mik ETED 4
K xial B Kiel
(watl/em-K)  (watt<ohm/K*)  (watlyem-K)  (watt-chm/K?)

71 222w 0% .73 243 = 1079
1.38 212

1.6 2,23
(X 2.42
185 2. M) 182 ..
4,14 231 417 138
EN| 2,52 il 136
23 2. 56 1.7 243
1.5 2.4 1.5 235
.52 2480 .54 278
L&D 2461 0,73 JR8
1.13 2.8 1.1 230
1.0 2,49 1.0
238 2.14 2.3 219
58 2. 58 {15} 2 )
.5 2745 {}.45 275
64 2,48 () 154
.38 2.64 L33 2351
LT 153 L8 135
.18 2.57 D17 .64

Gireen, Londaon, 1965,
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