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4, Gitter schwingungen und Phononen

4.1. DieendimensonaeKette

4.1.1. Gekoppelte Schwingungen

Das Gitter eines Festkorpers ist dadurch definiert, dass die Atome sich an der Stelle befin-
den, welche die Gesamtenergie der Anordnung minimiert. Diesist deshalb die Position, die Se
- abgesehen von der Nullpunktsbewegung - am absoluten Nullpunkt einnehmen. Bei endli-
chen Temperaturen hingegen kdnnen se aus dieser Position ausgelenkt sein und damit eine
hohere Energie besitzen. Die riicktreibende Kraft des Potenzias fihrt dann zu einer Oszillati-
onsbewegung.

Wir entwickeln das Potenziad eines einzelnen
Atomsin der Umgebung seiner Ruhelage al's

harmonische
Niéherung

U=Upg+Uix +U> X2 + Potenzial

wobel x die Audenkung aus der Ruhelage xg be-

zeichnet. Die Ruhelage ist aber gerade dadurch defi-
niert, dass der lineare Term verschwindet, sodass gilt
U, = 0. Die Kraft, welche auf das Atom wirkt is

demnach

=-dU/dx = -2 x U, .

Diese Form entspricht dem Hooke'schen Gesetz.

Als einfachstes Modell fir a

die Bewegung von Atomen - -

in einem Festkorper betrach- | @—~\ /NN~ N\ N0\ - U\
ten wir zunéchst die endi-
mensionale Kette. Die darin — —
enthaltenen Atome sgien Xg Xst+1
Uber Federn aneinander ge-
koppelt. Dadurch ist die Kraft, die auf eine Atom wirkt, nicht nur von seiner eigenen Position,
sondern auch von der seiner Nachbaratome abhéngt; man erhdlt eine Reihe von gekoppelten
Oxzillatoren. Fir eine einatomige Bads, d.h. ene Kette aus identischen Atomen, lautet die
Bewegungsgleichung

M Xg=C(Xs+1 *+ Xs-1-2Xg) ,
wobe C die Kraftkonstante und M die atomare M asse beschreibt.

Daein Atom mehrere néachste Nachbarn besitzt wirkt die Auslenkung eines Atoms aus der
Ruhelage immer auch auf mehrere andere Atome. Dies flihrt dazu, dass die Audenkung nicht
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auf einem Atom lokalisiert bleiben kann. Wir suchen jetzt die Eigenfunktionen dieser Bewe-

gungsgleichungen, aso digenigen Losungen, die eine harmonische Zeitabhangigkeit aufwel-
sen. Wir machen den Ansatz

Xs= Xpexp(i k sa) exp(-i o t) ,

a so eine harmonische ebene Welle mit Wellenvektor k, Amplitude X und Kreisfrequenz o. a

bezeichnet den Abstand zwischen ndchsten Nachbarn und s a die Ruhelage des Atoms mit
Index s.

41.2. Dispersionsrelation

Offenbar ist

Xs1 = Xs exp(-i k a) Xs+1 = Xgexp(i k a) .

Durch Einsetzen von Xg 1, Xs, Xs+1 1N die Bewegungsgleichung erhalten wir

- M @2 xg= C(exp(i k a) + exp(-i k a) - 2) X ..

Wir dividieren durch - M X5 und ersetzen die Exponentialfunktionen durch die trigonome-
trischen und erhalten

o? = 2(C/IM)(1-cos(k a)) = 4C/M) sin(kal2) .

_ 5 [Clgncka
®=2 M‘sm(z)‘ :
Jedes Wertepaar (k,m) charakterisiert eine Gitterschwingung. Innerhalb der harmonischen N&
herung sind diese Schwingungen voneinander unabhangig. In einem unendlichen Krigtall sind

diese Werte kontinuierlich. In einem endlichen Kristall gibt es 3N diskrete Moden, wobei N
die Anzahl der Einheitszellen des Kristalls darstellt.

Daraus erhalten wir

Die Beziehung zwi- Xsi %,

schen k und ®, wd- 7» T\ ‘{\ /\
che ads Dispersonsre- > >
|ation bezeichnet wird, | VALY &
istin der nebenstehen- [
den Figur eingezeich- —
net. Fir kleine Wd- A=a2
lenvektoren, aso gro-

e Wdlenlangen geht k
die Frequenz gegen

Null. Im linearen Be- | -m/a 0 n/a 27/a
reich gilt:

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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. C

d.h. die Frequenz ist direkt proportional zum Wellenvektor.

Q)

Die Phasendifferenz zwischen benachbarten Atomen betragt exp(-i k @). Fur kleine Wdlen-
zahlen ist somit die Phasendifferenz klein, d.h. benachbarte Atome schwingen hier praktisch in
Phase

Anders sieht es beim Wellenvektor k = m/a aus. Hier ist exp(-i k @) = -1, d.h. benachbarte
Atome schwingen in Gegenphase. Die Wdlenlange A = 2n/k = 2a entspricht der doppelten
Lénge der Einhetszelle, d.h. Gberndchste Nachbarn schwingen in Phase. Wenn wir zu noch
grolReren Wellenvektoren, also kirzeren Welenldngen gehen, so wird die Audenkungsdiffe-
renz zwischen benachbarten Atomen wieder kleiner. Dies aul3ert sich auch in der Frequenz,
wie man in der Dispersionsrelation erkennen kann. Offenbar ist die Frequenzabhangigkeit pe-
riodisch in k, mit Periode 2n/a. Diesist eine direkte Konsequenz des periodischen Gitters:

Es ist physikalisch nicht méglich, Schwingungen zu |y
unterscheiden, deren Wellenvektor sich um 2n/a unter- |*s
scheidet. Anders ausgedriickt: die Position zweer
Atome ist identisch wenn ihre Phasendifferenz /2
oder 5mt/2 ist. Ebenfalls gleichwertig sind Funktionen,
deren Wellenvektoren sich wie ko = 2n/a-kq verhalten. p

Ein solches Beisuid ist in der Figur dargestdit: Die S
Wellenvektoren der violetten und der grinen Kurve
addieren sich zu 2r/a. Wiein der Figur gezeigt erzeu-

gen de die gleichen atomaren Audenkungen. Dies wird auch as Abtasttheorem oder
Nyquisttheorem bezeichnet. Es muss z.B. bel der Digitaiserung von Messdaten berticksich-
tigt werden.

Bezogen auf die Dispersonsrelation der Gitterschwingungen bedeutet dies, dass nur der
Bereich zwischen -n/a< k < m/a betrachtet werden muss. Bel der Einfihrung des reziproken
Gitters haben wir den Bereich -/a< k < n/aals die erste Brillouin-Zone kennengel ernt.

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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Die Dispersongrelation der Gitterschwingungen kann durch gleichzeitige Messung von
Wellenvektor und Frequenz, u.a. mit unelastischer Rontgenstreuung gemessen werden — hier
am Beispiel von Blei.
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Die Dispersion von Kupfer sieht dhnlich aus. Da Kupferatome leichter sind, sind die ent-
sprechenden Schwingungsfrequenzen jedoch héher.

4.1.3. Gruppengeschwindigkeit und Phasengeschwindigkeit

Die Beziehung zwischen Frequenz und Wellenzahl ergibt direkt die Phasengeschwindigkeit

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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'C|. ka
vp=w/k =2 — |sin(-—)/k,
=0 \M\ 9

sowie die Gruppengeschwindigkeit aus der Steigung

Vg = dv/dk = a\/g

Fir sehr kleine Wellenvektoren, d.h. sehr grol3e Wellenléngen geht die Frequenz linear gegen
null. In diesem Bereich gibt es keine Dispersion, d.h. die Phasengeschwindigkeit und die
Gruppengeschwindigkeit sind gleich und konstant,

cos(9)

JR—

C

In diesem Bereich ist die Wellenlange sehr vid groRRer ds die Gitterkonstante, sodass die dis
krete Natur des Gitters hier keine Rolle spidt. Wir konnen die Schwingungen der Krigdle in
diesem Bereich deshalb auch gut mit Hilfe eines kontinuierlichen Modells beschreiben.

vp=Vg =dw/dk = a

Diesist der Bereich der akustischen Wellen. Typische Schallgeschwindigkeiten in Festkor-
pern liegen bei vg =~ 4000 m/sec. Mit einer typischen Einheitszellen-Grofe von 51019 m

wird die Wellenlange A = 102 m. Damit erhalten wir eine maximale Schwi ngungsfrequenz
Vmax = Vs/Amin = 41012 Hz.

An den Grenzen der ersten Brillouin-Zone hingegen, bel k=m/a, geht die Gruppen-
geschwindigkeit gegen null, d.h. eswird keine Energie mehr transportiert. Dies|sst sich leicht

verstehen wenn wir berticksichtigen, dass an diesem Punkt die Bragg-Bedingung erfillt ist: In
der allgemeinen Beziehung

2dsing=A
setzen wir d=a, 6=mr/2 und erhalten

2a=A=2n/k oder k =r/a

Das bedeutet, dass die einfalende Wdle am Gitter a
sehr effizient reflektiert wird. Die enfalende Wele —
und die reflektierte Wdle bilden zusammen eine se- 9 L o o
hende Welle, bel der die um eine Elementarzelle ge-
trennten Atome jeweils um 180° auRer Phase sind.
A

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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Die hier betrachtete Bewegung entlang der Ket-
teist nicht die enzige Moglichkelt. Zusédtzlich gibt
es die Moglichkeit, dass die Atome senkrecht zur
Kette ausgelenkt werden. Da ein Atom drei Frei-
heitsgrade besitzt gibt es pro Atom 3 Arten von
Gitterschwingungen, namlich ein in Richtung der
Kette und zwel senkrecht dazu. Die bisher behan-
delte wird as longitudinal bezeichnet, die andern
beiden als transversal; beide haben im Allgemeinen
unterschiedliche Dispersonsreationen. In einem
Krisgal hangt die Ausbreitungsgeschwindigkeit
aulRerdem von der Ausbreitungsrichtung ab. Um
elnen besseren Einblick in die Schallausbreitung in
anisotropen Medien zu erhaten soll im néchsten
Kapitd zun&chst der kontinuierliche Grenzfal dis-
kutiert werden.

Gitterschwingungen
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4.2. Kontinuumsmechanik

42.1. Spannung und Dehnung

Fir den Ubergang zu dreidimensionalen Korpern betrachten wir zunéchst die klassische
Kontinuumsmechanik. Man beschreibt die Veranderung eines Volumenelementes unter dem
Einfluss aul3erer Krafte mit Hilfe der drel Groflen Dehnung, Scherung und Kompression. Jede
dieser Verdnderung kann als das Resultat elner auleren Kraft dargestellt werden.

Spannung ist definiert alsKraft pro Flache, | ————— dF,

S=dF/dA [S]=N/m?.

Eine allgemeine Spannung kann zerlegt werden in ene
Normalspannung ¢ und eine Tangential- (Schub-) Span-
nung:

%, , dr
dA dA
Bel der Normalspannung kennzeichnet man die Rich-

tung mit einem Index, bel der Schubspannung die Flache mit einem Index, die Richtung mit
einem zweiten. An eéinem Wirfel findet man somit

S=oc+1=

——
et

Ox, Oy, Oz

TXy, TXZ, Tyz, Tyx, TZX, sz

Aus Symmetriegrinden gilt T4 = T, SO dass noch drei unabhangige Schubspannungen
bleiben.

Kein Korper ist absolut starr. Deshalb erzeugen Spannungen Verformungen. Bei den dadti-
schen Verformungen unterscheidet man zwischen Dehnungen ¢ (rechte Winkd bleitben erha-
ten) und Schiebungen oder Scherungen vy, welche Winkeldnderungen im Bogenmal3 beschrel -
ben.

Eine Dehnung ist definiert as die relative Langenanderung
e = (o)=L .

4.2.2. Elastische Konstanten

L+ AL

Spannung und Dehnung sind voneinander abhangig. In den
weitaus meisten Korpern existiert zudem fir niedrige Spannungen
ein Bereich, in dem eine lineare Beziehung gilt, welche fir Federn
als Hooke' sche Gesetz bekannt ist:

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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c=-Ee, [E]=Nm'2

wobei die Proportionaitétskonstante E a's Elastizitdtsmodul bezeichnet wird.

Elastizitétsmodule stellen wichtige technische Gréf3en dar und sind
deshalb von viden Materialien bestimmt worden. Fir Metdle liegen

sieim Bereich von 101 N/m2.

Eine Normalspannung erzeugt

jF" . | nicht nur eine Langenanderung A,
——1 1| sondern auch eine Querdehnung €q =

| A"l Ad/d. Diese Querdehnung g ist pro-

; 4 | portional zur Langsdehnung €, es gilt

|

I

|

|

Ad
7

<

€q=- L€, mit der Querdehnungszahl
L

Diese dimensondose Zahl wurde
liegt typischerweise im Bereich von

o~

4.2.3. Scherung

In analoger Welse kann man Sche-

rungen behandeln. Scherung ist defi-
niert als die Winkelanderung

a=snlAx/L .

Scherung ist proportional zur Schub-
Spannung T:

1t=Go,

Werlcstoff  Elastizitits-

Modul &
in GN/m?
Eis o G
Bles 17
Al (rean) 72
Cilas 76
Gold &1
Mess ing
(kalywerl.) 10d)
Kupler

kaltwerf.) 126
V2A-Stahl 193

Werkstoff  Querdeh-
nungszahl

Eis (33

Blei .44

Al(roimp 0,34

Calas 017

Gold 0,42

Messing

(kaltwerf) 038

Kupfer

ikaltverf.) 0,35

V2A-Stahl 028

und die Proportionalitétskonstante G wird as Schubmodul

bezeichnet.

Gitterschwingungen
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Die Schubmodule von vielen Materialien sind gemessen worden. Se | werkstoff  Scih-
sind von ahnlicher Grolenordnung wie die Elastizitéts- und Kompres- Modul G
sonsmodule, in GN/m?
4.24. Unelagtisches Verhalten Et“. AP

£1 i B v

Die elastischen Eigenschaften kénnen fiir geringe Auslenkungen mit ;"'rl_“c'“] ?;

Hilfe des verallgemeinerten Hooke' schen Gesetzes dargestellt werden, | & -
d.h. durch eine lineare Beziehung zwischen Spannung und Formande- h‘{m e
rung. Dies ist allgemein der Fall in der Nahe des Gleichgewichts, da | yuiwerf) 36
man das lineare Kraftgesetz aus dem ersten nichtverschwindenden | gupfer
Term der Taylorreithe erhdlt. Fur grofRere Auslenkungen wird die Re- | kaltwerf.} 47
aktion nichtlinear; dies entspricht auf der Stufe der Gitterschwingungen | v2a-Stahl &0
dem Auftreten anharmonischer Effekte: in beiden Fdlen spiden die

Terme der Ordnung >2 in der Taylorreihe des Potenzials eine Rolle.

Wahrend die Einzelheiten differieren findet manin | 4
den meisten Materialien ein Verhaten das quditativ plastischer Bereich

etwa so ausseht: Das Hooke'sche Gesetz, d.h. ene
lineare Beziehung zwischen Spannung und Dehnung,

{irreversibel)
Bruch

gilt fir geringe Dehnungen. £
=11]
X g
5 1 = elastischer Hysterese
mm ! g Bereich
1300 | 2
1200 -
1100 7 -
1000 - Dehnung AL/L
300 1 Danach folgt ein elastisch-plastischer Bereich
bis P1. In diesem Bereich ist die Beziehung nicht-
800+ linear, der Korper geht nach Abklingen der aule-
S 700 ren Einwirkungen jedoch in den urspringlichen
2 Zustand zurtick. FUr noch groRere Kréfte folgt
E 600 eine plastische Resktion, aso ene irreversble
2 =90 5 N Verformung.
7 500 1 de mm
Auf  mikroskopischer Metalle
400 1 Ebene entsprechen dasti-
300 - sche Verformungen ener QQO
entsprechenden  Verfor- 00000
2001 Federstah| 55 Si7 mung auf atomarer Ebe-

100 4

c 1 2z 3 4 5 6

Dehnung £

7%8

Gitterschwingungen

ne, wahrend bei plastisch- ?}fﬁfﬁﬂﬁng@
en Verformungen Bin-
dungen gebrochen wer- 00000000

den. Welcher Art diese Anderungen sind hangt
von der Art des Materials ab. Be Metdlen kon-

6. Dezember 2001
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nen die Atome relativ leicht gegeneinander verschoben werden.

Bel kovalent gebundenen Materidien, wie z.B. Polymeren, Polymere
werden Bindungen nur schwer gebrochen. Die Molekiile haben

jedoch die Freihelt, um einzelne Einfachbindungen zu rotieren
und so ihre Form zu &ndern. Eine plastische Verformung fihrt
hier deshalb zu einer Verstreckung der Molekiile.
plastische @
4.25. Dehnungstensor Verformung

Fir das Versténdnis der Gitterschwingungen kdnnen wir uns B

auf den elastischen Bereich beschranken. Hingegen miissen wir das obige Modedl noch dahin-
gehend erweitern dass die elastischen Konstanten in einem kristallinen Materia richtungsab-
héangig sind. Da die interatomaren Potenziale von der Richtung abhangen, erzeugen auch
Spannungen unterschiedliche Verformungen je nach der Richtung in der se bezliglich dem
Kristalgitter wirken.

Um ene dlgemeine Veformung zu be
schreitben muss man jedem Punkt P des Kor-
pers in seiner Ruhelage einen Punkt P' des de-

formierten Korpers zuordnen. Der Vektor U(r_)>

= (&(r_)), n(r_)>, C(r_))), der diese Trandation be-
schreibt hangt selber von der Position im
Raum ab.

Es ist snnvall, ihn in verschiedene Kompo-
nenten aufzuteilen. Seit Helmholtz benutzt man
dafiir eine Verschiebung (Trandation), eine Ro-
tation, und drei orthogonale Dehnungen. Die
Trandation selber, d.h. der konstante Antel

S

von J wie auch die Rotation &ndern die dadti-
sche Energie des Systems nicht. Diese wird (in linearer Naherung) nur von der ersten Able-

tung von J bestimmt, welche as Dehnung beschrieben werden kann. Diese wird durch den
Dehnungs- oder Verzerrungstensor &

Sx 5%y 58z
~_ |1 1
58z 5%z €z

beschrieben. Dieser symmetrische Tensor besitzt 6 unabhéngige Elemente. Die Diagondee-
mente

exx = d&/dx; eyy = dn/dy; &7 = d/dz

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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beschreiben wie die Verschiebung paradld zur entsprechenden Koordinate entlang der Achse
zunimmt. Die Aul¥erdiagonal el emente

By = Byx = d&/dy + dn/dx; &y, =€, =dn/dz +dl/dy; e, = €y = d&/dz + dl/dx

beschreiben die Zunahme der Verschiebung paralel zu einer Richtung senkrecht zur Ver-

schiebung. Die Faktoren % werden z.T. auch in die Definition der Tensorelemente einbezo-
gen. Der zugehorige antisymmetrische Tensor beschreibt eine Rotation.

Mit Hilfe dieses Tensors kann der Dehnungsantell der Verformung im linearen Bereich ge-
schrieben werden as

ur =g 7,

wobei die Verschiebung bel ?= 0 as Trandation behandelt wird.

Wie bel jedem symmetrischen Tensor zweiter Stufe existiert ein ausgezeichnetes Koordina-
tensystem in dem dieser Tensor diagona wird. Die Diagonaeemente in dieser Form geben
gerade die Dehnung in Achsenrichtung an. Ein Punkt, der auf einer der Hauptachsen liegt,
bleibt also auch unter der Dehnung auf dieser Achse. Dies bedeutet insbesondere, dass in die-
sem Koordinatensystem keine Scherdehnung auftritt; diese wird durch die Aul¥erdiagonalele-
mente beschrieben. Die Beschreibung einer Verformung als Dehnung oder Scherung ist somit
abhangig vom Koordinatensystem. Die Spur dieses Tensors, aso die Summe der Diagonade-
lemente beschreibt gerade die relative Volumenanderung. Allgemein ist die Spur unabhangig
von der Wahl des Koordinatensystems, wie es fur eine Volumendnderung sein sollte. Der Ten-
sor selber ist auch vom Ort abhéngig, stellt also ein Tensorfeld dar.

4.2.6. Spannungstensor

Neben dem Dehnungs-, resp. Verzerrungstensor benttigen wir eine weitere wichtige Gro-

Re, den Spannungstensor G. Wie oben gezeigt konnen in jeder Achsenrichtung eine Zug- und
zwel Scherspannungen existieren. Insgesamt erhalten wir damit die 9 Komponenten enes
Tensors zweiter Stufe. Aus der Bedingung, dass der Korper statisch sein soll ergeben sich drei
Symmetriebedingungen, namlich, dass 6y, = oyx. Die 6 verbleibenden Elemente bilden einen

symmetrischen Tensor
Oxx Oxy Oxz
G =|Oxy Oyy Oyz
Oxz Oyz Oz

Die Spur dieses Tensors gibt wiederum den isotropen Anteil der dul3eren Kraft an, aso den
hydrostati schen Druck.

Die Erweiterung des Hooke' schen Gesetzes auf drei Dimensionen ergibt eine lineare Be-
ziehung zwischen dem Spannungs- und dem Dehnungstensor. Sie wird geschrieben als

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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-

c=C- @&,

wobei das verallgemeinerte Elastizitdtsnodul C einen Tensor vierter Stufe darstellt. Die 81
Elemente eines Tensors vierter Stufe werden aber durch Symmetriebeziehungen stark redu-

ziert. So enthalten jadie Tensoren 6 und & nur je 6 Elemente.

AuRerdem ist C selbst ein symmetri- [ CRYSTAL SYSTEM ~ POINT GROUPS  ELASTIC CONSTANTS
scher Tensor, wodurch die maximale Triclinic " .
Anzahl unabhangiger Elemente auf | - -
. . . . Monoclinic all 13
21 absinkt. In einem Kristal mit | o horhombic all 9
Symmetrie sinkt die Zahl unabhan- |  Tetragonal C., Cap, S, 7
giger Elemente weiter, bis auf en Cay. Dy, Dapy Doy 6
Minimum von 3 in einem kubischen | Rhombohedral Cs, Se 7
System, resp. 2 im isotropen Fall. Csy, D3, Dy 6
Hexagonal all 5
Cubic all 3

Man schreibt diese Elemente Ublicherweise in der Basis der [ kubische Systeme
6 unabhangigen Elemente der Tensoren zweiter Stufe, hier | €13 = Caxxx = Coppy = Cazze

am Beispiel des Elastizitatstensors flr einen kubischen Kri- | ¢y, = ¢, = €0 = Cozsm
gall. 5

lf.q_q. = 'f_'r:.}lz = f.z:.:s‘:#'

.-"':J"-I.F

4.2.7. Wellenausbreitung in einem anisotropen Kontinuum

Der elastische Tensor bestimmt die Wellenausbreitung im Festkorper. Er ersetzt die skalare
Kraftkonstante der 1-dimensionalen Bewegungsgleichung. Dadurch wird die Auslenkung zu
einem Vektor (€, n, {), und die Wellengleichung ebenfalls zu einer Tensorgleichung. Fir enen
kubischen Kristall kann sie geschrieben werden als

9° 9%t 9%t 9% °n 0%
O5-cp 23 +Cu| e+l S|+ (Cp+C
a2~ Mok T (8y2 NPTl M P vl v

und analog fur die Komponenten n und C.

Eine Losung dafUr erhalten wir durch den Ansatz einer ebenen Welle

&1 = Eo exp(i(kxx - b)),
also einer Longitudinawelle in x-Richtung. Fir die Geschwindigkeit dieser Welle erhédlt man
V= (Cr/p)¥2,

aso das analoge zur eindimensionaen Welle: die Geschwindigkeit ist jetzt gleich der Wurzd
aus dem Quotienten von Elastizitdtsmodul und Dichte.

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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Fur den Fall einer Transversalwelle in y-Richtung wird die Geschwindigkeit zu

v = (Caalp) V2.

Hier Gbernimmt also angtelle des Elements Cq1 dagenige Element des Elastizitétstensors die

Funktion der Kraftkonstanten, welche die Auf3erdiagonalelemente von Dehnungs- und Span-
nungstensor miteinander koppelt. Diesist eine direkte Konsequenz davon, dass eine Transver-
sdwelle Scherspannungen erzeugt, wahrend bei einer reinen Longitudinawelle nur Schub-
Spannungen auftreten.

Fur jeden Wellenvektoren existieren drei linear unabhangige Polarisationen. Im algemeinen
sind die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der drei Polarisationen unterschiedlich. Die Energie-
ausbreitung, d.h. die Gruppengeschwindigkeit, ist auch im Allgemeinen nicht parald zum
Wellenvektor; diesist nur der Fall wenn gewisse Symmetriebedingungen erfillt sind.

4.2.8. Abbildung von Schallwellen

Seit neuestem kann man die Schallausbrei-
tung in einem FestkOrper direkt sichtbar ma

chen (J.P. Wolfe, 'Acoustic wavefronts in crystalline
solids, Physics Today September 1995, 34-40

(1995).). Dazu regt man mit einem Laser an
einer StelleeinesKrigtalls kurzfristig akustische
Schwingungen an und beobachtet auf der
Rickseite des Krigtalls die dadurch induzierten
Audenkungen. Man sieht deutlich wie die Ani-
sotropie des Krigtalls zu einer nichtsphérischen
Schallausbreitung fuhrt.

Wellenausbreitung durch Si-Kristall

Um dies zu verstehen kann man zunéchst
. ,Langsamkeitsoberflachen* betrachten,
d.h. Oberflachen konstanter Frequenz im k-
Raum. Die Gruppengeschwindigkeit entspricht

W = constant

,

immer einem V ektor, welcher senkrecht auf aener solchen Oberflache steht. Die rechte Hafte

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001
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der Figur stellt die Wellenfront dar, welche dadurch zustande kommt, dass man die Gruppen-
geschwindigkeitsvektoren verbindet. Diese Uberschneidungen der Wellenfronten, welche auch
im experimentellen Bild beobachtet werden konnten, sind eine Konsequenz der kristalinen
Struktur; bei isotropen Festkorpern, wie z.B. Glas, kénnen sie nicht beobachtet werden.

akustische Wellenfronten

durch Silizium

Um die Wellenfronten experimentell sichtbar zu machen muss man zunéchst eine kurze
Stoérung an den Kristall anlegen und die Wellen nachher zetlich und réaumlich aufgel 6st beob-
achten. In diesem Fal wurden die Beobachtungen mit Hilfe piezoelektrischer Transducer an
Si durchgefihrt.
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4.29. Seismische Wellen

Sowohl longitudinale Druck- as auch
transversale Scherwellen spielen be Erd-
beben eine Rolle. Die sogenannten P-
(Primé&r-) und S (Sekundar-) Wdlen bre-
ten sich im Volumen aus. P-Wellen snd
Longitudinawellen (wie Schalwedlen), S
Wedlen snd Schwerwellen. Love-Welen
sind Torsonswellen, welche sich an der
Oberflache ausbreiten. Raylegh-Welen
snd ebenfalls Oberflachenwellen, se gla-
chen aber Meereswellen.

Da der Elastizitaétsmodul immer grof3er ist ds das
Schermodul erwarten wir fur longitudinale Druck-
wellen eine hohere Ausbreitungsgeschwindigkeit ds

fOr transversale Scherwellen.

-9l -

Elastische Konstanten

Werk:stoff Elastizitiits- Schub-
Modul £ Meodul G
in GN/m? in GN/m?

Eis 9.9 3.7

Blei 17 55bis 7.5

Al (rein) 72 27

Glas 76 33

Gold 81 28

Messiing

(kaltwerf.) 100 36

Kupfier

(kaltwverf.) 126 47

V2A-Stahl 195 80

i Entfernong zum Bpizentram/km

Gitterschwingungen

Diese Erwartung wird durch experimentelle
Befunde gestiitzt: Die Priméarwellen, welche ds
erste bel einer Messstation eintreffen, snd
Druckwellen, wahrend die spéter eintreffenden
Sekundarwellen Scherwellen sind. Die héhere
Schallgeschwindigkeit fur Longitudinalwellen
beobachtet man auch bei Kristallen.
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4.3. _Schwingungen in diskreten Systemen

4.3.1. Richtungsabhangigkeit
Diese Behandlung der Schwingungen N k

mit Hilfe der Kontinuumsmechanik ist Longitudinalwelle ~ —————p
moglich solange die Wdlenléngen grof3
snd im Vergleich zur Grole der Ein- 2 2 0 . o 9
heitszelle. In einem dreidimensionden | |5 ey P =
Gitter findet man die gleiche Art von
Schwingungen. Allerdings werden hier 9 g ? g 9
nicht mehr einzelne Atome ausgelenkt
wie im eindimensionalen Fdl, oder Vo- (g P " " e
lumenelemente wie im kontinuierlichen
Fall, sondern ganze Netzebenen.

Transversalwelle k _ _ _

— Die Eigenmoden des dra-

...

5‘5 P ?Ks»z ?Ks+3
> %

-]

?

9 2

Xg

dimensionalen Gitters bestehen aus
der Audenkung von Netzebenen
entweder paralld oder senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung. Aller-
dings stimmt dies nur dann exakt
wenn der Welenvektor paralle zu
einer Symmetrieachse des Gitters
liegt - beim kubischen Gitter be-
spidswveise  entlang der  (100),
(110), oder (111) Richtung. Im dl-
gemeinen Fall bewegen sich die

Gitteratome weder senkrecht noch parale zur Ausbreitungsrichtung, sondern besitzen so-
wohl longitudinale wie auch transversale Komponenten. Dies fuhrt auch dazu, dass der Ener-
gietransport nicht in Richtung des Wellenvektors lauft, wie bereits im Rahmen der Kontinu-

umsmechanik diskutiert.

43.2. Zweatomige Basis

Wir betrachten als nachstes den
Fal von zwe unterschiedlichen
Atomen pro Elementarzelle. Die-
ser Fal hat keine Entsprechung
im Kontinuums-Modell. Wir be-
zeichnen die Audenkung der

a
_
—
Vg

dunklen Atome mit ug und die

Auslenkung der hellen Atome mit vg, wobel s den Index der entsprechenden Elementarzelle
darstellt. Die beiden Massen seien M1 und Mo.

Fir die beiden Atomsorten gelten die Bewegungsgleichungen

Gitterschwingungen
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MlUS:C(Vs+Vs_1'2uS), M2V5=C(US+1+Us'2VS).

Die Kraftkonstante C ist abhangig von der , Feder”, aso vom interatomaren Potenzia; wir
nehmen hier an dass beide Wechselwirkungen gleich seien.

Als Losungsansatz wahlen wir eine ebene Welle mit Wellenvektor k und Frequenz :
Us=Ugexp(i k sa) exp(-i o t), Vs = Vo exp(i k (s-%) a) exp(-i ot) .

Wir betrachten also eine Welle bei der die beiden Atomsorten unterschiedlich stark, jedoch mit
der gleichen Frequenz und dem gleichen Wellenvektor ausgelenkt werden (sonst wére es ke-
ne Welle). Die Ortsabhangigkeit von vg berlicksichtigt die Tatsache dass sich diese Atome in

der Mitte der Einheitszelle befinden. Durch Einsetzen erhalten wir
-M1 02 Ug=2C Vgcosk al2) - 2C Ug

-Mo 02 Vg=2CUgcoskal2)-2C V.

Diese Gleichungen sind homogen und linear und wir haben drei Unbekannte (w, Ug, V).
Eine L6sung existiert nur wenn die Determinante des Gleichungssystems verschwindet, d.h.

2C-Myw®  —2Ccos(kal2) _ 0
—2Ccos(ka/2) 2C—Mon?

oder
M1Mow? - 2 C(M 1+Mo)w? + 4C%(1-cos?(kal2)) = 0

M1Mow? - 2 C(M1+M2)w? + 4C2(sin?(kal2)) = 0

Wir betrachten dies als elne quadratische Gleichung fur w?. Dieall gemeine LOosung ist

| 2
2 1., 1) \,c(Ll. 1) __ 4 . 2ka
v C(M1+M2)_C\(M1+M2) MM, > 2

43.3. GroReWellenlangen

Wir betrachten zunachst den Grenzfall grofer Wellenlangen, also ka « 1. Dann kdnnen wir
die Frequenz anndhern as
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ERNET o (E I S
My Mz) MMz
2.2
_+_ 1+1_ka/1+1:

M{ " My 2M{M, '\ M; " M,

2.2

1, 1), d(L, 1) Ka
Ml M2 Ml |V|2 2(M1+M2)

Fur das negative Vorzeichen erhalten wir

02 = = k2a2C/I\/I +M oder wazka ——C
(MreM2 2 \V2(My +Mp)

Dies entspricht genau dem Resultat das wir erwarten wirden, wenn beide Massen identisch
waéren, jeweils mit der Masse (M 1+M>5)/2. Die Amplituden werden dann zu

-M;®?2Up=2CVq-2CUg -Mo0?2Vg=2CUg-2CVy.
Daw — 0 muss die Auslenkung der beiden Massen etwa identisch sein,
Up= Vo

Diese Schwingung entspricht somit weitgehend dem Fall identischer Massen. Bel kleinen
Wedlenzahlen sind die beiden Massen praktisch in Phase, die Ausenkungen benachbarter
Atome (unterschiedlichen Typs) sind praktisch gleich.

434. Optischer Ast

Der zweite LOsungsast ergibt sich aus dem +-Zeichen der Frequenz. Wir erhalten

2 = 2C (LJFL)
M1 My

Interessant ist, dass hier die Frequenz hoch i, auch fir sehr kleine Wellenvektoren. Sie snd
sogar hoher ds die maximale Frequenz fir eine einatomige Bass. Dies wird verstandlich
wenn wir uns auch die Auslenkungen anschauen. Es gilt

-|\/|12C(i+i Ug=2CVp-2CUp

M; M,

-|\/|22C(i+i Vo=2CUp-2CVy

M; M;

oder
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Uo/Voz-Mo/My,

d.h. die beiden Atomsorten bewegen sich gegenphasig. Die
Frequenz ist gegeben durch die Kraftkonstante und die re-
duzierte Masse fur diese Bewegung. Wir haben aso wie-
derum eine Art stehende Wele vorliegen. Die Wdlenlénge
dieser Schwingungen ist grol3, da identische Atome prak-
tisch in Phase schwingen. Trotzdem sind benachbarte Ato-
me aul3er Phase, da es sich um unterschiedliche Atomsorten
handelt.

Diese Art von Schwingungen unterscheidet sich aber | g
wesentlich von den Schwingungen die wir aus dem einato- I amma
migen Gitter kennen, insbesondere wenn die beiden Atom- |

sorten unterschiedlich geladene lonen darstellen: in diesem 0

Fal wird im Kristall ein oszillierendes elektrisches Dipol- 0

moment angeregt. Dieser Schwingungstyp wird deshalb ds

optischer Ast bezeichnet. Im Gegensatz dazu wird der nie-
derfrequente Ast akustischer Ast genannt.

4.35. Verhalten am Zonenrand

Interessant ist auch die Frequenz am Rand der Brillouin-Zone. Fir k = w/a erhalten wir

I+

| 2
2 = cli. .1 4 _~[ 1 1
VPRI + -~ =C| —+—
C( ) (Ml Mz) MiM2 (Ml I\/IZ)

CQZ:E Oder §
M1 My

sodass

Die Amplituden sind gegeben durch
M1 ®2Ug=2C Ug My @?Vg=2CVy.

Dies ergibt firr o2 = 2C/M4

11
M; My

2CUo=2CUO 2CM2/M1V0:2CVO.

oder
V=0, Ug=beliebig

Fir 2 = 2C/M, erhalten wir analog

Gitterschwingungen
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Ug=0, Vg =Dbeliebig .

Offenbar schwingen die beiden Atomsorten hier to
unabhangig voneinander. Je eine Atomsorte wird | Mt M

sk
Aus den Dispersonsrelationen folgt, dass am 5

nicht ausgelenkt.

Zonenrand der akustische Ast seine maximae
Frequenz erreicht, der optische Ast seine mini-
male Frequenz. Zwischen den beiden Zweigen
existiert eine Llcke, d.h. ein Bereich in dem keine
Schwingungsfrequenzen auftreten. Dieser soge-
nannte "verbotene" Bereich hangt von den unter-

schiedlichen Massen ab.

Wenn die beden Massen identisch sind verschwin-

det dieser verbotene Bereich, die beiden Aste beriih-
ren sich am Rand der Brillouin-Zone. Diese Situation
entspricht aber gerade dem Fal einer zweiatomigen
Basis, dso eéinem nicht-primitven Gitter. Das bedeutet,
dass die erste Brillouin-Zone eigentlich doppelt so
grol3 ist, wenn wir das primitive Gitter im direkten
Raum betrachten. Durch die Wahl eines nicht primiti-
ven Gitters wird en Tel des Kurvenverlaufs gefatet
und erscheint as optischer Ast. Je grofder der Unter-
schied zwischen den Massen wird, desto weiter offnet
sich die Liicke zwischen den beiden Béndern.

Ein typisches Beispid id
KBr. Die kubische Struktur
fuhrt zu einem relativ einfachen
Phononenspektrum mit der mi-
nimalen Anzahl von Asten: lon-
gitudina und transversal aku-
gtisch, longitudind und trans-
versal optisch. Die vier Agte
zeigen dlerdings enen etwas
anderen Verlauf ds in der hier
diskutierten, stark vereinfachten
Theorie. Insbesondere sind die
Maxima der akustischen Aste
und die Minima der optischen
Aste nicht immer am Rand der
Brillouinzone.

Gitterschwingungen

akustisch und optische Phononen in KBr
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K.H. Hellwege, 'Einflihrung in die Festkdrperphysik', Springer, Berlin (1976).
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4.4. Phononen und spezifische Warme

44.1. Phononen

Wie beim harmonischen Oszillator konnen die Gitterschwin- T i
gungen in diskrete Zustande angeregt werden. Die Energie der \ /
entsprechenden Zustande betragt 3

— (ne 1
E = (n+§)hm : \ 3_/
Die ganze Zahl n indiziert die Anregung dieser Mode. Die Be- \\ 2 /

schreibung dieser oszillatorischen Anregungen muss quanten-
mechanisch erfolgen. Man verwendet in diesem Zusammenhang
gerne ein Telchenbild, in dem ein Anregungsgquant as Phonon
bezeichnet wird. n bezeichnet dann die Zahl der Phononen in

der entsprechenden Mode. Der Term % zeigt an, dassimmer eine Nullpunktsenergie existiert.,
d.h. die Energieim Grundzustand ist hther as die reine potenzielle Energie.

n=
X
-

Phononen haben in vielen Beziehungen einen Teilchencharakter. Sie besitzen eine Energie

hw, einen Impulshﬁ, und einen Spin S=1, d.h. es handelt sich um Bosonen.

Zu jeder Eigenschwingung mit Wellenvektor Q und Kreisfrequenz o gehotrt somit ene
temperaturabhangige Zahl von Phononen. Gemal? der Beziehung von de Broglie kann man

den Phononen einen Impuls 6 = hﬁ zuordnen. Es ist aber wichtig zu realiseren, dass es Sch
hierbei nicht um einen physikalischen Impuls der Gitteratome handelt.

Wie man sich leicht Gber- Auslenkung
zeugen kann ist dieser fir
dle Anregungen gleich null,
aulBer wenn k = 0. Es id
aber trotzdem nutzlich, diese
Grofe als Impuls zu betrach-
ten und man bezeichnet se
haufig ds Krigtalimpuls. Auf
diese Weise kann man z.B. inelastische Streuung von Photonen erkléaren, bel denen die Impul-
serhaltung gilt sofern man den Kristallimpuls des gestreuten Phonons berticksichtigt.

atomarer Impuls

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001



- 08 -

44.2. |Inelastische Streuung

Phononen konnen durch inda ~
stische Streuprozesse erzeugt, resp. elastisch
vernichtet werden. Dies kann estreut
durch inelastische ROntgenstreuung ktor
oder durch Neutronenstreuung ge- | | K
schehen. Bekanntlich wechsawir-
ken Neutronen mit den Atomker- X /]
nen. Die Impulserhaltung fordert : W;@

k+ G=Kk"x=K,

wobe k, k' die Wélenvektoren
des enfalenden, resp. gestreuten |
Neutrons bezdghnen, G danen Git- | "¢
tervektor, und K den Wellenvektor | 3
aenes Phonons, weches bam
Streuprozess erzeugt wurde. Der
Gittervektor kann immer so ge | _ -

wahit werden, dass K in der ersten | [,
Brillouinzone liegt. Das Vorzeichen

R DT T
k> W
AR S,
Ty

.

It poditiv wenn ein Phonon er-

zeugt, negativ wenn eines vernichtet wird. Natirlich muss gleichzeitig die Energieerhaltung
gewdhrleistet sein, d.h. die Energie des Phonons muss vom Neutron aufgenommen, resp. abo-
gegeben werden.

Die gleichzeitige Erhaltung von Impuls und Energie ist nicht mit alen Sonden leicht zu er-

reichen. Die Energie eines Phononsliegt bei etwa 0 .. 1012 Hz, die Wellenlange bei etwa > 1
nm. Elektromagnetische Wellen mit eine Wellenlénge von 1 nm besitzen eine Frequenz von v

= ¢/A = 31017 Hz; diese ist dso um mehrere GréRenordnungen zu hoch. Neutronen mit d-
ner Temperatur von 300 K (sog. thermische Neutronen) hingegen besitzen eine Energie von

kT, entsprechend einer Frequenz v = kT/h = 0.7.1013 Hz. Der Impuls betragt

0= V2ME = ~2mKT = +2:1.7-10274.1.1022 K9 _ 3 7.10-24MkG.
S S

Dies entspricht einer Wellenlénge von

A=h/p=6.61034/3.710%*m=0.18 nm
also gerade die richtige Grof3enordnung. Neutronen sind deshalb fur die Messung von Gitter-
schwingungen ideal geeignet, dabel der Beugung von Neutronen Energie und Impuls gleich-
zeitig erhalten werden kdnnen.

Eine solche Messung benutzt z.B. ein sog. Dreiachsenspektrometer.
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Diese drei Achsen ent-
sprechen dem Monochroma-
tor, welcher Energie und
Impuls der einfallenden Neu-
tronen bestimmt, der Probe, Monochromator Analysator
wo die indastische Streuung
stattfindet, sowie dem Ana
lysator, wo Energie und Im+ |vom Reaktor '
puls der gestreuten Neutro-
nen gemessen werden. Wie
bereits im Fall der einatomi-
gen Bass erwdhnt erhdlt
man jewels drei unter-
schiedliche  Phononenarten,

Detektor

einem |ongitudinaen Ast, bei dem die Atome in Richtung des Wellenvektors ausgelenkt wer-
den, sowie zwei transversdle Aste, bei denen die Auslenkung senkrecht zum Wellenvektor ist.

4.4.3. Energieder Gitterschwingungen

Der Energieinhalt eines Krigals setzt sich aus unterschiedlichen Beitrégen zusammen. Ei-
ner dieser Beitrdge ist die Energie der Gitterschwingungen. Diese berechnen wir ds Summe
Uber dle Schwingungsfreiheitsgrade. Alle Gitterschwingungen bel unterschiedlichen Wedlen-
vektoren sind unabhangig voneinander. Zunéchst bestimmen wir deshab den Energieinhalt
einer einzelnen Gitterschwingung bel der Temperatur T.

Dafur gehen wir aus von der Boltzmann- Yo
Vertellung, welche das Verhditnis der Be

setzungszahlen zweier benachbarter Zu- T

sténde beschreibt

Np+1/Np = eXp('—)
ol —

0 >
Die Besetzungswahrscheinlichkeit fur den 0 k m/a

Zustand mit n Phononen ist damit

Pn = Np/ZsNs = exp(-n k—)/zsex (S—)
B B

und die mittlere Anregung

<nN>=XgSpPs= ZgSNg /ZSNS—ZSsexp(sh—)/ZSex (s—)
kgT kgT

Wir benutzen die Abkurzung x = exp(-ﬁ) sodass
B
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<> = S SXS/ T xS
Wir benutzen folgende Summenformeln:
¥ X° = geometrische Reihe = i :

d 1 X
dx (1—X) - (1-x)?

TsSXS=X d—O)l(stszx

und damit
X / 1 X

<nN> =X SXS/ T xS = =
S S 1-x)>  1-x 1-X

Damit erhalten wir fir die mittlere Anregung

<n> = X _ 1 nz
T 1-x  exp(ho/kgT)-1" L
Dies ist die Planck-Verteilung. Die mittlere Energie einer | %
Gitterschwingung betragt damit e
_ ha) L4 -
~E2 = expho [ KgT) =1 °
Fiur hohe Temperaturen, T » ho/kg konnen wir die | **7 AP ] T
Exponentialfunktion entwickeln und erhalten Temperatur k, T/
kgT
<n> = —B—
n= hw

d.h. die mittlere Phononenzahl ist - bei hohen Temperaturen - proportional zur Temperatur.

Fir die mittlere Energie erhalten wir entsprechend

<g>=KT,

in Ubereingtimmung mit dem semiklassischen Aquipartitionsprinzip.

44.4. Zustandsdichte

Um die gesamte in Kristallschwingungen gespeicherte Energie zu berechnen missen wir
Uber sdmtliche Schwingungsfreiheitsgrade summieren. Wie bereits erwahnt gehoren zu jedem
Wellenvektor 3 Polarisationsfreiheitsgrade. Insgesamt miissen im Kristall pro Atom 3 Schwin-
gungsmoden existieren.
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Die Summe Uber dle Fretheitsgrade wird am besten as Integra tber eine kontinuierliche
Vertellung geschrieben

— hw
U =1 do DA®) gt TkgTy =1

wobel D;(w) die Zustandsdichte bezeichnet, also die Anzahl Zustande deren Energie zwi-

schen o und o + dw liegt. Fur die Berechnung dieser Grof3e betrachten wir zundchst die Zu-
standsdichte im k-Raum.

Dazu verlangt man, dass die Schwingungen im direkten Raum periodisch sind, mit einer
PeriodeL =N a, N » 1. Diese Periode entspricht z.B. der Grof3e desKristalls.

Dies bedeutet, dass im reziproken Raum nur
Wellenvektoren mit ky y > = £2nm/L mit n =

0, 1, ... N vorkommen konnen. Die Zu-
standsdichte (pro Polarisation) im k-Raum
wird damit

# Zustande im k-Raum

-} Kristall
i periodische Randbedingungen

L =vierd
(2rn/L)
mit V = L3 dem Volumen des betrachteten # Zustinde
Krigdls. Die Dichte ist somit konstant und mitk<k
roportional zum Volumen des Krigtalls.
prop e %ksmax (2%: )3

Die gesamte Zahl von Zustdnden, deren
Wellenvektor kleiner as kpax 1St ergibt sch

damit aus der konstanten Dichte multipliziert mit dem Volumen einer Kugel mit Radius Kppax
zu

N(Kmax) = (L/21)3(4rtkma/3) = Kmexo V/(612) .
Die Zustandsdichte im Frequenzraum erhalten wir durch Ableitung nach ®

dk k? dk
D(w) = dN(w)/dw = dN(K)/dk — =V — —
(@) = dN(o)/do = Nk ;- =V~ -
wobei wir den Index mgx nicht mehr geschrieben haben. Wir kdnnen aso die Zustandsdichte

und damit den Energieinhalt und die spezifische Wéarme berechnen, wenn wir die Dispersons-
relation w(k) kennen.

445. Debye-Model

Ein besonders einfaches und erfolgreiches Modell fir die Zustandsdichte ist dagenige von
Debye. Es beruht auf der Annahme einer konstanten Schallgeschwindigkeit vs, was fir die

Dispersonsrelation
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® = Vvgk oder k=V2 > g—kz vi
S ® S

ergibt.

Dies ist offensichtlich eine gute Naherung fir
klene Wsdlenvektoren, wo die Schal-
geschwindigkeit konstant ist. Wir erwarten Ab-
weichungen wenn kurze Wellenldngen relevant
and.

Mit dieser Naherung wird die Zustandsdichte

k> dk _ Vo?

D(w) =V Y

2n? do 2723
Die Zustandsdichte wéchst somit quadratisch mit der Frequenz.

Im Debye-Modell wird auf3erdem angenommen, dass vg und damit die Zustandsdichte im

k-Raum isotrop sa. Wie wir bereits bal der klassschen Diskussion der Gitterschwingungen
gesehen hatten gibt es aber einen maximalen Wert fir den Wellenvektor, der physkalisch
sinnvoll ist, und der dem Rand der ersten Brillouinzone entspricht. Die Form der Brillouinzo-
ne wird im Debye Modell durch eine Kugel ersetzt, wobel der Radius der Kugel so gewahit
wird, dass die Zahl der Moden innerhalb dieser Kugel der Zahl der Moden im Krigdl ent-
spricht, d.h. (ohne Berlicksichtigung der Polarisation) gleich der Anzahl N, der Atome im

Krigal:
N, = (L/2r)3(4nkp3/3) = (L kp)3/(61?)
sodass
kp = (6n2N,) V3L = (612 N/V) V3
wobei V = L3 das Kristallvolumen darstellt. Die zugehdrige Grenzfrequenz betragt
op = Vg (612 N/V) V3

Diese ist somit (Snnvollerweise) nur von der Dichte N,/V, und nicht von der Anzahl Zdlen
oder dem Kristallvolumen abhéngig.
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Im Debye-Modell ist die Zustandsdichte also gegeben durch 4
D(w)
2
Vo
D(w)=—5—% fior o<o
(@) 2123 D Debye
D(w) =0 far ®>op . o
Die gesamte Energie der Gitterschwingungen erhaten wir o,
durch Integration Uber sémtliche Frequenzen und Polarisationen
ds
D y@? ho
U =] dw D(0) <E(w)> =] do D(w) <n(w)>ho = [do ——— hol(exp(——)-1) .
0 2m°vg kgT

Im Rahmen des Debye-Modells nehmen wir aul3erdem an, dass die Schallgeschwindigkeit
nicht von der Polarisation abhangt. Dann kdnnen wir die gesamte Energie erhalten indem wir
mit der Anzahl 3 der Polarisationsfreiheitsgrade multiplizieren.

Wp
- VR J do 3/(exp(—) 1)
2 vS kgT

Wir substituieren fur das Verhétnis aus Phononen- zu thermischer Energie

x= " oder  w=xkgT/hund  do=dxkgT/h

kgT
Damit wird die gesamte Energie

4 Xp 3
3V|(T Jd

33
2nvh 0

Die obere Integrationsgrenze xp = 0/T bezeichnet das Verhdtnis aus der Debye-Energie und
der thermischen Energie.

4.4.6. Debye-Temperatur

Wir definieren die Debye-Temperatur

v 5 6mN,
kg | V

0= hﬂ)D/kB =

d.h. as Temperaturdquivalent der Debye-Frequenz. Diese gibt die Temperatur an, unterhalb
derer sich bel der spezifischen Warme Quanteneffekte bemerkbar machen. Fir Temperaturen
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oberhalb der Debye-Temperatur sind ale Moden angeregt, da ja oberhalb der Debye-
Frequenz keine Moden existieren.

Li B ] C | o F LT
- Debye-Temperatur und
L E-ES0 | ras s " = u & 2230 * i
D5 | 200 Wiirmeleitfihigkeit oo | oo b
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1.41 1 56 Wirmeleilzahl bin MK in Wem- ! K- 237 11.48
K Ca Sc Ti v Cr Min Fe Lo M Cu I G Ga As Be Br
sie |#@0 |90, 4o Pusc Peao |0 s, la0 [ma fee fasg fara Mo fee oo (R A
1.0 o8 Jose Jam Josd Joos foeo | o0 Jos Jao |16 o Qose | ose Voo
Fb o ¥ Ir Hb Mo Tc Ru Rh Pd AE cd In %n « | Sh Te | e
| ooy 147w | om0 o 2ol | 2 jﬂugaﬂ | o gl aan Larem] sowe | oooe | remg | oee JRagg | e | o o lee
058 QA7 §0.23 | 054 |1 0581 [1497 rveo Jarz 429 1087 oz 067 [ 024 oo .
Ca Ba La i || M Ta ] A [#] Ir P Au Hi T Pb Bi Pi AR R
s | o ey Losew 2o ofaoe | aso sone (e fasc fass  fris Pras faoe ol o] e | e e
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T
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Sieist proportiona zur Schallgeschwindigkeit des Materials und somit hoher fir harte Mate-
rialien. Typische Metalle haben Debye Temperaturen die nahe bei der Raumtemperatur liegen.
Das Maximum wir erreicht beim Diamant, wahrend die Edelgase, welche Van der Wads Kri-
stalle bilden, einerelativ niedrige Debye-Temperatur haben. Das gleiche gilt fur die Alkdime-
talle, welche sehr weich sind.

Mit dieser Definition wird

Vg 561°N,
kgT \ Vv

(1)3: v ) 612N,
0 keT) V

Wir multiplizieren die Energie mit der rechten Seite dieser Gleichung und dividieren durch die
linke Saite.

Xp =06/T =

oder
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3 Xp 3

U= 9kBTNZ( ) jd x = O

X1 kgT

44.7. Spezifische Warme im Debye-M oddll

Praktisch misst man nie den gesamten Energieinhalt, sondern die Anderung der Tempera-
tur pro zugefthrte Energieeinheit, resp. die spezifische Warme, d.h. die Anderung der Energie
pro Temperatureinheit. Wenn wir diese mit Hilfe der klassischen Mechanik berechnen erhalten

wir einen Wert von rund 3RT = 25 kJ(Mol K), unabhangig vom Material.

Tatsachlich findet man [ Wiirmekaparzitiit unterhalb der Debye-Temperatur
experimentell fur vide

Materialien einen Wert in Germanium |_
diessr  GroRRenordnung, 0-374K
wie hier fir Germanium =

und Silizium gezeigt. Flr ; /-Silizium
tiefere Temperaturen T < - ' _

0 hingegen fdlt die gezi- / /’6 =645 K

[
T

fische Warme stark ab
und geht gegen Null. Dies
ist ein Effekt der Quan-
tenmechanik, der durch
das Debye-Modédll gut re-
produziert wird.

Cp / J/Mol K

Die spezifische Warme
Ist gegeben durch die
Ableitung nach der Tem- 0 100 200 300

peratur Temperatur in K

oy = dU/dT = d/dT

3Vh/(2nevd) de(o o3/(exp(hw/(kgT))-1) .
0

exp(hw/ kgT)
(exp(ho / kgT) —1)°

®p
=3Vh(2nvs® kgT?) [ do o
0
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T P 4 2
=9kg N, (6) [ dx x* e¥l(e*-1)°.
0

Fir hohe Temperaturen (d.h. kleines x) kon-
nen wir diesen Ausdruck anndhern durch

T)\3 *D
c,\/:9kBNZ(6) [dx x2=3kg N;

J

=3R=2494 ,
Mol K

d.h. dem klassischen Wert. In diesem Bereich

spezifische Wiirmekaparitil in J/( Mol K}

I I I I
04 0.6 0.5 1

!
0.2

reduzierte Temperatur T/8

sind dle Gitterschwingungen vollstandig angeregt und die Quantiserung spielt keine Rolle

mehr.
T/@
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1 1 T T 1 I I I I 1 ¥ ' 1 I 1 I 1 1 | li 1 1 ]
6 — C d NG‘: AK Br . .:’}. an’ R (-.:_:___._,_. +Tn.ﬁ'b‘_+_£'.m__-
_F N Ll 17}
6'_‘55” Tl + B . N = -VL‘?_
cal _“-- | 4 M‘-—-ﬂ- <
moig - Pb, Ag, KCl, Zn, NaCt, Cu, AL, Cafy, C
5 {
a 4L ™
gy 7
= 3
< I Zn
Nl c
© 1'_ Y e
i jAt Cafl gFeS, Cu KCL
- P NaCi
|4 1/[1| A T T N T R SRS N N R S A
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 28
/0

Vide Materidien zeigen eine Temperaturabhangigkeit der spezifischen Wéarme, welche
recht gut mit dem Debye-Modell Ubereinstimmt. Die Kurven | wurden hier der Ubersichtlich-
keit halber in horizontaler Richtung, die Kurven [11 in vertikaler Richtung verschoben. Wie die
Figur zeigt néhert sich die Molwarme fur hohe Temperaturen dem klassischen Wert an. Fur
niedrige Temperaturen erhélt man aber wesentlich tiefere Werte, welche fir T->0 gegen Null

gehen.
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448. DasTS Gesetz

Fir kleine Temperaturen finden wir eine gute Naherung fir die Energie indem wir die
obere Grenze des Integrals xp = 6/T gegen unendlich gehen lassen.

U= 9kTN(] dx
B z je—l

Flr die Integration benutzen wir, dass
s l/a®=1(al)

indem wir setzen a= X, Damit wird

fdx —fdxx32 eX =73, jdxx3 e,

e“ -1 0 0
Fir das Integral finden wir in einer Tabelle
[ dx xM e = X 5,_g 1 (-1)F mx™T/(men)! dtY
Fur m=3, a= -serhalten wir
[dx x3 e =™ 323 (-1)" 6 x3T((31)! (-9 .

An der oberen Grenze des Integrals (<) verschwinden ale Terme. An der unteren Grenze
(x=0) verschwinden ebenfalls alle Terme aul3er r=3. Damit wird

[dx x3 e = 6/s?
0

und

jdx =635 Us*=n?15,

e’ -1
wobei fur die Summe wiederum auf eine Formel sammlung verwiesen werden muss.

Damit wird die Energie
3
U =3n%5kgT N, (6)

und die Warmekapazitéat
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T 3 T 3
oy = dU/dT = 127%/5 kg N, (6) =234 kg N, (6)

Diese Form ist as Debye'sches T3 Gesetz oder Debye'sche T3 Naherung bekannt. Es kann
qualitativ leicht interpretiert werden: bei einer Temperatur T sind digienigen Moden aktiviert,
deren Schwingungsfrequenz kleiner ist als kT/h.

Ein schones Beispie fir dieses T3 Verhdten | 2=

wird von Argon gdiefert. Die gute Uberein- Festos Ar}ﬁon
stimmung mag zundchst erstaunen, ist das Mo- w’/

d
—_
-~
~
o

dell doch relativ einfach und vernachlassigt ins- 4

besondere die Tatsache, dass die Schalge-
schwindigkeit an der Oberflache der Brillouin-
Zone gegen Null geht Uberhaupt nicht bertick-
sichtigt. Die Moden in diesem Bereich sind aber
gerade die mit den héchsten Energien und des-
halb bel tiefen Temperaturen praktisch nicht
mehr angeregt. Der Temperaturbereich, der
hier gezeigt wird, liegt um mehr ds eine Gro-
Renordnung unterhalb der Debye-Temperatur of o S E—

von Ar (65 = 92K). ' S

13,33

A
e

@
0
o

Spezifische Wérme in m! Mol~! Gra

P

S

449. Veenfachtes Modell

Man kann das T3 Gesetz auch mit Hilfe eines noch einfacheren Modells herleiten. Dazu
nimmt man an, dass alle Moden, deren Phononenenergie klein ist gegentiber der thermischen
Energie, ho < kgT vollsténdig angeregt sind, ale Moden mit hdherer Energie gar nicht. Fur

die Welenvektoren bedeutet dies: Alle Moden mit Wellenvektor

k <kt =kgT/hvg

sind vollsténdig angeregt sind, alle kurzwelligeren Moden gar nicht. Die maximale Welenzahl
Ist proportional zur Frequenz und damit zur Temperatur.

Wie wir bereits diskutiert hatten ist die Zahl der Moden, deren Wedlenzahl kleiner ist ds en
Maximawert kT gegeben durch die Zahl der Punkte im Innern der entsprechenden Kugel im

reziproken Raum und damit zur dritten Potenz von kt. Bal Temperaturen weit oberhalb der

Debye-Temperatur 6 sind ale Moden vollstdndig angeregt; die Zahl der angeregten Moden
betragt dann 3 Nz und die Energie entspricht dem klassischen Grenzwert 3 Nz kg T. Be

Temperaturen unterhalb der Debye-Temperatur sollte die Zahl der angeregten Moden mit

3
(g) abnehmen. Damit betragt die Energie in diesesm Modell

3
U=3NszT(g) .
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Die spezifische Wéarme wird damit

T 3
cy =du/dT = 12Nz kg (6) .

Die T3-Abhéngigkeit spiegelt aso einfach wieder, dass die Anzahl der Moden in einer Kugel
des k-Raumes proportional zur dritten Potenz des Radius dieser Kugel ist.

4.4.10. DasEinstein-M oddll

Im Debye-Moddl hatten wir angenommen, dass die Zustandsdichte konstant sai. Einstein
hat ein noch einfacheres Modell aufgestellt, wo alle Phononen die gleiche Energie haben.

Hier ist die Zustandsdichte also eine &-Funktion. Die Energie wird \
dann D(w)

3N7z® Debye

Einstein

U=3Nnho =

vyE

Damit wird die Warmekapazitét

2 hw /KT
CV—dU—?,Nk(hm) ( e

= — = 5

Wir betrachten zunéchst den Grenzfall kT >> hw. Dann kann die Exponentialfunktion ent-
wickelt werden und wir erhalten

oy = 3Nk = 3R/Moal ,

d.h. das klassische Dulong-Petit’ sche Gesetz. Bel hohen Temperaturen ergibt die Einstein’ sche
Naherung also das gleiche Resultat wie die Debye-Naherung.

Bel tiefen Temperaturen, kKT << hw kann die 1 gegenuiber der Exponentialfunktion ver-
nachl&ssigt werden. Wir erhalten

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001



- 110 -

1 haolkT
-~ e ,
Cv T2
also einen exponentiellen Abfal. Be tiefen Tempe-
raturen passen die experimentellen Resultate besser
auf die Theorie von Debye, da die Zustandsdichte
der Phononen niedriger Energie besser durch die
Debye-Theorie beschrieben wird. Das Eingen
Modell ist besser geeignet fir die Beschreibung op-
tischer Phononen, wo die Zustandsdichte starker
auf elne Frequenz konzentriert ist.

44.11. Reale Zustandsdichten

Die einfachen Modelle, die wir bisher diskutiert
haben, kdnnen die Redité nicht exakt wiederge-
ben. Die wirklichen Zustandsdichten enthalten im-
mer Singularitdten. Wie diese zustande kommen
kann man bereits anhand des einfachen Modédls
der linearen Kette diskutieren, welches am Anfang
dieses Kapitels eingefihrt wurde. Dort lautete die
Dispersonsrelation

(D_ZNMS'”(

Die Zustandsdichte wird dann (in 1D)

ka)‘

D(w) ~ dk/de = /(dw/dk) =

Vergleich Einstein / Debye

spezifische Wirmekapazitit in J/(Mol K)

Debye

Einstein

0z 04 [¥; ¥ 1
reduzierte Temperatur T/0

D (w)

real

\

M_ 1
C

ka, -
acos(—
S,)

Offenbar erhdt man eine Divergenz an der Zonengrenze, wo k - m/a, d.h. wo die Gruppen-

geschwindigkeit verschwindet.

In drei Dimensionen erhdt man wiederum am einfachsten im k-Raum. Da hier die Zu-
standsdichte konstant ist benétigt man lediglich das Volumen zwischen den beiden Fléchen

mit Frequenz o und o+dm.
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Der Abstand zwischen den beiden Isofrequenzfl&
chen bel @ und o+dw betragt dk/do = l/vg. Damit

wird die Zustandsdichte

D(w) = V/(2m)3 [ dSy/vg ,

vg die Grup-

- 111 -

wobel  dS,,

das H&
chenelement
darstellt und

pengeschwindigkeit fir die entsprechende Frequenz.
Das Integral lauft Gber die gesamte | sofrequenzfléche.

Auch in drei Dimensionen hat die Zustandsdichte
offenbar immer dann Singularitdten wenn die Grup-
pengeschwindigkeit gegen Null geht, wie z.B. im obi-
gen Modell an der Grenze der Brillouin-Zone. Sol-
che Féle treten in realen Systemen recht haufig auf.

200 —

Frequency {(cm—)

LC | LO

Q

T K X

r L X W L DOS

Hier sind s Beispid die Dispersonsrelationen fur Si dargestellt. Die Projektion der Linien
auf die vertikale Achse ergibt die Zustandsdichte. Offendichtlich tritt bel den optischen Pho-
nonen eine sehr hohe Zustandsdichte auf.
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400 —es

Ge LO | LO

300

200 -

Frequency (cm—)

100 —

r K X T L X w L DOS

Die Zustandsdichte von Germanium sieht sehr dhnlich aus, da die beiden Materialien die
gleiche Struktur besitzen. Ge hat die grofere Atommasse und deshalb die niedrigeren
Schwingungsfrequenzen.

b Diw! Oivi=2a 0w 400 =2 206w
Ag NaC(Cl .
Diamant
l !
wn:[ ;
| ! ! Y
9 1 2 3.101 10 -10‘]‘E e
=2 rad sec’! vew/ix sec Yo/ 2 sec”!

Hier sind drei weitere Beispiele von Zustandsdichten typischer Festkorper dargestellt. Dia
mant besitzt offenbar eine sehr hohe Zustandsdichte bei den hochsten Frequenzen. Eingtein
hatte sein Modell anhand dieses Systems untersucht; hier ist die Ubereinstimmung mit am be-
sen.

Der Grund fir den guten Erfolg des Debye Modéells be tiefen Temperaturen trotz dieser
grofl3en Differenzen in der Zustandsdichte liegt darin dass diese Divergenzen bel tiefen Tem-
peraturen kaum mehr angeregt werden.
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Die abnehmende Bedeutung der Pononen | 4
hoher Frequenz sent man z.B. wenn man das

¢ C 300D(w)<n> D(w)<n>
Produkt aus Zustandsdichte (hier im Debye- T/0=0.1 ng’is

Model) und Besetzungszahl als Funktion der 30D(w)<n>
Frequenz darstellt. Je tiefer die Temperatur de- T/6=0.3
sto tiefer die Frequenz, bel der diese Funktion
ihr Maximum aufwe <.
3D(w)

rrrJ|] 1T rrrJrrrrrrrorrroom™

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 W

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001



45. Anharmonische Effekte

45.1. Potenzial

- 114 -

Bisher haben wir im Potenzial der einzelnen Atome nur den quadratischen Term bertick-
sichtigt. Dies hat eine Rethe von Konsequenzen fir die Resultate:

Wir erhalten Welen, die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind. Es gibt keine
Wechselwirkungen zwischen den Moden

Das Volumen des Krigdls ist temperatur-unabhéngig, d.h. der Warmeausdehnungs-
koeffizient verschwindet.

Die dastischen Konstanten sind nicht abhangig von Druck und Temperatur und snd

identisch fUr adiabatische oder isotherme Bedingungen.

e Die gpezifische Warme nahert sich fir hohe Temperaturen dem klassischen Wert an.

Echte Potenziale sind aber nie Uber
den ganzen Bereich harmonisch. Wéah
rend die harmonische Naherung in der
Néahe des Gleichgewichts, d.h. fur kle-
ne Auslenkungen, eine gute Naherung
darstellt, findet man fur hohere Anre-
gungen immer eine Abweichung. Typi-
scherweise wird das Potenzia dann fir
kleinere Abstande steller, fur grolere
flacher. Somit verschiebt sich die mitt-
lere Aufenthatswahrscheinlichkeit nach
auf3en.

Die oben erwdhnten Punkte werden
dleungiltig:

e Anharmonische Terme koppeln
die Phononen

e Warmeausdehnung.

Wi

Anharmonisches Potenzial

!3121‘[ —
1 w/
10
r_ / bot
5 ~
A 7
| - 7
- /
) /
7
2
hew
i
v=0
g

¢ Die elastischen Konstanten werden abhéngig von Druck und Temperatur.
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45.2.

W ar meausdehnung

T

T T T T T Y T
5,46 Tripelpunkt —

52| festes Argon

538 /‘
[ »

5,34 /
i .

5,30 a--/-(.

Gitterkonstante

I L L ! 1
0 20 40 &0

Temperatur in K

q1,62

1166

11,70

=
b}
B

21,78

?

Dichte in g cm 3

Y, Z) geht durch die Erwarmung in den Punkt (x+dXx,
y+dy, z+dz) Uber, wobe die Verschiebung (dx, dy, dz)

gegeben ist durch

; dx) (B11 B2 B3
ar| V= Bio Box Boz ||V
dz) (P13 B2z Bas

und der symmetrische (B12 = B21) Tensor () den linea
ren Warmeausdehnungskoeffizienten darstellt. Wie blich

- 115 -

Die Wéarmeausdehung ist proportional zum Term
dritter Ordnung des Potenziadls, dem niedrigsten
Term, welcher die Symmetrie des Potenzials stort: er
sorgt dafiir, dass bel hoher angeregten Zustéanden der
Schwerpunkt bel grofReren Distanzen liegt. Der Ef-
fekt soll hier nicht quantitativ diskutiert werden; es
sollen aber einige Aspekte der Symmetrie diskutiert
werden.

Das Potenzial und damit der Wéarmeausdehnungs-
koeffizient snd in Kristallen im algemeinen aniso-
trop. Eine Kugel mit Radius r wird durch eine Tem-
peraturerhdhung deshalb in ein Ellipsoid verformt.

Ein Punkt (x,

/@, dy, dz)

V4 (x, vz

lésst sich dieser Tensor in einem Koordinatensystem schreiben, in dem er diagona wird. Die
entsprechenden Richtungen sind gegeben durch die Symmetrie des Krigtals und die Diago-
nal elemente heil3en Hauptausdehnungskoeffizienten f;.

Fdlsin einem Kristall Symmetrieachsen vorhanden sind, missen die Hauptachsen entlang
der Symmetrieachsen orientiert sein.

Ist die Zahligkeit dieser Achsen > 2, so missen die Hauptwerte senkrecht zu
dieser Achse identisch sein. In einem kubischen Kristall sind die drel Koeffizien-
ten deshalb aus Symmetriegriinden identisch.
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Tabelle 12.1. Lineare thermische Ausdehnungskoeffizienten
rietall q‘rmmefrle [2 8 [2 . Binhait
ARL AJUVINEL hJ Y LAX4EAU VLY V BN P” AU4EIL1ICL Y
B1 Bo B
Na(Cl kub 40 — — 10-6/°C
CaF; kub. 19 — — 10-6/°C
Cd hexag. 17 49 — 10-6/°C
Zn hexag 14 55 — 10-6/°C
Kalkspat trigonal —6 26 — 10-6/°C
Quarz trigonal 19 9 - 10-6/°C
Kunstst{}ﬁ x awial {1} AN 7O Q mo » . 1n_610f‘1
X181 (Looit} { 2,0 19,0 SAVERS A
A1 1 L WaY 10 5% ) L W -NlaVal
ATAgoniIt IO n. U 10 527 10U "/ C
Chrysoberyll rhomb. 6,0 6,0 5,2 10-6/°C
* Polystyrol, auf die fiinffache Linge verstreckt

In der Tabelle sind einige Warmeausdehnungskoeffizienten fir axial symmetrische wie auch
flr nichtaxiale Systeme zusammengestellt.
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4.6. Warmeeitung

4.6.1. Grundlagen

Wir betrachten Trans .
port von Warme ohne |heisses - *-'" ~a \ kaltes
Massentransport. Dies |Ende o A)\r\* & Ende
kommt dadurch zustande

dass an einem Ende eines geschlossenen Behdters (resp. Festkorpers) die Telchen erwarmt
werden, am anderen Ende gekiihlt. Dadurch bewegen sich gleich viele Tellchen nach links wie
nach rechts, so dass kein Massentransport stattfindet. Die Tellchen, welche sich nach rechts
bewegen, haben jedoch im Durchschnitt die hohere Energie, so dass ein Energietransport
nach rechts stattfindet.

Die Warmeeitung in Kristallen kann im Rahmen eines Modells beschrieben werden, wd-
ches an die kinetische Gastheorie angelehnt ist. Die Phononen stellen Atome des Gases dar.
Gemal3 der kinetischen Gastheorie ist die Warmeleitung K eines Mediums gegeben durch

K=13Cv/,
wobei C die spezifische Warme der Phononenist, v deren Geschwindigkeit, und / die mittlere

freie Weglange. Diese wird in erster Linie bestimmt durch die Streuung an Kristallfehlern und
anderen Phononen.

4.6.2. StoRe von Phonen

Ein wirklicher Warmetransport durch Phononen kann nur stattfinden wenn die Phononen
selber ein thermisches Gleichgewicht mit den tbrigen Freiheitsgraden erreichen.

Wir missen deshdb de T, T,
Wechselwirkungen betrachten, IO
die én solches Gleichgewicht g
erzeugen koénnen. Ohne diee
Prozesse stelt sch im Krigdl

keine Temperaturverteilung ein.
Gleichzeitig erzeugen solche empirische Temperaturverteilung
Prozesse einen Widerstand flr A

den Warmefluss.

» L - - »

» » - - - Tz - -

E,UJ r\/\/\l_;,(ﬂ =
. . . . Wechsalwirkungen finden z.B. statt, wenn das Gitter nicht
ideal ist. Man bezeichnet dies als Stol3e der Phononen mit Git-

terfehlern. Solche Prozesse kdnnen qualitativ leicht verstanden

werden, in Anaogie zur Optik: ein Gitterfehler andert den
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Welenwiderstand, d.h. die Brechzahl des Mediums. An solchen Stellen werden Wdlen (tell-
weise) reflektiert.

Die StolRe der Phononen mit statischen Gitterfehlern fihren nicht nur zu Anderung der
Energie, die Frequenz des einlaufenden und auslaufenden Phonons sind identisch. Sie bewir-
ken deshalb keine Thermaliserung der Energie. Interessanterweise fihren auch Dreiphono-
nenprozesse,

R1+ RZZ Rg,

bei denen die Impulserhatung gilt, nicht zu einem thermischen Gleichgewicht oder einem
Warmewiderstand.

Das Gleichgewicht mit dem Gitter wird erst erreicht durch die sogenannten Umklapp-
Prozesse, wo

WO 6 einen Vektor desreziproken Gitters darstellt.

Dies geschieht immer dann wenn
der resultierende Wellenvektor aus
der ersten Brillouin-Zone herausragt.
Wie wir gesehen haben sind solche
Wellenvektoren physikalisch  ohne K,,m,
Bedeutung und der Impuls ist immer ’\/\/\/
nur modulo eines Vektors des rezi- /\/\/\' \/\ﬁ
proken Gitters definiert. Reicht die
Summe von zwe Wellenvektoren kz,ﬂlz
einlaufender Phononen Uber die Bril-
louinzone hinaus, so entspricht der
physikalische Impuls des resultierenden Phonons nicht dieser mathematischen Summe, son-
dern einem Wellenvektor innerhab der Brillouinzone, welcher sich von der Summe um einen

Brillouinzone
kl,ml

l

Gittervektor 6 unterscheidet. Prozesse, bei denen G=0 ist werden N- oder Normalprozesse
genannt.

Offensichtlich kdnnen solche Prozesse im Rahmen des einfachen Modells, welches wir zu
Beginn dieses Kapitel diskutiert hatten, nicht stattfinden, da bei einer monotonen Beziehung
(k) die Energie nicht erhalten bliebe. Solche Umklappprozesse kdnnen jedoch auftreten
wenn anharmonische Terme verschiedene Phononenzweige koppeln. Die Wahrscheinlichkeit
fUr das Auftreten solcher Prozesse ist deshalb stark systemabhangig. Es ist jedoch moglich,
einige allgemeine Aussagen Uber die Temperaturabhéngigkeit zu machen.

46.3. FreeWeglange

Bel hohen Temperaturen dominiert die Phonon-Phonon Streuung, wobel nur U-Prozesse
wesentlich beitragen. Diese finden nur dann statt wenn der resultierende Wellenvektor |k +
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ko| langer ist as der Radius der ersten Brillouin-Zone. Phononen, die diese Bedingung erfiil-
len, haben relativ hohe Energien von der Groflenordnung kg 6/2. Bei niedrigen Temperaturen
sind nur wenige solche Phononen vorhanden. Thre Zahl nimmt gemal? Boltzmann mit exp(-
0/2T) ab. Wir erwarten deshab, dass die inverse mittlere freie Weglange in diesem Bereich
proportional zur Anzahl Phononen ist, deren Energie grof3er ist als die halbe Debye-Energie:

1/( ~ <# Phononen mit Energie > 6/2> = D(wp/2) nop /2lkBT :
e

-1

und damit
eh(DD/ZKBT _1
D((DD /2)

~

oder, mit der Debye-Temperatur

6 = hop/kg und D(wp/2) ~ ©vp?

e(9/2T 1 'Y
62 . bo

Fur hohe Temperaturen T » 6 wird die mittlere freie
Weglange damit indirekt proportional zur Temperatur

[~

[(~1UT .

Fir einfache Kristalle findet man auch tatsachlich ene
Temperaturabhangigkeit der Warmeleitfahigkeit, welche
proportional zu 1/T lauft. Wenn die Kristalle komplexer T

werden, und inshesondere unterschiedliche Atome ent-
halten, wird das Phononenspektrum zu kompliziert, als dass es noch mit dem hier verwende-
ten einfachen Modell behandelt werden konnte.

Gitterschwingungen 6. Dezember 2001



- 120 -

Unterhalb der Debye-Temperatur Oberflichenstreuung

wéachst die mittlere freie Weglange e S
exponentiell mit /T. Dies ist in der 07
Figur flr einige einfache Beispiele
gezeigt. b

Die LT Abhangigkeit stimmt
ebenfals nicht bei amorphen Mate-
ridlien, wie z.B. Quarzglas. In die
sem Fall ist schon das Konzept - o
nes Phonons etwas fragwirdig, da
die Bindungsstarke von Atom zu

Atom variiert und die mittlere freie w5
Wegléange aufgrund der hohen De- 5
fektdichte praktisch nur noch einer 0/T

Bindungsange entspricht. In diesem
Fal dominiert die Streuung an statischen Gitterfehlern Gber die Phononen-Phononen Streu-
ung und unsere obigen Annahmen stimmen nicht mehr.

46.4. Tieftemperaturverhalten

Fur niedrige Temperaturen T « 6 wird

(~ell,
Die mittlere freie Weglange nimmt also mit ab- ‘
nehmender Temperatur zu. Oberhalb der Debye- e
Temperatur ist diese Zunahme linear in der Tempera- | . =
tur, unterhalb wird sie exponentiell. Dies gilt solange |- 5%
Phonon-Phonon Streuung den dominanten Beitrag | @S 2
darstelt. Wenn der Beitrag der Krigtdlfehler domi- %‘,3535
nant wird, wird die freie Weglange temperatur- |2 22
unabhangig. Streuprozesse finden dann nur noch an |& .5 .5
Kristallfehlern und an der Oberflache statt, wo eben- [&5 2 _
fals Krigtdlfehler vorhanden sind. Temperatur
J Wiarmeleitfahigkeit
samk - Bel gut polierten Oberflachen kdnnen Phononen
0 A L aber elastisch gestreut werden, sodass die mittlere freie
ot & 2% Weglange grol3 gegentiber den Kristaldimensionen
wl i ' wird. Phononen breiten sich dann ballistisch, dso ohne
T e GhT Streuung im Kristall aus.
3o0r | \ Diamant
MRSV
Ly N
T& & @ 0 20K
T
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In einem solchen Fal kann die Wér-
meleitfahigkeit von den Dimensionen der
Probe abhangen. In diesem Belspid wur-
de die mittlere freile Weglange enerseits
durch tiefe Temperaturen und einen gu-
ten Krigal erhoht, andererseits wurde
der Probenkristall isotopenrein gemacht,
um Streuprozesse aufgrund der datisti-
schen Massenvertellung zu reduzieren.
Die Tatsache dass die beiden Kristalle un-
terschiedliche Wéarme eitfahigkeitskoeffi-
Zienten aufweisen deutet darauf hin, dass
die mittlere freile Weglange grofder ist ds
die Dimensionen des Krigtdls. Deshalb
werden im kleineren Kristall die Phono-
nen rascher gestreut.

4.6.5. Isotopeneffekte

Ein Beitrag zur Streuung kann auch
die Isotopenverteilung sein: unterschiedli-
che Massen der Gitteratome wirken fir
Phononen genau wie Gitterfehler und
fUhren zu Streuung.

Diese Effekte kdnnen recht grol3 san,
auch bel geringen Antellen ‘falscher’ 1so-
tope. In Diamant, z.B., wo in natUrlicher

Haufigkeit ca. 1% der Atome 13C Isotope
snd, kann die Warmeeitfdhigkeit noch-
mals stark gesteigert werden wenn die
Diamanten aus isotopenreéinem Kohlen-
stoff erzeugt werden.

Die Warmdetfahigkeit hangt nicht nur
von der freien Weglange ab, sondern auch
von der Warmekapazitét. Bei tiefen Tem-
peraturen, wo die freie Weglange tempe-
ratur-unabhangig wird, erwarten wir so-
mit ein dhnliches Verhaten wie bei der
Warmekapazitét, die mit der dritten Po-
tenz der Temperatur abnimmt.

3
K~ (I) |
0
Diese Beziehung wird z.B. fir zwe unter-
schiedliche Germaniumkristalle gefunden.
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Inshesondere beim reinen "4Ge Kristall, wo Streuprozesse an Fehlstellen selten sind, passt die-
se Beziehung sehr gut.

Grob gilt dso
T>0: [~UT , K~UT, cy ~ konstant

T <T<0: r~eT, K~elT |, coy~—~T

T<TL: [~d, K~-T3, oy~T3.
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