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2. Symmetrieund Struktur

2.1. Ordnungin Festkdrpern

21.1. Atomtheorie

Die griechischen Philosophen stellten als erste die Frage, ob es mdglich sai, einen bestimm-
ten Korper beliebig oft zu tellen. Demokrit von Abdera beantwortete diese Frage as erster
negativ, in dem er forderte, dass dle Materie aus identischen Teilchen aufgebaut sein sollte,
den Atomen. Diese Ansicht wurde dann von Aristoteles widersprochen, und erst im 18 Jh.
fanden die aufblihenden Naturwissenschaften wieder Hinwelse darauf, dass es doch solche
Tellchen geben sollte. Dafir sprachen insbesondere auch Beobachtungen der Kristalogra-
phen.

Se ddlten fest, dass Krigalle, wenn se wachsen oder
wenn se gespaten werden beinahe perfekte Oberflachen
bilden, und, dass zwischen verschiedenen solchen Obefla
chen nur ganz bestimmte Winkel auftreten.

SEM Eild

Dieser Befund konnte relativ leicht
erklart werden, wenn man davon aus
ging, dass diese Krigtalle aus einer Vid-
zahl von identischen Tellchen zusam-
mengesetzt waren (RJ. Haily, traté

crystallographie, Paris 1801) .

Nicht nur beim Kristalwachstum erhdlt
man Krigdlflachen mit gleichen Winken,
man findet auch, dass bestimmte Fl&chen i
beim Spalten von Kristalen bevorzugt auf- [P
treten.

Die Idee, dass Kriddle aus atomaren
Einheiten bestehen, wurde spater durch un-
terschiedliche Methoden betétigt, v.a. nattr-
lich durch Beugungsexperimente (Friedrich,
Knipping und Laue, 1912).
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Seit einigen Jahren ist es auch moglich, die atomare Struktur von
Festkdrpern auch direkt zu beobachten, z.B. mit Hilfe der Tunnelmikro-
skopie. In diesem Beispiel wurde eine Nickeloberflache abgebildet. Heute
gehen wir deshab selbstverstandlich davon aus, dass Festkorper aus
Atomen oder Molekuilen aufgebaut sind.

2.1.2. Langreichweitige Ordnung

Die Atome oder Molekile kdnnen auf unterschiedliche Weise im FestkOrper angeordnet
sein. Man kann se insbesondere auf Grund des Grades an Ordnung auf unterschiedlichen
L dngenskalen klassfizieren.

krigtallin: periodische, langreichweitige Ordnung. Dieses Idedbild ist kristallin
Ausgangspunkt der meisten Theorien im Bereich der Festkdrperphy-

sk. QQQ

e polykrigtdlin: Auf kurzen Langenskaen o o 0 0
poRTETR sind diese Systeme krigtalin. Der makrosko- QPP

0 Q pische Korper umfaldt jedoch vide einzelne

0000 Q0 @ Kisde QQQ

guaskrigdlin:  Quaskrigdle |quasikristallin

2

A weisen langreichweitige Ordnung
.“- .- Sie besitzen 5- oder 10-z&hlige
e Y Symmetie o929
. -. -#". amorph: In amorphen Materia o
% lien ist die direkte Umgebung
relativ gut (aber nicht perfekt)
definiert Q Q9
Auf einer Skala von typischer-
[ 6e0g]* - Oktaeder weise einigen Nanometern nimmt oo 0 °
einer Skala von mehr as 10 Nanometern sind amor-
phe Materialien homogen und isotrop. Zu den amor-

auf, sind aber nicht periodisch. 0 °
L
' eines Atoms oder Molekils | amorph
A é WNV der Grad der Ordnung ab und auf
6 6el,1 -
A’%@’AA\ (6.0l -Tetraeder phen Materidien gehdren v.a. Glaser und Polymere,

N7 (57 | genoren una Folymere
Nﬂ‘k" darunter auch viele biologische Materiaien. Viele Ei-
4@;, N7 L7 Netzwerk genschaften von amorphen Materiaien héangen stark
QA von ihrer Herstellung ab. So kann man Glaser ds , un-

Li* (Netzwerk-Modifier) terkihlte Flissigkeiten, welche zu kalt sind zum ean-

frieren* betrachten: ihre Viskositét ist zu hoch als, dass
sein den energetisch tiefer liegenden kristallinen Zu-
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stand Ubergehen konnten. Diese Abhangigkeit von der Herstellung ist ein wichtiger Grund
dafUr, dass z.B. die Herstellung von Glésern lange Zeit mehr eine Kunst as eine Wissenschaft

war.

flUssgkrigtalin:

schwindet. Ihre Position besitzt auch keine Fernordnung (auf3er in maximal

einer Dimension).

Flussigkrigtale haben inzwischen in verschiedenen Bereichen eine wichtig Q
Rolle erhalten, nicht nur in Anzeigen, sondern auch in Polymeren.

Flissgkrigtdline Materidien zeigen
Ordnung, wobel z.B. nur die Orientierung der Molekile diese Ordnung za-
gen kann, oder die Position in einer Dimension. Sie besitzen jedoch im Ge-
gensatz zu Festkorpern keine Formbestandigkeit, d.h. ihr Schermodul ver- o 0

lagert Proteine.

langreichweitige Q

Flissigkrigtale 0
spidlen auch in

der Biologie eine
wichtige Rolle Membranen von
Zdlen sind flussigkrigdlin, d.h.
die Molekile sind im Mittel dle
gleich ausgerichtet und befinden
sich in einer Ebene. Diese Ebene
ist jedoch leicht verformbar, da
die Molekile in der Ebene fre
beweglich sind. Diese Membranen
werden primdr aus fettsdure-
dhnlichen Molekilen gebildet,
ahnlich wie Seifenschaum. Darin
eingelagert ,, schwimmen* einge-

Die Physik hat sichin der zweiten Halfte des 20. JH vor alem mit der Untersuchung per-
fekter Kristale beschéftigt, wobel Defekte und Verunreinigungen ads Stérungen betrachtet
wurden. Dieses Vorgehen hat enorme Erfolge gebracht und z.B. die Grundalge fiur die Hab-
leiterindustrie gelegt. In den 80er und 90er Jahren haben dann einige Physiker auch entdeckt,
dass die Physik auch zur Untersuchung von amorphen Systemen einiges beitragen kann.

J-

. 'r;:, The Nobel Prize in
WP physics 1991

"for discovering that methods developed for studving order
phenomena in simple svstems can be generalized to more
complex forms of matter, in particular to liquid crystals and
polymers"

Strukturbestimmung

Ein wichtiger Schritt war hier die Verleilhung des Nobelpreises
1991 an Pierre Gilles de Gennes. Die Untersuchung von Materidi-
en ohne langreichweitige Ordnung dirfte in Zukunft eine zuneh-
mend wichtige Rolle spielen, da Polymere und Gléser (z.B. metalli-
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sche Gléaser, amorphes Silizium) auch industriell zunehmend wichtiger werden. In dieser Vor-
lesung werden wir aber voraussichtlich darauf verzichten und uns auf Systeme mit Trandati-
onssymmetrie beschranken. Der Grund dafir ist einerseits unser Curriculum, andererseits
auch die Tatsache, dass die Beschreibung von amorphen Systemen noch nicht so welt ist, dass
de sch fur einen Einfhrungskurs gut eignet. Wer daran interessiert ist kann sich z.B. die
Spezialvorlesung von Prof. Béhmer anhdren.

2.1.3. Trandationssymmetrie

Wie bereits erwéahnt betrachtet man in der Festkorperphysik zunéchst idede Krigtale. Dar-
unter stellt man sich einen unendlich ausgedehnten Korper mit periodisch wiederholten Ein-
heiten vor. Es soll hier aber klar gemacht werden, dass solche Korper in der Natur nicht exi-
stieren, und zwar aus 2 Grinden:

e Bei endlicher Temperatur ist ein System ohne Fehler, welches damit perfekt geordnet wa
re und Entropie null hétte, thermodynamisch instabil.

e Einideder Krigal ist immer unendlich ausgedehnt, da eine Oberflache einen Bruch der
Symmetrie bewirkt.

Diese Grundannahme bedeutet auch, dass Oberflacheneffekte (in dieser Néherung) nicht
berticksichtigt werden.

Die Wiederholung der Grundeinheit erfolgt Kristallgitter
so dass die resultierende Anordnung Trandati-
onssymmetrie zeigt. Das bedeutet, dass es
moglich ist, diese Anordnung um einen be-
stimmten Betrag zu verschieben, und dadurch
das System in ein ununterscheidbares System

Uberzufiihren. In der Figur sind zwe solche
Moglichkeiten dargestellt. Es gibt aber ene
unendliche Zahl von Trandlationen, welche die-

se Bedingung eflllen. Es ist dlerdings nicht

notig, diese Operationen einzeln aufzuzahlen, ! !

man kann sie nach einer einfachen Formel zu-

sammenfassen. Man bendtigt fir jede Dimension einen Basis-Trandationsvektor, welchen wir
asa;, a und ag bezeichnen. Eine allgemeine Trandation in drel Dimensionen wird dann defi-

niert als die Operation

- -

?=?+ u151+u2§2 +U3§3=I‘+T
wobei die Indices u; beliebige ganze Zahlen darstellen. Diese Beziehung gilt fir jeden Punkt

des Krigdls, nicht nur fur die Position der Atome. Die Gesamtheit der Trandationen '? defi-
niert das Raumgitter oder Bravais-Gitter.

Die Tatsache, dass die meisten Festkérper, welche aus wenigen Bauelementen zusammen-
gesetzt sind, in periodischen Strukturen erstarren &% sich leicht as eine Konsequenz der
Energieminimierung verstehen: Wenn ein Atom, lon oder Molekll in einer bestimmten Um-
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gebung die geringste Energie besitzt, so muss dies auch fir dle anderen Atome, lonen oder
Molekile der gleichen Art gelten. Die Nachbarschaft aler gleichartigen Atome sollte dso die
gleiche sein. Diesist aber identisch mit der Aussage, dass man die Nachbarschaft eines Atoms
auf die Umgebung eines anderen abbilden kann.

2.14. Einhetszelle

Um ane Kristallstruktur zu definieren braucht man offensichtlich zusétzliche Information.
Das Gitter sagt, auf welche Art die Bausteine aneinander gefiigt werden missen. Wir brau-
chen aber noch die Kenntnis der Bausteine. Diese werden as Einheltszelle beze chnet.

Die Einheitszellen kénnen auf beiebige Weise defi-
niert werden, so lange se unter den Trandationen des
Gitters den Krigtdl vollsténdig flllen. Eine naheliegende
Maoglichkeit zur Definition der Einheitszelle ist deshab
die Menge aller Punkte, welche durch

- - - -
r=x1a1+Xpap+Xx3a3 0<x<1

bestimmt wird. Das Volumen der Zelle kann mit Hilfe der V ektoralgebra bestimmt werden:
V=lag apxag|

Eine andere Methode zur Konstruktion einer Einheitszelle ist die von Wigner und Seitz.

Dazu zieht man von einem Gitterpunkt Verbin-
dungdinien zu alen Nachbarn und fdlt darauf die
mittel halbierende Ebene. Die Kombination dieser Li-
nien ergibt die Wigner-Seitz Zelle.

Bel der Wigner-Seitz Zelle befindet sich der Git-
terpunkt im Zentrum der Einheitszelle, im Gegen-
satz zur konventionellen Wahl, wo die Punkte sch
auf den Ecken befinden und die Form eine andere
ig.
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Auch mit der Wigner-Seitz Einheltszelle kann man je
doch den Raum fullen.

Ahnlich kann man das Wig-

ner-Seitz Vefahren in 3 Di-
mensionen anwenden. Man falt
hier jewells die mittelhalbieren-
de Ebene. In diesem Begid
wurde die Konstruktion auf en
raumzentriertes Gitter ange-
wendet. Das Zentrum der Ein-
heitszelleist im Zentrum eines Wurfds, die nachsten Nachbarn gt-
zen an den Ecken des Wilrfels.

Die Einhatszelle enthdlt im algemeinen mehrere Atome, auch
bei primitiven Gittern. Einatomige Einheitszellen kommen nur bel Kristallen vor, welche aus
einer einzigen Atomsorte bestehen, und auch dann nur wenn samtliche Atome durch Tranda
tionen ineinander Ubergefthrt werden kdnnen.

2.15. Rotationssymmetrie und Gruppen

Kristallgitter konnen nicht nur durch Trandationen in sich selbst Ubergefiihrt werden, son-
dern auch durch andere Symmetrieoperationen, insbesondere Drehungen und Spiegel ungen.

Wir betrachten zunéchst den Effekt solcher Operationen auf einzelne Elemente. Man unter-
scheidet die folgenden Symmetriedlemente:

Drehachsen C; oder A,

Inversion | oder i
Spiegelebene
Drehinversionsachsen S oder |,

Inversionszentrum und Spiegelebene &ndern die Handigkeit eines Objektes, se fihren aso
eine linke Hand in eine rechte Hand Gber. Krigtale mit intrinsscher Handigkeit konnen somit
keines dieser Symmetrieelemente enthalten. Ein Krigal, welcher Molekile mit entgegenge-
setzter Handigkeit enthdlt kann hingegen Spiegelebenen enthalten, welche die eine Form in
die andere Uberfihren.

In diesem Beispid exigtiert eine vierzahlige Rotati-
onsachse, welche die vier L-formigen Objekte inein-
ander Uberfuhrt. Allgemein entspricht eine n-zdhlige
Rotationsachse einer Symmetrieachse, welche Dre-
hungen um ganzzahlige Vielfache von 2rt/n bewirkt.

Meistens treten diese Elemente nicht einzeln auf,
sondern in Kombinationen. In diesem Beispiel existiert
auch eine Spiegelebene, welche senkrecht zur Rotati-
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onsachse liegt und durch die vier Elemente lauft. Wéren die beiden Schenkel dieser Elemente
gleich lang, so wirden aul3erdem vier zweizéhlige Rotationsachsen existieren, welche in der

Ebene liegen wirden.

Es sind nicht beliebige Kombinationen von Symmetrieelementen mdglich, da die Symme-
trieclemente selber unter den Symmetrieoperationen der Ubrigen Elemente auch erhalten
bleiben missen. So kdnnen einzelne Symmetrieelemente nur senkrecht zueinander oder in
einer Ebene liegen. Zwel Symmetrieebenen kdnnen somit nur senkrecht zueinander stehen,

(o}
aber drei Ebenen kdnnen einen Winkel von jewells 60 untereinander einschlief?en. Aul3erdem
erzeugt die Kombination von zwei Elementen haufig ein drittes Element. So erzeugen zwel
Symmetrieebenen die senkrecht aufeinander stehen eine zweizéhlige Drehachse in ihrer
Schnittgeraden.
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Die verschiedenen Kom-
binationen von Symmetrie-
elementen  werden  ds
Symmetriegruppen be-
zeichnet. Dabel handelt es
sch um Gruppen im ma
thematischen Sinn, d.h. jede
Kombination von zwe
Symmetrieelementen der
Gruppe erzeugt wieder en
Element der Gruppe, es exi-
stiert eine Einhelt, sowie die
Inverse. Die verschiedenen
Gruppen werden nach zwel
verschiedenen Systemen
klassert. Es existieren einer-
seits die sog. Schonflies-
Symbole, andererseits die
Klassfikation nach Her-
mann-Maugin, welche auch
ds international bezeichnet
wird.

Die Punktsymmetrieope-
rationen  werden  nach
Schonflies wie folgt bezeich-
net:

G (=2 3, 4,6) j-fache Ro-
tationsachse
G Inversionszentrum

Cs Spiegelebene

S Jfache
Inversonsachse
D; j- 2fache Rotationsach-
sen senkrecht zu einer j-
fachen Rotationsachse

T 4 3fache und 3 4fache
Rotationsachsen in  einem
Tetraeder

O 4 3fache und 3 4fache
Rotationsachsen in  einem
Oktaeder

Dreh-
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2.2. ldealeKrigalle

2.2.1. Primitive und nicht-primitve Gitter

Die Menge der Trandationsvektoren ergibt das Gitter. Da se die Symmetrieoperationen
zusammenfassen sind Kristallgitter ein wichtiges Hilfsmittel zur Charakterisierung von Kri-
salen. Das bedeutet aber nicht, dass ein gegebener Kristall eindeutig zu einem bestimmten
Gitter zugeordnet werden kann. Haufig gibt es verschiedene Mdglichkeiten, ein Gitter zu spe-
zifizieren. Eine gegebene Anordnung von Atomen oder Molekilen kann auf unterschiedliche
Weisein eine Einheitszelle und ein Gitter zerlegt werden.

In der Figur it eéine Anordnung von |  primitiv1 primitiv 2 nicht primitiv
Atomen aufgezeichnet, die in der Natur
relativ haufig vorkommt. Offendichtlich Q Q Q
gibt es mehrere verschiedene Mdoglich- Q o o @ o Q
keiten, die Gittervektoren a; und ap zu | & ay ﬁ‘io
definieren. Die ersten beiden Moglichkei- 9 g 3
ten sind hierbei gleichwertig. Die dritte | 4 Q a, ()
hingegen unterscheidet sich dadurch, | 9 o . .
dass es mit den hierdurch definierten Q Q ®
Trandationen nicht moglich ig, die Q @ Q
dunklen Atome auf dies Positionen der

hellen zu bringen. Dementsprechend enthalt die dritte Elementarzelle zwei Atome, wahrend
bei den ersten beiden Varianten die Elementarzelle jewells nur ein Atom enthélt. Man be-
zeichnet die ersten beiden Gitter als primitiv, das dritte as nicht primitiv.

Bel der Ermittlung der Anzahl Atome pro Elementarzelle muss berticksichtigt werden,
dass die Atome am Rand der Zelle zu mehreren Zellen beitragen, aber nur einmal gerechnet
werden dirfen. Man hat die Wahl, entweder die Elementarzelle leicht zu verschieben, so dass
alle Atome nur in einer Zelle liegen, oder man zéhlt bei einem Atom, welches zu n Zellen ba-
tragt, jeweils nur 1/n. Offenbar entspricht bel einem Atom in der Seitenflache n = 2, auf einer
Kante n=3 oder 4, und auf der Ecke eines Wirfelsn = 8.

Die Symmetrie eines Kristalls ergibt sich nun durch die Kombination der Punktsymmetrie-
gruppen, angewendet auf die Einheitszelle, mit der Trandationsgruppe des Gitters. Nicht dle
moglichen Punktsymmetriegruppen sind aber mit periodischen Gittern vertréglich. Insgesamt
gibt es 32 Punktsymmetrieklassen, die auch in periodischen Systemen vorkommen koénnen.
Diese enthalten Spiegel ebenen, sowie Rotationsachsen mit 2, 3, 4- und 6 zahliger Symmetrie.
Flnf- oder zehnzahlige Achsen sind nur moglich, wenn das Gitter nicht raumlich periodisch
I

Ba alen Symmetrieoperationen bleibt eine Menge von Gitterpunkten fest, namlich die
Punkte, welche auf das Symmetrieelement fallen.
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Die Tabdle
fasst nochmals
dle 32 Punkt-
symmetrie-
gruppen  zu-
sammen, wd-
che mit
Trandations
gittern  kom-
patibel  gnd.
Die Bezech-
nungen snd
nach  Schon-
flies und nach
Herrmann-
Maugin ange-
geben. Jede
dieser Punkt-
symmetrie-
gruppen kann
durch an
oder mehrere
Symmetriee-
lemente  er-
zeugt werden,
wobel telwe-
se unter-
schiedliche
Moglichkeiten
bestehen, die-
e Elemente
Zu wahlen.
Die Zahl Q
bezeichnet die
Anzahl  &qui-
vaenter Pog-
tionen in dl-
gemeiner La

ge.

Tabelle 3.1, Die 32 Punktsymmetriekiassen, geordnet nach den erzeugenden

Symmelricelementen

Nr. Symbol nach Erzengende Symmetrieele. 12 | Kristall-
Schanflieal Hermann. mente unter Verwendung von gyatam
Mauguin | Inversionsachsen Spiegel. (Ziffer 3.3}
ebenen
_] 5] 1 A 1 [triklin
2 (g 2 Al 2 | monoklin
3| 3 I H 3 |trigonal
% ’a 4 A 4 | tetragonal
5 | Cyg i A3 6 | hexagonal
i 31[ = f:-:; 1 = 2 |triklin
T |8 =00 i | ]z 0z 2 | monoklin
8 | 8y '-_-f-ugl E =4+ Z 6 |trigonal
f JS-:.:, 4 Iz 4 | tetragonal
10 |8 =y | B I Ay + 0% [ 6 | hexagonal
1l |\Da =V | 222 Af -+ Ay 4 | orthorhomb,
12 | Dy 32 A+ A% G | trigonal
13 | Dy 42 e o H 8 | tetragonal
14 | Dg 622 A+ A 12 | hexagonal
15 [y mm 2 A+ Iy A% 4 oy | 4 |orthorhomb.
16 'r-".aﬂ Eﬁ"i! -ﬂ't;+ I:l .A.: +ﬂ'l|| ﬁ t-ri._gﬂna]
17 | € 4mm A:+ I3 A7+ oy | B | tetragonal
18 | Ty & i m Ai+ 1§ A + oy |12 | hexagonal
19 | Dy 3 m st A=At Av L F 12 | trigonal
20 | Deg = Vg 42m 154 Ay 8 | tetragonal
21 | Digy G2 m L+Ai=0+1% 12 | hexagonal
:.3'2 {:g,, E".rm' A+ & A+ 7, | 4 | monoklin
3:} .;.1,!. l!:,l e J‘I: - E J"d:_ + ¥s e tﬂt-m-ﬂclﬂﬂ-l
24 | Can fi/m A+ 2 Ai 4+ 0. |12 | hexagonal
26 | ey = Fyl mmm A+ A+ & ' 8 | orthorhomb,
98 | Dy 4 e m 15+ A4 & 16 | tetraponal
27 | Dan 6/ m m P+ AV Z 24 | hexagonal
28 | T 23 Akab | 4z 12 | kubisch
20 |0 132 A5 4 A 24 |kubisch
30 | Ty +3m I e O 24 | kubisch
31 1 Ty i b A 4 A+ 2 24 | kubisch
32 10y m 3 m A¥e . 42 48 | kubisch

sSymbole: 4, A A

J-I:.I.:E;hf:.r.n .f:!

Z=i

p-zithlige Deckachsen in z, . y-Richtung

p-zihlige Inversionsachsen in z, », y-Richtung
dreizihlige Deckachse in Richtung der Raumdiagonalen
Inversionszentrum
Spiegelebene | 2
{vertikale} Spiegelebene durch z
: p-zihlige Deckachse
p-zihlige Inversionsachse
Spiegelebenc

p-rihlige Deckachse und Spiegelebene | dazu
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2.2.2.  Kristallsysteme

Die Kombination der Punktsymmetriegruppen mit dem Trans- A
lationsgitter ergibt insgesamt 230 unterschiedliche Raumgitter
oder Raumgruppen. Diese werden eingeteilt in seben Krigtdlsy-
steme, welche unterschieden werden aufgrund von Bedingungen
an die Achsen a, b, c der Einheitszelle, sowie die Winkel o, B, x.

1) Triklin: a# b #

C,a#p#y: kene
Symmetrie

2) Monoklin: a# b
#C, 0=y =90°=

21 Co ; primitiv, ba
sSszentriert

3) Orthorombisch: az=b=#c,a=p =y = 90°
: 3 Cy primitiv, basiszentriert, raumzentriert, fl&
chenzentriert

4) Hexagond: a=b #c, oo = B = 90% y =
120° : 1 Cg primitiv

5) Rhomboedrisch (trigonal): a= b =c, o =
=v# 90 < 120°: 1 C3 primitiv

6) Tetragona: a=b=#c,oo=pf=y=900:1

Cy4 primitiv, raumzentriert
7) Kubisch: a=b=c, o= =y=90°: 4 C3 primitiv, raumzentriert, flachenzentriert

Diese seben Krigtalsysteme werden weiter differenziert in 14 Bravais-Gitter. Zu jedem
Krigtallsystem gibt es ein primitives Gitter. Beim monoklinen gibt es aul3erdem ein basszen-
triertes, d.h. die Einheitszelle besitzt nicht nur Gitterpunkte an den Ecken, sondern auch im
Zentrum der durch a und b aufgespannten Flache. Dieses Gitter ist dso nicht primitiv. Bem
orthorombischen gibt es ebenfalls ein basiszentriertes Gitter, sowie zusétzlich ein raumzen-
triertes (oder innenzentriertes) und ein flachenzentriertes. Beim tetragonalen Gitter gibt es en
raumzentriertes und beim kubischen ein raumzentriertes und ein flachenzentriertes. Ein bass
zentriertes oder raumzentriertes Gitter besitzen zwe Gitterpunkte pro Einhetszelle, en fl&
chenzentriertes Gitter vier.

NatUrlich wére es bel alen nichtprimitiven Gittern ebenfalls mdglich, eine andere Einheits-

zelle zu wahlen, sodass das Gitter primitiv wirde. Haufig sind aber die Rechnungen einfacher
in einem nichtprimitiven Gitter durchzufihren.
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2.2.3. Miller Indices

In der Kristallographie spielen die sog. Net-
zebenen eine grof3e Rolle. Dabel handelt es
sich um (gedachte) Ebenen, die mit Atomen
besetzt snd. Wie man sich leicht tberzeugen
kann sind die Atome in einer solchen Ebene
ebenfalls periodisch angeordnet, wobei die Pe-
riodizitét grofder sein kann als die Periodizitét
desKrigtals. Diese Netzebenen kdnnen durch
jewdlls drei ganze Zahlen eindeutig charak-
terisiert werden. Dafr bestimmt man die Ab-
schnitte, an denen die Ebene die Achsen
schneidet. Die Achsenabschnitte werden in

Vidfachen der Einheitszelle (also nicht der primitiven Elementarzelle) bestimmt. Im hier ge-
zeigten Bespid sind dies die Zahlen 3 und 1. Die Miller Indizes erhdt man, indem man den
Kehrwert der Achsenabschnitte bildet (hier: 1/3, 1/1) und das kleinste ganzzahlige Verhdltnis
bestimmt (hier: 1, 3). Fur Achsen abschnitte 6, 2, 3 erhdlt man somit die Kehrwerte 1/6, 1/2 =
3/6, 1/3 = 2/6 und damit Miller Indices (132). Liegt die Netzebene paralel zu einer Achse, 0
betragt der entsprechende Achsenabschnitt unendlich und der Index 0. Negative Achsenab-
schnitte werden mit einem Querstrich bezei chnet.

(100)

(110) (111)

Einige Beispide von Miller Indizes fur héufig verwendete Ebenen sind in der Figur zu-
sammengestellt. Jede Netzebene entspricht einer Netzebenenschar, d.h. einer unendlichen
Schar von aquivalenten Ebenen, welche paralle zueinander in einem festen Abstand liegen.
Diese Netzebenen entsprechen auch moglichen Spaltflachen oder Wachstumsebenen von Kri-

ddlen.
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224. Bespide

Dievidleicht einfachste Kristallstruktur ist das primitiv kubische Git-
ter. Die Atome sind in diesem Fal auf den Ecken eines Wiirfds ange-
ordnet, so dass jede Einheitszelle ein Atom enthdlt.

In einem flachenzentrierten kubischen Gitter

snd drei weitere Atome pro Einheitszelle vor-
handen.

Auch bel einer solchen Struktur kann
man eine primitive Einheitszelle wahlen.
Diese ist dementsprechend 4 mal kleiner ds
die konventionelle,

Die Energie enes Krigdls kann mes
optimiert werden wenn die Kugeln moglichst dicht gepackt snd.
Es stellt sich somit die Frage, welche Anordnung von Kugeln den
Raum optimal fillt. In einer Dimension ist die Antwort enfach:
Die Kugeln werden in einer Relhe direkt aneinander gelegt.

In zwal Dimensionen kann man

Reihen von Kugeln jewells um ene Gitterkonstante verscho-
ben aneinander figen und erhdlt eine dichteste Kugel packung.

Fiogt man zwe solcher
Schichten aufeinander, so wird
der Schichtabstand minimda

wenn sich die Kugeln der obe-
ren Lage Uber einer Licke der unteren Lage befinden. Flugt
man eine dritte Schicht auf diese beiden, so kann dies auf zwel
Arten optimiert werden: Man legt die dritte Schicht vertikal
Uber die erste oder

man verschiebt se nochmals in die gleiche Richtung wie
beim ersten Schritt, so dass die dritte Uber die gemeinsame
L ticke der blauen und roten Schicht zu liegen kommt. Die er-
ste Folge wird ds ABAB charakterisert, die zweite ds
ABCABC. Beide Varianten kommen vor.
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Die erste Variante wird as hexagonal dichteste Kugelpackung
bezeichnet. Die 3zéhlige Achse (=c-Achse) steht senkrecht auf der
Zeichenebene.

Die zwete Variante entspricht dem

flachenzentrierten kubischen Gitter, wo-
bei die Stapelrichtung der Raumdiago-
nale des Wrfels entspricht.

In einem flachenzentrierten kubischen
Gitter ist 74% des Raumes gefillt. In

einem innenzentrierten kubischen Gitter
ist die Raumfillung 68%, in einem einfachen kubischen Gitter 52%,
und in einem Diamantgitter 34%.

Einerelativ wichtige Struk-
tur ist digjenige des Diamanten.

Zusitzlich zu enem fl&

@ chenzentrierten  kubischen
Gitter enthdt Diamant je

@ @ wells eén Atom an der Stdle
(1/4, 14, 1/4) und den ent-

Q sprechenden  &quivaenten

Q @ Positionen.

Vide Hableter, wie z.B.
@ S oder GaAs krigdliseren

in der Diamantstruktur. Bea

den bindren Hableitern werden die Gitterplétize ab-

wechselnd mit Ga oder As belegt.
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Krigale, die aus mehr as einer Atomsorte beste-
hen, enthalten dementsprechend mehrere Atome pro
Einhelitszelle. Ein relativ einfaches Beispid ist NaCl,

Kochsaz. Da die Na'lonen kleiner sind ds die CI-
lonen ist esin diesem an kubisch flachenzentriertes
Gitter energetisch am gunstigsten.

Dies bedeutet, dassin einem Untergitter, welches
nur die CI°, resp. Na" lonen enthalt, jeweils Ecken

und Flachenmittelpunkte eines Kubus besetzt sind.
Man kann das Gitter aber auch as primitiv kubisches Gitter (mit der halben Gitterkonstante,
d.h. /8 Volumen der Einheitszelle) beschreiben, bei dem die Gitterplétze alternierend mit C,
resp. Nabesetzt sind.

2.25. Quaskristalle

Wie bereits erwadhnt sind funfzahlige Rotationsachsen in einem System mit Trandations-
symmetrie nicht moglich. Man hat deshalb lange Zeit geglaubt, dass solche Kristalle nicht exi-
stieren wirden. Erst 1984 wurden erstmals in Beugungsexperimenten 10-zéhlige Symmetrie-
achsen gefunden, und etwas spéter konnte man diese Symmetrie auch makroskopisch nach-
weisen,
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Mit Hilfe der Elektronenmikroskopie findet man die
funfzahlige Symmetrie sowohl in der Morphologie der (/%
Kristalle wie auch in der atomaren Struktur.

Die gleiche Symme-

| trie findet man auch in ||
3 hochaufl6senden Mikro-
8| skopie Bildern, welche ||
SRR | Cdirekt die  atomare
PR (| Struktur darstellen. Da
diese Materidien zwar |-
8| einen hohen Ordnungs-
grad, aber keine Tranda
tionssymmetrie aufwe-
sen, werden se ds Qua
sikristale bezeichnet.

' — Die Details dieser Strukturen sind noch nicht in dlen Falen
vollstéandig verstanden. Sie basieren jedoch auf raumlich nichtperiodischen Strukturen.

| 2
TS Byl
I.&'fﬁ"#‘.ﬁ #‘ Ziava¥
ST A v
7N SN SATS
AN AT v
AYVY Ve AWV Y VY

In zwei Dimensionen kénnen solche Struktu-
ren den Raum vollstéandig abdecken. Bekannt dafir sind vor allem die Elemente von Penrose.
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2.3. _Strukturbestimmung

2.3.1. Mikroskopie

Die atomare Struktur eines Kérpers kann viele seiner Eigen- (Sonden:
schaften erkldren und ist deshalb immer von grossem Interesse. |5 .
Um diese Struktur zu bestimmen bendtigt man ein Werkzeug, | RONtgenstrahlen
welches in atomaren GréRen arbeiten kann. In erster Linie benutzt | Elektronenstrahlen
man daflr €l ektromagnetische Wellen mit kurzer Wellenlange, sog. | Neutronen
Rontgen- oder X-Strahlen. Auch Materiewellen snd mit Erfolg

eingesetzt worden, in erster Linie Elektronen- oder Neutronen- Atome

strahlen, aber neuerdings auch Atomstrahlen. Mech. Sonden
Die erste Methode, welche Atome direkt |Field lon Microscope |

sichtbar machte, war die Feld-lonen Mikro- he  Soreen

skopie. Es handelt sich dabel um en relativ
einfaches Gerdt: im wesentlichen bendtigt o

man eine sehr scharfe Spitze, an die man "
eine postive eektrische Spannung anlegt.
Dadurch erhdlt man an der Spitze ein sehr |— .:.®/ @

hohes el ektrisches Feld. AulRerhab der Spit-
ze befindet sich mit niedrigem Druck en
Gas, typischerweise Helium. Wenn ein Hdi-
umatom in die Nahe der Spitze gelangt,
wird es durch dieses enorme dektrische v
Feld ionisert, das heildt diese Metalspitze 1
Zieht eines der Elektronen des Heliumatoms

weg. Dadurch wird das Heliumatom zu &-
nem positiv geladenen Heliumion und wird nun durch das starke elektrische Feld sehr rasch
von der Spitze weg beschleunigt. Nach einer Distanz von etwa 10 cm trifft es auf einen
Schirm, wo es sichtbar gemacht wird. Da sich die Atome auf dem direktesten Weg von der
Spitze entfernen, entsteht dadurch auf dem Schirm ein direktes Bild der Spitze. Die Vergro-
[ferung kommit direkt durch das Verhéltnis des Radius der Spitze zur Distanz vom Schirm zu-
stande und bendtigt keine weiteren abbildenden Elemente. Man erhdlt also auf diese Welse auf
dem Schirm ein Bild dieser Spitze mit sehr hoher Auflésung. Allerdings ist das Bild ziemlich
stark verzerrt.

Strukturbestimmung 7. November 2001



- 33 -

Diese Art von Mikroskopie ist inzwi-
schen mehr ds 40 Jahre dt, sorgt aber
immer noch fir spektakulére Bilder, wie
diese Serie von Bildern, welche zeigen,
dass man damit nicht nur atomare Auf-
|6sung erhélt, also einzelne Atome sehen
kann, sondern diesen sogar be ihrer
Bewegung Uber die Oberflache zuschau-
en. Was Sie hier sehen ist die Oberflache
einer Wolframspitze, auf der sich zwei
einzelne Atome bewegen, welche durch
diesen dreieckigen Pfell markiert snd.
Belm unteren handelt es sich um ein W-
Atom, beim oberen um en Re-Atom.
Wie Sie sehen bewegen sich diese beiden
Atome gegenuiber dem konstanten Gitter zwischen den einzelnen Bildern. (Aus T.T. Tsong,
Atom-probe field ion microscopy., Cambridge University Press, Cambridge (1990).)

Um ein weniger verzerrtes Bild einer beliebigen atomaren Struktur zu erhalten bendtigt
man eine Abbildungsoptik, die unabhangig vom abzubildenden Objekt ist. Die Wdlenldnge
des abbildenden Feldes miissen dazu kleiner sein as die abzubildenden Strukturen. Verwendet
man el ektromagnetische Wellen (d.h. Rontgenstrahlen), sind abbildende Linsen praktisch nicht
herstellbar.
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Verwendet man jedoch Elektronen fur die Abbil- .
dung, so kénnen Linsen mit elektromagnetischen Fd- El(ﬂ(tl‘OllEllllllkl‘OSkOp

dern erzeugt werden.
Elektronen- I
quelle N

Objekt  — pit magnetische
Linsen

Hochgeziichtet Systeme sind in der Lage, Atome
direkt abzubilden. Daflr muss allerdings eine Vergro-
ferung um mindestens 7 Groldenordnungen erreicht
werden. Aufgrund der damit verbundenen techni-
schen Schwierigkeiten ist dies erst seit einigen Jahren —
moglich und stellt immer noch kein Routineverfahren Bild auf dem Schirm
dar.

2.3.2. Rastersonden Mikroskopie

Und schlieldich benutzt man seit einigen Jahren erfolgreich mechanische Proben, in erster
Linie feine Drahte, welche einer Oberfl&che entlang gefiihrt werden.

Die Methode, mit der man die Strukturelle Information erhdt hangt nun stark davon ab,
welches dieser Werkzeuge man verwendet. Im Falle der Rastersonden Mikroskopie ist die
Methode sehr direkt: man tastet den Gegenstand mit der Probe ab und zeichnet die Position
der Probe auf, um so direkt ein Bild der Oberflache zu erhalten.
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Diese Methode wurde 1982 von Binnig
und Rohrer am IBM Forschungdabo-
ratorium in Rischlikon entwickelt. Dabel
wurde eine feine Spitze Uber eine Ober-
flache gefiihrt, wobel der Abstand zwi-
schen der Spitze und der Oberflache kon-
stant gehalten wurde. Indem man die Po-
sition der Spitze aufzeichnete, konnte man
ein Bild der Oberflache erhadten. Man ta
stet aso die Oberflache mit einer Spitze
ab, benutzt aso eine Art verfenerten
Tastsinn, um die Oberfléche sichtbar zu
machen.

Insbesondere hat man auch gelernt, mit
dem Mikroskop Atome zu verschie-

-3 -

Control
Electronics

ben, nicht nur zu beobachten. Se
sehen hier als Beispiel einen Ring aus
48 Eisenatomen, welche mit einer
Rastertunnelspitze auf der Oberflé
che eingesammelt und an einen Ort
gebracht wurden. Anschliessend
wurde das gleiche Mikroskop daftr
verwendet, sie abzubilden.

2.3.3. _Rodntgenbeugung

Vor der Entwicklung der direkten

Methoden war die einzige Mdglich-

keit, mit atomarer Auflésung Informationen tber Kristallstrukturen zu erhalten, die Verwen-
dung von Beugungsmethoden, aso die Streuung einer Wdle an einer periodischen Struktur.
Voraussetzung dafUr ist, dass die Wdlenlange der verwendeten Strahlung von der gleichen
GroélRenordnung ist wie die Abstande zwischen den Atomen, also weniger als 1 nm.

Die Beugung von Wellen an periodischen Strukturen wurde u.a. von Bragg erklart. Seine
Erkl&rung ist sehr anschaulich und liefert das richtige Resultat. Man betrachtet dabel eine Re-

he von parallelen Ebenen.

Strukturbestimmung

Im Krigtall snd dies nattrlich keine wirklichen
Ebenen, sondern Netzebenen, dso zwedimenso-
nale Anordnungen von Atomen.
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Jede dieser Ebenen reflektiert einen Tell der
enfalenden Wdle Wie grol3 dieser Antel i
héngt von der Welle selber ab, sowie von der
Netzebene: wie dicht sind die Atome gepackt,
was fur eine Art von Atomen sind es etc. Typi-
sche Werte fur die Reflektivitét einer einzelnen

Ebene liegen bei 10 - 1073,

Fur die Herleitung der Bragg-Bedingung be-
zeichnen wir den Abstand zwischen diesen Ebe-
nen as d. Fals der Brechungsindex dieser Ebe-
nen von demjenigen des Ubrigen Materias ab-
weicht, wird an diesen Ebenen jewells ein Tell der

Weéllereflektiert. Daes sich um eine Wdle handelt
tritt beim Beobachter Interferenz ein, d.h. die gesamte reflektierte Wele ergibt sich durch li-
neare Superposition der einzelnen Wellen.

Damit positive Interferenz entsteht muss der Lauf-
zeitunterschied zwischen den einzelnen Telwellen en
Viefaches der Wdlenlange sain, d.h.

9,
2dsind=nA —o— ® > —\. é P

Dies ist die sogenannte Bragg-Bedingung. Sie erlaubt A _ Id
die Bestimmung der mdglichen Reflexionsrichtungen, | . £ sm(-)‘ .

sagt aber noch nichts Uber die Intensitdt des Beu-
gungsmaximums. Um gut aufgeloste Beugungsbilder
zu erhalten benétigt man offenbar Wedlen, deren Wd-
lenlénge vergleichbar ist mit dem Abstand der unter- | __g ° ° ° o

suchten Netzebenen, also im Bereich von 1A bis 1 nm.

2.34. Beugungvon Materiewellen

Anstelle von Rontgenstrahlen kann man auch Materiewellen fir Beugungsuntersuchungen
verwenden. Gemal3 de Broglie betragt die Wellenlange eines Teilchens mit Impuls p

A=h/p, oder k=p/h.

Fur nichtrelativistische Elektronen der Energie E erh@lt man den Impuls als

p = ~2mE

und daraus die Wellenlange als
A= %(eV)l/ 2nm
VE

oder rund 150 eV fir eine Wellenldnge von 0.1 nm.
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Elektronenstrahlen ergeben
deshalb sehr &hnliche Beu-
gungsmuster wie Rontgen-
strahlen.

Die Eindringtiefe von Elek-
tronen dieser Energie ist recht
klen (1-5 nm), sodass dch
Elektronenbeugung in erster
Linie fur die Untersuchung
von Oberflachen eignet.

Ebenfalls recht haufig ver-
wendet werden Neutronen.
Da diese rund 1836 md
schwerer snd als Elektronen
haben sie eine sehr vid kirze-
re Wellenlange, resp. eine sehr
viel niedrigere Energie bel der

e Elektronenbeugung

Vergleich der
Beugungsmuster von

Rontgen und
Elektronenstrahlen

gleichen Welenlange:

0.1 nm wird erreicht bei einer Energie von 80 meV.

10—~
N
N
5 AN
\| Réntgenphotonen
o 1,0 NN
£ MO N
: < =X
2 05 ] « Neutronen
= b, i
Elektronen N
L el N
‘"\\\
\\ﬂ
0'11 5 10 50 100

Photonenenergie in keV
Neutronenenergie in 0,01 eV
Elektronenenergie in 100 eV
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. 12.4
A (A) =
Der  we E(keV)
sentliche  Un- Ao (R) = 12
terschied zwi- VE(eV)
schen  Elek-
tronen (oder | (&) = 228
Rontgen- E(eV)
strahlen) und

Neutronen liegt in der Art ihrer
Wechsalwirkung: Neutronen wech-
selwirken in erster Linie mit den
Atomkernen, nicht mit den Elek-
tronen, und die Stérke der Wech-
selwirkung hangt nicht von der
Ladung ab. Sie kann deshab fur
Kerne mit @nlicher Ordnungszahl
oder fir Isotope des gleichen Ele-
mentes stark variieren. Neutronen
sind attraktive Sonden fur die
Messung an leichten Kernen, we-
che mit Rontgenstrahlen fast un-
sichtbar sind. Die Eindringtiefe
kann sehr stark variieren, von we-
nigen um bis zu mehreren Zenti-
metern.
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Reaktor als Neutronenquelle (ILL Grenoble)

Guide hall

Reactor hall

Neutronen konnen alerdings nicht im Labormalistab genutzt werden: Man benétigt ds
Quelle einen Reaktor (wie hier am ILL in Grenoble) oder einen Beschleuniger (wie in der ge-
planten Neutronenquelle ESS).
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IN6 Flugzeitspektrometer

Ajustable dwaphragm
Trple
—4 monhochromator
Liquid Ny o == Neutron-guide
Beryllium filter
Colli mator

nti-overlop chopper

Fermi chopper

Somple

Vertical Honmntai

(a) (b)

Auch die eigentlichen Spektrometer sind sehr aufwandige Grol3gerédte, welche nur an we-
nigen Forschungszentren zur Verfligung stehen.
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24. Dasreziproke Gitter

Die Bragg-Bedingung liefert zwar eine Bedingung fUr das Auftreten von ROntgen-
Reflexen, aber es ist zum einen keine hinreichende Bedingung, zum zweiten liefert Se keine
Intensitéten. Wie grof3 die Intensitét der gestreuten Welle ist hangt davon ab, wie stark die en-
zelnen Ebenen reflektieren. Im Falle der Rontgenstrahlung ist diese im wesentlichen propor-
tional zur Elektronendichte. Um die Intensitét der gestreuten Welle zu berechnen gentigt das
einfache Bild einer Netzebene nicht mehr. In Wirklichket trégt der gesamte Kristal zur
Streuung der einfallenden Welle bei. Fur die Berechnung der Streuintensitdt miissen wir - im
Falle der Rontgenbeugung - die raumliche Abhangigkeit der Elektronendichte betrachten.

24.1. Periodizitat der Elektronendichte

Aufgrund der Periodizitét des Kristalls muss die Elektronendichte ebenfalls periodisch sein,

n(r+T) = n(r),

wobei T einen Trandationsvektor T = uq a1 + U @ + ugz a3 darstelt. Um diese Bedingung

zu efullen kann man die Elektronendichte ds Fourier-Relhe schreiben. In einer Dimension
wird siedann

n(x) =ng+ Y, Cpcos(2npx/a) + S, sin(2npx/a)
p>0

Oder in komplexer Schreibweise

n(x) = i Np exp(i2rpx/a)
p=—oo

Damit die Elektronendichte reell wird muss gelten n_p* = np,
Geht man nun zu drei Dimensionen, so erhalten wir

n(r) = 3, Npgsexp(i2npx/a) exp(i2ray/b) exp(i2nsz/c) ,
pas

wobei p, g und s tber ale (positiven und negativen) ganzen Zahlen laufen. Dies kann auch in
V ektorschreibwel se geschrieben werden

nT)=3 ngexp(iG-T)
G

Der Vektor G = (p, q, S) besteht aus drei ganzen Zahlen. Er stellt also einen Punkt in einem
Gitter dar, @hnlich wie die Trandationsvektoren T. Dieses Gitter befindet sich alerdings nicht
Im gewohnlichen dreidimensionalen Raum. Es wird Ublicherweise as reziprokes Gitter be-
zeichnet.
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24.2.  Definition des reziproken Gitters

Um die Punkte des reziproken Gitters zu erhalten definieren wir zunéchst seine Basisvekto-
ren

— X_. — —
bmon 2% _pp %% by=on 2 1 b= 2n L%
8, - 8, % &g \ A X 3, - 8,x &

Aufgrund dieser Konstruktion steht b, senkrecht auf a, und a; und entsprechendes gilt fir die

anderen Vektoren. Sakalarprodukte zwischen Basisvektoren des direkten und reziproken Git-
ters werden somit

b, - 5} = 2n5jj .
Diese Konstruktion kann auch in Matrixform geschrieben werden. Wir definieren die Matrix

Ax  Azx  azx
A=(ay, ap agz)=|ay apy ady
a;, a2z a3z

der primitiven Gittervektoren. FUr die primitive Einheitszelle des kubisch flachenzentrierten
Gitters, z.B., erhalten wir

1
1
0

A =

N

0
1
1

P O

Entsprechend kdnnen wir eine Matrix B fUr die Basisvektoren des rezi-
proken Gitters definieren. Aus der Orthogonalitatsbeziehung folgt A'B
= 2r oder

B=2r(AT)1.

Damit ist es moglich, die Bestimmung des reziproken Gitters auf eine Matrixinversion zu-
rickzufUhren. Im obigen Fall erhalten wir

(111
B= <1 1 -1f.
a

101 1

24.3. Gitterelemente

Das gesamte Gitter erhdt man wiederum durch Linearkombination
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G=vyb,+Vvpb,+V3hb,

mit ganzzahligen v;. G wird as Punkt oder Vektor des reziproken Gitters bezeichnet. Die

Dimension dieser Vektoren betragt m™1, wie man leicht aus der Definition der Basisvektoren
ersieht. Fals die Vektoren g die Basisvektoren des primitiven Gitters sind, so sind auch die

Vektoren b die Basisvektoren des primitiven reziproken Gitters.

Die Punkte des reziproken |Reziprokes Gitter

Gitters sind in erster Linie ma (1,3)
thematische Hilfsmitte. Um de '(1 2)’ ) *¢ -
doch etwas zu veranschaulichen s -
kann man sich aber vorselen,
dass se ein Objekt des direkten
Raumes beschreiben, welches - - - -
bestimmte Periodizitdt bestzt. | Direkies Gitter

Ein Gitterpunkt, der im rezipro-
ken Raum die Koordinaten (r, 9
besitzt entspricht dann einer Va
riaionmitsin(2xrx/a) sn2«
sy /b). Die Folie zeigt zwei Be-
spiele. Ein Vektor des reziproken
Gitters entspricht damit immer
einer entsprechenden Periodizitét

im direkten Raum. Damit enthdlt die Wellenfunktion des Kristals eine Komponente gk.T
Aufgrund der Beziehung von de Broglie kann dies auch so interpretiert werden, dass ein Im-

pulsin Richtung k vorhanden ist. Mit anderen Worten: das reziproke Gitter ist eine Zerlegung
des Festkorperimpul ses.

24.4. Indizes

Eine wichtige Beziehung besteht auch zu den Netzebenen des direkten Gitters: Ist eine

Ebene durch die Miller Indices hkl gegeben, so steht der Vektor G = (h, k, I) des reziproken
Gitters senkrecht auf dieser Ebene.

Bewes G = hb, + k b, + | by; wir zeigen, dass dieser Vektor senkrecht auf zwei linear unab-
héngigen V ektoren des direkten Gitters steht, welche die Ebene (hkl) aufspannen. Wir wahlen

- _1=_ 1= v.=lz 1>
T I S
und bilden jeweils das Skalarprodukt
— 1> 1
(_‘_;Vlz(hEi+kb_é+lb_'3)(ka2 |a3)
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Die Orthogonalitétsrel ation zwischen Vektoren des direkten und reziproken Raums ergibt

G V=G Vp=21(1-1) =0.

Aul3erdem ist die Lange des Vektors indirekt proportional zum Abstand zwischen zwel
symmetriedquivalenten Netzebenen.

Wir berechnen den Abstand d> in 2 Di- A
mensionen aus

d2 _ a2/k L L .
ai/h a?2/h?+ad/K? \

k
Daraus erhalten wir den Abstand W —>
/h

a
dy= — qa _ 1

(a&k%+agh? |\ k?/ab+h?/af
_2r
G

in zwel Dimensionen und entsprechend in drei Dimensionen.

2.4.5. Brillouin-Zonen

Im reziproken Gitter kann man genau so wie im direkten Gitter Einheitszellen definieren.
Eine besonders wichtige Rolle spielt die Wigner-Seitz Zelle. Sie wird as die erste Brillouin-
Zone bezeichnet.

Wir berechnen ds Beispid das reziproke Gitter des primitv kubischen Gitters. Die Bass
vektoren des direkten Gitters sind in diesem Fall die Vektoren aX, ay, und aZ. Die Bassvek-
toren des reziproken Gitters sind im Fall des kubischen Gitters in die gleiche Richtung orien-
tiert und ihre Léange betrégt 2m/a. Das Volumen der ersten Brillouin-Zone betragt damit
(2r/a)®. Da bei der Ublichen Wigner-Seitz Konstruktion der ersten Brillouin-Zone der Gitter-
punkt im Zentrum liegt reicht die Zone von -b/2 bis +b/2, d.h. von -n/abis +r/a. Die Form ig
ebenfalsdieenesWrfd.
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2.5. Beugung

25.1. Bragg-Bedingung fur kontinuierliche Medien

Die kontinuierliche Version der Bragg-Bedingung erhélt man indem man die Beugung an
einer kontinuierlichen Elektronendichtevertellung betrachtet. Den physikaischen Hintergrund
dieses Prozesses kann man sich am besten so vorstellen, dass die einfallende Welle in der Elek-
tronendichtevertellung eine erzwungene Schwingung erzeugt, welche ihrerseits eine Wedle ab-
strahlt. Wir nehmen im Folgenden an, dass die gestreute Welle selber nicht mehr gestreut
wird. Dies wird ds erste Born'sche Naherung bezeichnet und ist fur die Streuung von Ront-
genlicht in Kristallen fast immer eine gute Naherung. Mehrfachstreuung kann nur in wenigen
Fallen Uberhaupt beobachtet werden.

Wir gehen aus von einem enfalenden
Rontgenstrahl der durch den Wellenvektor

k beschricben wird, und bestimmen die

Intensitét eines Strahls, der in Richtung k'
gestreut wird. Dazu berechnen wir den
Beitrag jedes Volumenelementes des Kri-

ddls. Ein Element dV an der Stelle 7 er-
zeugt einen Beltrag, der proportiona ist

zur Elektronendichte n(t). Wir gehen da-
von aus, dass die einlaufende Wdle ds ebene Wdle beschrieben werden kann und dass der
Detektor so weit vom Krigtal entfernt it, dass die gestreute Wedle (welche einer Kugewelle
um dV entspricht) in guter Naherung beim Detektor ebenfalls as ebene Wele beschrieben
werden kann. Gegenlber einer Referenz-Phasenfléche durch den Ursprung erhélt die einfd-

lende Wdle bis zum Volumendement dV eine Phasenverzogerung um k- r. Die gestreute

Widle erhdlt entsprechend eine Phasenverzogerung um -k'-r. Somit ergibt sich insgesamt fir
den Beitrag des V olumenel ements bei 76 ne Phasenverschiebung um den Betrag ¢(5 =k -
k'T.

Die gesamte Amplitude erhalten wir durch Integration Uber das Volumen des Krigdls, wo-
bei die einzelnen Beitrdge mit der entsprechenden Elektronendichte gewichtet werden
F=]dv n@®) expli(RK)7) =] dv n(?) exp-iak 7) mit AR =K'k .

Ak stellt somit die Anderung des Impulses beim Streuprozess dar. Bei elastischer Streuung
sind die Betrage der beiden Vektoren gleich.
Offenbar ist die Streuamplitude proportional zur Fourier-Amplitude der Elektronendichte

n(?) bei der raumlichen Frequenz von Ak dar. Da die Elektronendichte periodisch ist muss
die Fouriertransformierte diskret sein. Wir benutzen jetzt die Fourierzerlegung der Elektro-
nendichte
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nt)=Y ngexp(iG-T)

—

G
und erhalten fir die gestreute Amplitude

F=av 3 ngexpli (G- AK)T).
R

Das Integral kann nur dann von Null verschieden seinwenn G = Ak, d.h. wenn Ak ein Vek-
tor des reziproken Gitters ist. Somit findet man nur dann einen Beugungsreflex wenn der
Streuvektor gleich einem Vektor des reziproken Gitters entspricht. Die Schérfe dieser Bedin-
gung ist gegeben durch die Grof3e des Krigtals, se nimmt ab mit der Anzahl der Elementar-
zellen, welche zur Streuung beitragen.

Diese Bedingung kann quantenmechanisch auch as Impulserhatung verstanden werden.
Bekanntlich ist ja der Wellenvektor gleich dem Impuls der entsprechenden Welle (fh), d.h. k
ist der Impuls der einfalenden Welle, k' der Impuls der gebeugten Welle. Aufgrund der Im-

pulserhaltung kann Beugung nur auftreten wenn der entsprechende Impulsunterschied Ak
vom Material, d.h. vom Gitter zur Verfligung gestellt wird. Diese Méglichkelt ist genau dann
gegeben, wenn im Gitter dieser Impuls vorhanden ist, d.h. wenn ein entsprechender Vektor
Im reziproken Gitter existiert.

25.2. Experimentelle M ethoden

Mit dieser Bedingung dlein konnte fir jeden einfalenden Rontgenstrahl eine unendliche
Zahl von Beugungsmaxima auftreten. Fur die Strukturaufklarung ist jedoch vor alem en
Spezidfall wichtig, ndmlich der wo die Wellenlange der gebeugten Wdle gleich ist wie die der

ainfalenden Welle, |k| = |k’|. Mit dieser zusstzlichen Bedingung ist die Bedingung fiir das
Auftreten von Beugung nicht mehr automatisch erfillt.

Die Bedingung, dass ein Rontgenreflex auftritt kann
mit Hilfe der Ewald-Konstruktion dargestellt werden.
Man stellt dabei den einfallenden Rdntgenstrahl durch
einen Vektor k dar, wobel seine Spitze auf einem Git-
terpunkt des reziproken Raumes liegt. Der reflektierte
Strahl wird durch einen Vektor k' dargestellt, dessen
Spitze wiederum auf einem Gitterpunkt liegen muss und
dessen Ursprung mit demjenigen des einfallenden Strahls
zusammenfdlt. Der Streuvektor Ak muss dann offen-
schtlich ein Vektor des reziproken Gitters sein. Der
Winkel 26 entspricht der Bragg-Bedingung. Diese Kon-
struktion zeigt deutlich, dass das Auftreten von Beugung
nur fir wenige speziele Wellenvektoren k auftritt. Man findet diese Vektoren wenn man -
nen Kreis mit Radius k verschiebt, bis er durch zwel Gitterpunkte |&uft.
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Da ein einfalender Rontgenstrahl i.A. keinen Reflex erzeugt sind verschiedene Methoden
entwickelt worden um Rontgenbeugung zu beobachten. Die einfachste Methode ist die Pul-
ver- oder Debye-Scherrer Methode: man bestrahlt ein Pulver.

Da darin al moglichen Orientie- Rontgenbeugung an Pulvern
rungen vorkommen sind immer nach Debye-Scherrer

einige Krigdlite richtig orientiert,
dass Reflexe auftreten. Aus Sym-
metriegrinden it die gebeugte
Rontgenstrahlung in diesem Fal
konisch, d.h. die Beugung hangt
nur vom Winkel gegentiber der
Strahlrichtung ab. Auf dem Detek-
tor findet man deshab konzentri-
sche Ringe. Offendchtlich eignet
sich dieses Verfahren nicht fir eine
vollstandige  Strukturbestimmung.
Es kann aber verwendet werden
um Gitterkonstanten zu bestim- |@#
men.

Ein Verfahren, welches vollsténdi- Réntgenstrahl
ge Strukturanalysen erlaubt ist das
Drehkristallverfahren. Dabel wird der
Kristall gedreht. Da das reziproke Git-
ter starr an das direkte Gitter gekop-
pelt ist wird es dabel mit gedreht. In
einem Koordinatensystem, welches an
das reziproke Gitter gekoppelt i
wird damit die Ewald-Kugel gedreht |Menochromator
und es treten bei bestimmten Orien-
tierungen Reflexe auf. Der Mono-
chromator ist dann notwendig wenn

Probenkristall

der einfallende Strahl unterschiedliche (i eceondete Detektor
Wdlenl angen enthdlt. Wellenlzingen)

Eine weitere Moglichket ist das
sogenannte Laue-Verfahren. Dabel benutzt man kontinuierliche Réntgenstrahlung aus dem
Bremsstrahlungsbereich. Wenn ein breiter Bereich von k-Vektoren (und damit Radien der
Ewad-Kugel) vorkommen gibt es immer die Moglichkeit, die Bragg-Bedingung zu erfillen.
Dieses Verfahren eignet sich wiederum nicht fir die Strukturbestimmung, da man nicht well3,
welche Wellenldnge wel chen Reflex erzeugt hat. Man kann das Verfahren aber benutzen, um
Anderungen von Zellkonstanten (z.B. mit der Temperatur) zu beobachten, oder um Krigdle
mit bekannter Struktur zu orientieren.

2.5.3. Brillouin-Zonen

Unterschiedliche Formen der Bedingung fir das Auftreten eines Rontgenreflexes konnen
bei der Analyse von bestimmten Situationen nitzlich sein. Allgemein gilt die Impulserhatung,
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resp. die Bedingung dass der einfallende und der gestreute Strahl sich um einen Vektor des
reziproken Gitters unterschei den muissen,

k'=k +G

Fir elastische Streuung kann dies geschrieben werden a's
(k +G)2=k? oder 2k G+G2=0
oder, da dies auch fiir -G gelten muss, welcher ebenfalls ein Gittervektor ist,

2k G=G2
Wenn wir beide Seiten durch 4 dividieren erhalten wir
k-1g=(le2
2 2

Diese Bedingung eignet sich wiederum fir eine geometrische Konstruktion.

Ausgangspunkt ist diesmal der Streuvektor Ak =G,
welcher die Gitterpunkte O und D verbinden soll. Um

digienigen einfallenden Wellenvektoren K zu finden, we-
che die Beugungsbedingung erflllen, fallen wir die Mittd-

senkrechte auf den Vektor G. Jeder Vektor, dessen Ur-
sprung in O liegt und auf dieser Mittelsenkrechten endet

aﬂMuﬂabwdEBaMgmgR'%@:(%Gﬂ

Diese Konstruktion entspricht offenbar gerade der Wig-
ner-Seitz Konstruktion fur die Einheitszdlle, d.h. die erste
Brillouin-Zone. Streuung findet immer dann statt wenn der

) ® ® [
Wellenvektor des einfallenden Strahls auf der Grenze der ersten Brillouin-Zone liegt.

254. Zerlegung der Streuamplitude

Wir méchten ds néchstes die Starke eines Reflexes berechnen, aso die Streuamplitude in

die entsprechende Richtung. Wenn ein Reflex auftritt, d.h. wenn der Streuvektor AK en Vek-
tor des reziproken Gittersist, wird exp(i (G - Ak)-T) = 1, und die gestreute Amplitude

F=Jdvng.
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Offenbar ist die raumliche Abhangigkeit im Integrand
verschwunden. Dies bedeutet, dass dle Einheitszellen
identische Beitrége zur Streuamplitude liefern, wobel
die Amplitude durch die entsprechende Amplitude der
Elektronendichte im reziproken Gitter gegeben ig.
Dieseist definiert s

ng =] dv n(t) exp(E G7) .

Damit wird die Streuamplitude

F=Jdvn@)ep-GT) .

- 48 -

Aufgrund der Periodizitdt der Elektronendichte
kann das Integral Uber den Kristall auf ein Integral Uber eine Einheitszelle und eine Multiplika-
tion mit der Zahl der Einheitszellen reduziert werden:

F=N JzeledV n(t) exp(iG7) =N Sg,

wobe N die Anzahl Zellen im Kristall darstellt und

Se=JzaledV n(7) exp(i G 7)

als Strukturfaktor bezeichnet wird.

Der Strukturfaktor ist also die Fouriertransformierte der Streuamplitude Uber eine Einhelts-
zelle. Wir kdnnen diesen Beitrag nun weiterhin aufteillen indem wir die Elektronendichte in

Beitrége der einzelnen Atome aufteilen. Wir bezeichnen mit 7 die Position eines Atoms.
Dann stellt die Funktion nj(7 -F j) den Beitrag dieses Atoms zur Elektronendichte dar. Die ge-
samte Elektronendichte am Orte T ist gegeben durch die Summe Uber die s Atome der Basis:

Dies erlaubt uns, auch den Strukturfaktor in Beitrége der en-
zelnen Atome aufzuteilen.

Strukturbestimmung

S

)= n(r-ry)

j=1

Sg =/ av il (7 -7;) expiGT) .
j=

7. November 2001




- 49 -

Wir definieren nun die Koordinate p = T -7 des Elek-

trons bezogen auf die Position des Kernes j. Damit
wird der Strukturfaktor

S — —
=]V 3 n(plepHGp) epHGT),
-1

Wir definieren den Beitrag des einzelnen Atoms

fi =] dv ni(p) exp(-i G-p)

ds den Atomformfaktor. Die Integration erstreckt sich hier Uber den gesamten Raum. Der
Atomformfaktor entspricht also im wesentlichen der Fouriertransformierten der Elektronen-
dichte eines Atoms und kann in erster Naherung als eine atomare Eigenschaft betrachtet wer-
den. Diese Néherung impliziert dass die Elektronendichte des Krigtalls ds Summe der atoma-
ren Elektronendichten geschrieben werden kann.

2.5.5. Berechnung des Strukturfaktors

Mit dieser Definition konnen wir den Strukturfaktor schreiben als
S .
Sé =Zi fj exp(-i G-T'j) ,
J:

d.h. der Strukturfaktor setzt sich additiv aus den Beitrdgen der einzelnen Atome zusammen,
wobei jeder Beitrag mit einem Phasenfaktor multipliziert wird. Die Phase entspricht derjeni-

gen, welche eine Welle mit Wellenvektor G auf dem Weg vom Ursprung des K oordinatensy-
stems zur Position akkumulieren wirde.

Wenn wir fur die Position des Atoms
Tj=Xjap+yjaz+zag

schreiben, erhalten wir fiir den Reflex, welcher dem Gittervektor G = (v1b1 + voba + v3bs)
entspricht, das Skalarprodukt

GTj=(vaby +vaby +v3bg)(x a1 +yj 8 + zj &g) = 2n(vyX) + Voyj + V3z))

und der Strukturfaktor wird

S
Sg = -21 fj exp(-i2n(vax; + VoY) +vaz))).
J:

Strukturbestimmung 7. November 2001



- B0 -

Der Strukturfaktor ist im algemeinen komplex. Gemessen wird alerdings nicht direkt die

gestreute Amplitude, sondern die Intensitét, welche gegeben ist durch |S|2 S'S, und somit
immer redll ist.

Wie oben gezeigt ist die Streuamplitude proportional zur Anzahl N der Elementarzellen des

Kristals. Die Intensitét wird damit proportional zu N2, Gleichzeitig nimmt aber die Breite a-
nes Reflexes mit 1/N ab, sodass die integrierte Intensitét eines Reflexes nur mit N ansteigt.

Wir berechnen als Belspid den Strukturfaktor des innenzentrier-
ten kubischen Gitters. Die Basis dieses Gitters besteht aus den be-
den Atomen bel X1 = y1 =21 = 0und Xo = yo = zo = 1/2. Damit
wird der Strukturfaktor

Sg = f {1+ exp(-in(v1 + Vo +Vv3))}.

Wir berlicksichtigen, dass v; ganze Zahlen sein miissen. Der Beitrag

des zweiten Atoms kann somit —1 oder +1 betragen. Der Strukturfaktor kann somit zwel
mogliche Werte annehmen:

S=0 wenn V1 +Vp+v3y = ungerade

S=2f wenn Vi+Vo+vy = gerade

Das Fehlen des Beugungsreflexes fir eine ungerade Summe ist eine direkte Konsequenz da
von, dass das bcc Gitter nicht primitiv ist.

Betrachten wir z.B. die Beugung an den (i)_
Netzebenen 100. Fur das primitiv kubische

Gitter erhalten wir einen Reflex der Starke
f, welcher gerade dem ersten Summanden (i):
entspricht. Zwischen jewels 2 Ebenen, :

welche die Wurfdflachen enthalten, Iiegt

® ® o— I __
aber auch eine Ebene, welche durch das (i)—ZJ'IS
Zentrum der Einheitszdle lauft, und sym-
metriezquivaent ist. Wahrend der Phasen- (i)=
unterschied zwischen zwe Telwdlen, wd- .\_I
che an der (100) Ebene reflektiert werden, d * -
2 betrégt, ist der Weglangenunterschied \/
fUr die dazwischen liegenden Ebenen ge- L

rade halb so grol3. Die Phase betrégt hier somit gerade w. Damit entsteht destruktive Interfe-
renz und der Reflex verschwindet.

Man kann diesen Effekt z.B. in der Verbindung FeCo direkt beobachten: Die Intensitét des
100 Reflexes ist proportional zu (fa-fg)2. Im reinen Eisen oder Co verschwindet er deshalb
(A=B).
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In der Verbindung FeCo sind die Ecken der Ein-
heitszelle durch Fe, das Zentrum durch Co besetzt
(resp. umgekehrt, je nach Wahl der Einheitszelle).

sor b « FeCo

= 60 ordered

E 40

P 20 O Atom A . Atom B

s o D o Ol T OO D DD

% Y EE l __l_ Somg 0 t_ o I - I E T

@

< 80 (100) (110 {111) (200) 210 (211) . . .

Z ool : Dann sind die beiden Formfak-

5 4o- disordered toren leicht unterschiedlich und

< ool ) der Reflex tritt auf. In der unge-
20 30° 40 50 platz im Schnitt gleich hzufig von

Bragg angle § Fe und Co besetzt und der Reflex

verschwindet wieder.

Man kann den Effekt auch an den beiden Substanzen KBr und KCI beobachten. In beiden
Substanzen bilden die Kationen und die Anionen jewells ein kubisches Gitter. Im Zentrum des
Wiirfels sitzt jeweils das Gegenion. Unterscheidet man nicht zwischen den Atomen erhdlt man
somit ein kubisch innenzentriertes Gitter.

Im Fall von KCl besitzen K* und Cl" je- ' ' I |
wells 18 Elektronen. Dadurch sind die Elek-
tronendichten der beiden lonen fast gleich,
so dass auch die Atomformfaktoren prak- KCl
tisch gleich sind. Man findet deshalb prak-
tisch nur Reflexe mit einer geraden Summe -
der Indizes. '

e

Brom hat eine doppelt so grof3e Zahl von Elek-

tronen (Br™ : 36), so dass hier die beiden Atomar-
ten deutlich unterschiedlich zum gestreuten Signd
beitragen. Die (gendherte) Symmetrie entfallt und
man beobachtet auch ungeradzahlige Reflexe.

KBr

| Il [ N | 2.5.6. Atomformfaktor

b

_— o —— Der Atomformfaktor fir ein Atom mit kugel-

symmetrischer Elektronendichteverteilung kann
vereinfacht werden wenn wir Kugelkoordinaten (r,
0, ¢) einfihren. Nach Integration Uber die Winkel erhalten wir
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fj = 4n [ dr nj(r) r* Sin(GN/(Gr) .

Fir kleine Streuvektoren, G — 0, kann | Vorwartsstreuung Ruckwartsstreuung
sn(Gr)/(Gr) Uber den Bereich des Atoms 2

(r < 101%m) naherungsweise durch eins G G
ersetzt werden. Damit reduziert sich das ‘4?3 ‘v..
Integral auf die Anzahl der Elektronen.

Fir endliche Streuvektoren berlicksichtigt
der Atomformfaktor die destruktive Interferenz zwischen Teilen der Elektronendichtevertel-
lung, die weit auseinander liegen. Bel gegebener Wellenldnge entspricht ein kleiner Streuvek-
tor einem kleinen Streuwinkel, d.h. der Vorwartsstreuung, ein grof3er Streuvektor einem gro-
3en Streuwinkel, also RUckwartsstreuung.

Wir erwarten deshalb, dass der Atomformfaktor 28
kleiner wird, wenn wir Reflexe beobachten, welche
einem grofRen Streuwinkel entsprechen. Dies kann 24 |
in diesem Beispid an Eisen beobachtet werden,

wenn man bel konstanter Wellenlange den Atom- | § 20

formfaktor fur unterschiedliche Reflexe bestimmt, Fe 16 -

welche unterschiedlichen Streuvektoren G entspre-

chen. 12
8

2.5.7. Das Phasenproblem . Loy el

Die Streuamplitude

0 1 L ! 1 | A L
) 0 01 02 03 04 05 06 074
s= | dv () exp(i G 1) e sindA

ist nichts anderes ds die Fouriertransformierte der
Elektronendichte, welche man eigentlich messen mochte. Die Fouriertransformation kann re-
lative einfach und effizient invertiert werden. Leider wird aber in eéinem Rontgenbeugungsex-

periment nicht die Streuamplitude gemessen, sondern die Intensitét | = |S|2 = S'S. Bl der
Bildung des Absolutquadrates geht die Phaseninformation verloren und damit ist die Fourier-
transformation nicht mehr umkehrbar. Dieses Problem ist as das Phasenproblem bekannt. In
der Optik ist es mdglich, die Phase der gestreuten Wdle in eéinem interferometrischen Expe-
riment zu bestimmen. Im Bereich der Rontgenstrahlen sind die experimentellen Vorausset-
zungen dafur aber bisher noch nicht erfllt. Man muss deshalb wesentlich aufwendigere Ver-
fahren benutzen, um die Kristallstruktur aus der gemessenen Intensitétsverteilung zu bestim-
men.

Die 'normale’ Methode besteht darin, aufgrund einer vermuteten Struktur das entspre-
chende Beugungsmuster zu rechnen. Aus den Unterschieden zwischen gemessener und beob-
achteter Struktur bestimmt man anschlief3end eine neue Naherung und iteriert dieses Vorge-
hen bis es konvergiert. Dieses rechnerische Vorgehen kann unterstiitzt werden durch experi-
mentelle Tricks. So kann man schwere Atome in eine Struktur einbauen. Diese haben s0
vide Elektronen, dass das Beugungsmuster durch sie dominiert wird. Man hat dadurch en
wesentlich einfacheres Beugungsmuster und bestimmt zunéchst nur die Anordnung der
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schweren Atome. Die Bestimmung der Ubrigen Atome in diesem Gitter falt anschlief3end we-
sentlich einfacher.

Esist aber nicht ausgeschlossen, dass diese aufwendigen Prozeduren in der Zukunft Gber-
flissig werden. So sind seit einigen Jahren kohérente Rontgenquellen verfligbar, wie z.B. freie
Elektronenlaser oder Rontgenlaser. Deren Kohéarenzeigenschaften sind alerdings bisher noch
ungentigend um die Phase der gestreuten Welle interferometrisch zu messen.

Eine weitere Limitierung der Strukturmessung durch Beugungsexperimente ist durch eine
Symmetrie gegeben: Die Streudichte ist eine redle Grofe, sofern Absorption vernachlassigt
werden kann. Dadurch wird die Streuamplitude symmetrisch beziiglich Inversion:

SG=SG

Dadurch enthdlt das Beugungsmuster immer ein Inversionszentrum. Eine dreizahlige Symme-
trieachse erscheint as eine sechszéhlige Achse und es ist nicht moglich, aufgrund von Ront-
genbeugungsmessungen die Handigkeit einer Struktur ohne Inversionszentrum zu bestimmen.
Dieses Problem kann gel0st werden indem man Rontgenstrahlung verwendet, welche in der
Nahe einer Absorptionskante liegt.

25.8. Thermische Bewegung

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Atome perfekt auf bestimmten Gitterplatzen
liegen. In Wirklichkeit fihren sie aber thermische Bewegungen um diese Gitterplétze aus, und
sogar am absoluten Nullpunkt besteht eine gewisse Ortsunschérfe. Interessanterweise fuhren
diese Bewegungen nicht zu einer Verbreiterung der Reflexe. Sie fuhrt aber zu einer Redukti-
on der Intensitét der Beugungsreflexe, da ein Tel der einfallenden Strahlung indastisch ge-
streut wird. Dies erscheint as diffuser Untergrund zwischen den Reflexen.

Um die Reduktion der Intensitdt zu zeigen beschreiben wir die Position des Atoms as T (t)
=T+ U(t), wobel T die Ruhelage darstellt und T(t) eine Zufallsbewegung. Wenn wir dies in
die Definition des Strukturfaktors einsetzen und Uber die Zufallsbewegung mitteln erhalten
wir

Sg =3 fj exp(-i G 7}) <exp(-i G-U(t))>.
Wir entwickeln die Exponentiafunktion in eine Taylor-Reihe und erhalten

<exp(-iG-u(t)>=1-i <G-u(t)>- % <(G-u()>+...

=1-iG<u(t)>- % <(G-ut)>+..

Da G und U statistisch nicht korreliert sind kénnen wir die Mittelwerte einzeln ausrechnen.
Aus der Definition von U folgt, dass sein Mittelwert verschwindet. Der lineare Term in der
Taylorreihe verschwindet deshalb.
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25.9. Debye-Waller Faktor

Fir die Mittelung des quadratischen Terms setzen wir

<(G-U(t))*> = <G><u>><cosP> = %Gz<u2>,

wobe B den Winkel zwischen G und u darstellt und somit ebenfals eine ZufallsgroRe igt. Die
Mittelung des Winkelantells tiber ale moglichen Orientierungen ergibt

<cosB> = V4n Jg o dot Jo  dB cosB sinB = V4r 2r (-1/3) cos’B o = U3

Damit erhalten wir
BN — _} 2 ()2
<exp(-iG-u(t)>=1 6G <u(t)>.

Wir betrachten dies als die ersten beiden Terme einer Taylor Reihe und erhalten damit fir
die Streuintensitét (d.h. das Quadrat der Amplitude)

| =1g exp[-%Gz<u2>]

<u*> gdlt hier die mittlere quadratische Verschiebung des Atoms dar. Fir einen harmoni-
schen Oszillator der Frequenz o kdnnen wir diese aus der mittleren Energie berechnen, we-

cheindre Dimensionen ng betragt. Die mittlere kinetische Energie m/2 v2 und die mittlere
potenzielle Energie C/2 <u”> kénnen mit der thermischen Energie gleichgesetzt werden,

EC<u2> _1 Mm’<u®> = §kT
2 2 2
oder

<u> = 3kT/(Mw’) .
Dabel ist M die Masse des Atoms und C eine Kraftkonstante. Damit wird die Streuintensitét

Strukturbestimmung 7. November 2001



| =1 exp[-GKT/(Mw?)]

Dieses Reduktion der Intensitét mit de-
gender Temperatur und Streuvektor wird
ds Debye-Wadler Faktor bezeichnet. Es
handelt sich hier um eine klasssche Nahe-
rung, welche be hohen Temperaturen
recht gut ist. Offenbar ist die Abnahme
dann am kleinsten wenn die Masse der
Atome grol3 ist (d.h. fir schwere Kerne)
und wenn die Frequenz hoch ist (d.h. das
Gitter starr ist).

Bel niedrigen Temperaturen muss auch
die Ortsunscharfe aufgrund der Unschér-
fenrelation berticksichtigt werden. Diese
ergibt, aufgrund der Nullpunktsenergie des
harmonischen Oszillators,

Ws=IMo<>= S ho -
2 4

<u®>> = 3h/2M®

und damit fur die Intensitét

- 55 -

Intensitit, beliebige Einheiten
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| = g exp[-h GY(2Mw)]

Typische Zahlenwerte sind G = 1011m1, M = 10%%g, @ = 101%s. Unter diesen Bedingun-
gen werden am absoluten Nullpunkt rund 90% der maximalen Streuintensitét erreicht.
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