2 Analytische Mechanik

2.3 Symmetrien und
Erhaltungssiatze

2.3.1 Konstanten / Integrale der Bewegung

Die Lagrange-Gleichung ermoglicht eine direkte
und einheitliche Herleitung der wichtigsten Erhal-
tungssidtze. Man kann aus der Lagrange-Gleichung
direkt zeigen, dass fiir s verallgemeinerte Koordina-
ten 25 — 1 Konstanten der Bewegung existieren miis-
sen: Wir haben

* s verallgemeinerte Koordinaten ¢; und

* s verallgemeinerte Geschwindigkeiten ¢;, also
insgesamt 2s dynmische Variablen. Bei der In-
tegration der

* s Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung er-
halten wir

* 2s Integrationskonstanten C;, die aus den An-
fangsbedingungen bestimmt werden.

AuBerdem benétigen wir 2s Anfangsbedingungen,
d.h. wir benétigen die Koordinaten und Geschwin-
digkeiten zur Zeit t = 0:

gio = 4i(0,C1,...,Ca),  gio = Gi(0,Cy,...,Coy).

Aus diesen 2s Bewegungsgleichungen werden sowie
2s Anfangsbedingungen erhalten wir die 2s Integra-
tionskonstanten und damit die Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten als Funktion der Zeit, d.h.

qi(t7clv"-ac25)'

qi = qi(t,C1,...,Cas),  Gi=
Darin tauchen die 2s Integrationskonstanten auf. Es
ist grundsétzlich moglich, dieses System aus 2s Glei-
chungen zu invertieren, d.h. die Integrationskonstan-
ten als Funktion der Koordinaten und Gesschwindig-
keiten darzustellen,

ci=ci(q1,---qs,q1,---Gs, ), i=1,...,25).

Es existieren somit 2s Grolen, welche zwar formal
von den Koordinaten und Geschwindigkeiten abhin-
gen, aber konstant, d.h. zeitlich unverinderlich sind.

Definition: GréBen F, fiir die gilt
dF
pual— o\
dt

heien “Integral der Bewegung” oder “Kon-
stante der Bewegung” oder “Erhaltungsgrofie”.
Diese Groflen bleiben konstant fiir alle Bahnen,
welche die Bewegungsgleichungen erfiillen.

2.3.2 Integrable Systeme

Ein System mit s Freiheitsgraden ist “integrabel”,
wenn es f unabhingige Konstanten

—1,...

F}(C]kanJ):Ciy S

gibt. Damit liegen alle Bahnkurven eines integrablen
Systems auf einer s-dimensionalen Hpyerfliche im
2s-dimensionalen Raum (g, gx).

Beispiel: ein eindimensionaler harmonischer Oszil-
lator mit der Lagrange-Funktion

m m
L=T-V=—%——0**

2 2
erfiillt die Gleichung
d (X 07 )
— | == | ——=—=m(x =0.
di < % > oy e
Die Losung lautet
x(t) = Asin(ot+ @)
i(t) = Aowcos(ot+ ¢p).
p=mz
wt + g

-—_
X

P D
~_ |

Abbildung 2.15: Bahnkurve des 1D harmonischen
Oszillators im Phasenraum.

Dies entspricht der Parameterdarstellung einer Ellip-
se, wie in Abb. [2.T5] dargestellt. Der 1D harmoni-
sche Oszillator bewegt sich somit auf einer Bahn-
kurve mit einem einzigen Freiheitsgrad. Das System
besitzt ein Integral der Bewegung, die Energie

E(x,x)=T+V.
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2 Analytische Mechanik

2.3.3 Bsp.: Translation in der Zeit

Da in den Bewegungsgleichungen eines geschlosse-
nen Systems die Zeit nicht explizit erscheint, miissen
wir die gleichen Resultate erhalten, wenn wir den
Ursprung der Zeitachse um einen Betrag 7y verschie-
ben. Man kann deshalb immer eine der Integrations-
konstanten durch eine Verschiebung der Zeitachse
eliminieren. Das einfachste Beispiel ist die Funkti-
on

q(t) = at +b.

= % Wl 2s-1
CL

Lo dp e s

£

Eow et

2s %‘c&,ﬂy‘_
s -1 MW{»V.
! el Vanell

Abbildung 2.16: Verschiebung der Zeitachse.

Hier konnen wir die Integrationskonstante b elimi-
nieren, indem wir die Zeitachse verschieben:

q(t/ =t—19) = a(l/—i-l‘o) +b= at'—i—ato—l—b,
d.h.

b
q(t')y=at', fallsty=——.
a

Nach der Wahl des Ursprungs der Zeitachse bleiben
somit 2s unabhingige Gleichungen und 2s — 1 Inte-
grationskonstanten und die Zeit als unabhéngige Va-
riable. Wir konnen nun diese Gleichungen statt als
Bestimmungsgleichungen fiir die Variablen g, g auch
als Bestimmungsgleichungen fiir die 2s — 1 Integra-
tionskonstanten und die Zeit auffassen. Dann wird
offensichtlich dass die Integrationskonstanten unab-
hingig von der Zeit sind, d.h. es sind Konstanten,
resp. Integrale der Bewegung. In einem System mit
vielen Freiheitsgraden findet man deshalb eine gros-
se Zahl von Konstanten der Bewegung. Allerdings
spielen nicht alle eine wichtige Rolle. Wir diskutie-
ren in der Folge die wichtigsten, welche sich direkt
aus Symmetrieeigenschaften des Raumes, resp. der
Zeit ableiten lassen. Diese Grofen werden als Erhal-
tungsgroflen bezeichnet.

2.3.4 Koordinatentransformation

Eine Koordinatentransformation (=Punkttransfor-
mation) definiert den Ubergang von einem Satz Ko-
ordinaten {g;} zu einem zweiten Satz {Qy}, wobei
die Form der Abhingigkeit zunichst beliebig sei, au-
er dass die neuen Koordinaten nicht von den Ge-
schwindigkeiten ¢ der alten abhéngen sollen. Lokal
am Punt P konnen wir sie linearisieren;

201 201
Iq1 Iqy
MP)=| :
99 99r
Iq1 '9‘1]”

Diese Beziehung ist (am Punkt P) umkehrbar, falls
die Jacobi-Determinante J an diesem Punkt nicht ve-
schwindet,

201 201
Iq1 dqr
J=Det| : S
90; 90r
dq dqr
p’
dq
P« 0Q
o
q2 .
)
. a

Abbildung 2.17: Koordiatentransformation.

Seien nun g und Q die Koordinaten des selben Punk-
tes P. Fiir einen Punkt P’, der gegeniiber P infinitesi-
mal verschoben ist, konnen wir die neuen Koordain-
ten schreiben als

Q' =Q(gi+6q:)

Falls die Inverse der Matrix M existiert, konnen wir
diese Gleichung lokal invertieren,

Q(P) +M&q+0(6¢°)

!/

q
6Q

q(P)+M'6Q
Q'(P') —Q(P).
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2 Analytische Mechanik

2.3.5 Fehlende Forminvarianz der
Bewegungsgleichungen

Wenn wir eine Koordinatentransformation vorneh-
men, so kann sich die Form der Gleichungen dndern.
So lauten die Newton’schen Bewegungsgleichungen
in 2D fiir kartesische Koordinaten

VY
ox = dy’

Hitte die Newton’sche Gleichung in den Polarkoor-
dinaten r, ¢ die gleiche Form wie in den kartesischen
Koordinaten, so wiirde sie lauten

v A4
o T o

Dass dies so nicht korrekt sein kann, zeigt bereits
eine einfache Dimensionsanalyse. Dieses Problem
stellt sich allgemein beim Ubergang in ein Koordi-
natensystem, welches kein Interialsystem ist.

mx =

mi =

Die korrekte Form erhilt man, indem man z.B. mit
Hilfe des Prinzips von d’Alembert. Einfacher ist es,
von der Lagrange-Gleichung auszugehen. Wie wir
im Kapitel 2.3.6] zeigen werden, ist diese forminva-
riant.

'

v

X

Abbildung 2.18: Transformation von kartesischen
zu polaren Koordinaten.

Wir benétigen dafiir die Transformationsgleichun-
gen fiir die Koordinaten

X =rcos @ y=rsin@

und fiir die Geschwindigkeiten

X = rFcosQ—rsin@@

y = Fsin@-+rcos@@.

Die kinetische Energie in den neuen Koordinaten ist
m

2

m

2

T==(F+y) == +r¢%).

Wir verwenden die Lagrange-Gleichung in der Form

d(ary ot _a(ovy ov
dr \ or dr dt \ 9F or’
Wenn wir beriicksichtigen, dass das Potenzial nicht

von den Geschwindigkeiten abhédngt, vereinfacht
sich dies zu

d (IT\ T oV
dt\dr) odr  or

Wir setzen den Ausruck fiir die kinetische Energie
ein und erhalten

a\or) oy VT =T,

fiir die radiale Koordinate. Fiir den Spezialfall eines
Zentralkraftproblems (d.h. dV /d¢ = 0) erhalten wir
fiir die Winkelkoordinate

mr(r$ —2i¢) =0.

2.3.6 Forminvarianz der Lagrangefunktion

Wir untersuchen jetzt die Frage der Forminvarianz
fiir die Lagrangefunktion: in kartesischen Koordina-
ten lautet die Lagrange-Gleichung zweiter Art

d(oz\ 0z
dt \dqr) Odqi

Ist sie forminvariant, so muss sie in den transformier-
ten Koordinaten demnach

4 (22) 32 _,
dr \ 90 0
lauten.

Dazu betrachten wir die Geschwindigkeiten der neu-
en Koordinaten und entwickeln diese in den Alten:

. 00, 00

0= ;T%Qk + o
Somit ist

200; 90,

dge  Igx




2 Analytische Mechanik

und
Igk _ 9qx
20, J0;
Wir betrachten nun die neue Lagrange-Funktion .2,

die wir durch Ersetzen von g (Q;) aus der alten er-
halten:

j(Qitht) = f(‘]k(QJ)an(Q?QJ)J)‘
Fiir die Lagrange-Gleichung benétigen wir die parti-
ellen Ableitungen nach Q; und Q;.
0.2 L [0L dq 0.5 g ]
d0; & 9dq dQ; ¢ dQ;]

2.4)

2.5)

und

02 L[0ZL g 9L I ]
36, |9 20, " 34 30;)
Die Punkttransformation ist geschwindigkeitsunab-
hingig; somit ist

(2.6)

d

2k ¢

20;
und Gleichung vereinfacht sich zu

02 LoZadq &L g

20; _;T@can _Zk"aif?kan.
Im zweiten Schritt haben wir die Beziehung (2.4)
verwendet.

Wir benétigen jetzt die totale Zeitableitung dieses
Ausdrucks

d 0% _i Kd a$> dgx 0L I
dt aQ] 7 dt 8qk an 8qk &QJ
Die Lagrange-Gleichung fiir die neuen Koordinaten
erhalten wir aus der Differenz von 2.7 und

1(92) 92
dr \ 9Q; 20;

L T/d oL\ dqp  0.L dix
- ﬂ(waq'k)agﬁaqk 8QJ
1A [ag dqe 0% &ﬂ

_Zk: dqi dQ;  Igi dQ;

} . (2.7)

_0’

40y ag} g1
20,

f
- Zk: [df g g

da der Ausdruck in Klammern verschwindet. Damit
folgt aus

4(22\ oz _

dt \dgr) Odqr
auch

1(22) 92 _,

dt\dQy) 90k
d.h.

Die Lagrange-Gleichung ist invariant
unter Punktkoordinatentransformatio-
nen

Wenn sie in einem Koordinatensystem erfiillt sind,
so sind sie es auch in jedem anderen Koordinaten-
system. Dies ist eine der wichtigsten Motivationen
fiir die Anwendung des Lagrange-Formalismus: Sie
erlaubt einem, in beliebigen Koordinatensystemen
(auch in beschleunigten), die Bewegungsgleichun-
gen abzuleiten.

2.3.7 Virialsatz

Wir betrachten die Grof3e
G=YpiT;
i

und ihre zeitliche Anderung

dG - 22 o

ar :;Pi'ri+17i'ri-

Der erste Term ist gerade das Doppelte der kine-
tischen Energie, der zweite kann, gemaf Newton’s
Theorem, geschrieben werden als Produkt aus Kréf-
ten und Vektoren,

Zﬁi’;i+ﬁi'?i = 2T+ZE‘71'-
i i
Wir bilden das zeitliche Mittel iiber eine Zeit 7:

i—/ordti(: = %[G(T) —G((0)]=2(T)+ (;E.7i>_

2.8)
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2 Analytische Mechanik

Fiir ein gebundenes System sind Orte und Impulse
beschrinkt und somit ist G(¢) endlich. Insbesondere
gilt dies fur G(7) und G(0). Damit wird

dG © 4G

dt— =
dt /0 dt
Damit folgt aus Gleichung [2.8|der
Virialsatz: (T) = —%<Ziﬁi‘7i>-

-

T

lim ( 0.

T—oo

Anwendung: Zentralkraftproblem mit einem r*
Potenzial:

Das Potenzial sei
V(r) = ark.

Die Kraft ist somit

2-

F=-VV(r) = —kar* 7.

Somit ist das Produkt

(F-7) = —k({ar') = k(v (r))

und die kinetische Energie gemaf Virialsatz wird

Wichtige Spezialfille sind der

* harmonische Oszillator mit X = 2 und somit
(Ty=(v)
* 1/r Potenzial mit k = —1 und somit (7T)
3 (V).

2

2.3.8 Ahnlichkeitstransformation

Wir betrachten eine neue Lagrangefunktion .Z, die
wir aus der alten Funktion . durch Skalierung mit
einem konstanten Faktor ¥ erhalten haben:

ZL(qx;t) = vL (qx>1)-

Aus dem Vergleich der entsprechenden Lagrange-

L0212

02
dqy

02
A4

_9Z
g

4
di

4
di

07

——=0
gy

fiir jedes k ist ersichtlich, dass beide Lagrange-
Funktionen die gleiche Bewegung beschreiben. Wir
wollen uns diese wichtige Eigenschaft der Lagran-
gefunktion zu nutze machen, um Eigenschaften der
Losung der Teilchenbewegung zu finden, ohne ex-
plizit die Bewegungsgleichung 16sen zu miissen.

Wir untersuchen Systeme, fiir die die potenzielle
Energy V eine homogene Funktion vom Grad K der
Koordinaten gy, ist:

V(aql,...,aqf) = (XKV(ql,...,qf)

und o konstant. Wir definieren jetzt eine Ahnlich-
keitstransformation durch die Skalenfunktion

i=pt,

dk = 0qx

wobei wir die Konstante 8 noch bestimmen miissen.
Damit erhalten wir

dge o
di‘ - ﬁ qk
2
~ (04
v = afv.

Damit ist die neue Lagrangefunktion

.o

T-V= ET —afv.

Sie beschreibt somit das gleiche mechanische Sy-
stem wenn

Z

Somit muss der Skalierungsfaktor fiir die Zeit fol-
gender Bedingung gehorchen:

B _ al—K/Z _ aﬁ‘
Dieser Zusammenhang zwischen der Skalierung von

Lingen und Zeiten charakterisiert die Art des physi-
kalischen Systems:
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K | physikalisches | & Beschreibung
System
2 | harmonischer | 0 T unabhingig von
Oszillator der Auslenkung:
Amplitude und
Frequenz sind nicht
gekoppelt
1 Teilchen im | 1/2 | 72 o z: Wurfparabel
Gravitations-
feld
-1 | Zentralkraft- | 3/2 2o (3:3
problem Keplersches Gesetz.

2.3.9 Eichinvarianz

Zwei Lagrange-Funktionen .# und £, deren Dif-
ferenz als totale zeitliche Ableitung einer Funktion
X (qx,t) geschrieben werden kann,

~ d
g—g—’—al(Qk,t),

beschreiben die gleiche Dynamik. Die Transforma-
tion bezeichnet man als lokale Eichtransformation:
Sie kann an jedem Ort unterschiedlich sein. Aller-
ding darf ¥ nur vom Ort, aber nicht von der Ge-
schwindigkeit abhéngen.

Beweis: Wir schreiben den Differenzterm als
d .
2 (axt) Z EP

Damit wird der erste Term der Lagrange-Gleichung

437 _a (02 oy
dr dg,  dt \ dgx gy
und der zweite

07 2y oy oz dn
dqr  dqr  dqr dt  dgr  dt dqi

Zusammen erhalten wir

d 0% 8$ dos 0%
dt 94y dqr  di dgi  dqr

Dies ist analog zur Elektrodynamik: Dort waren die
Bewegungsgleichungen invariant unter einer Trans-
formation der Potenziale:

A o A=A+Vy
Ix

P - P=0p— 2.
ot

2.3.10 Kanonische Kraft und kanonischer
Impuls

Wir betrachten eine Lagrange-Funktion & =T —V,
bei der nur der Potenzial-Term V von den Koordina-
ten g; abhéngt. Dann ist

IL AT-V) v

g i Iqr

Die Ableitung eines Potenzials nach einer generali-
sierten Koordinate kann als eine generalisierte Kraft
verstanden werden.

Umgekehrt hdngt nur die kinetische Energie von den
Geschwindigkeiten ab, d.h.

20 aT-v) ar
A4k Gk g’

Es liegt deshalb nahe,

2 dT

Pk = :
Er

als einen generalisierten Impuls zu interpretieren. Da
er durch Ableitung nach g; aus .Z entsteht, gehort
er zur Koordinate g; und wird auch als kanonischer
Impuls bezeichnet. Damit erhalten die Lagrange-
Gleichungen eine Newton-dhnliche Form:

o2

Dk = .
dqy

Beispiel 1 : Freies Teilchen.

Die Lagrange-Funktion eines freien Teilchens ist

1
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Der kanonische Impuls hat somit die Komponenten

= —az—mx
Pz = ax

0z .

Py = 78)‘) =my

2.Z )

p: = Tz':mz'

Der kanonische Impuls entspricht hier also dem
Standardimpuls.

Beispiel 2 : Pendel

Fiir ein Pendel der Lénge ¢ mit Auslenkung ¢ lautet
die Lagrange-Funktion

Z = %fz(pz +mglcos @.
Der entsprechende kanonische Impuls ist somit
2.

S =m

Wie eine Dimensionsanalyse

kgm?

[Pe] = S

zeigt, ist dies nicht gleich dem kinematischen Impuls
my =ml@,

sondern gleich dem Drehimpuls
L=ml¢.

Beispiel 3 : Teilchen im elektromagnetischen
Feld

Fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld wird
die Lagrange-Funktion

L =T —qd+qv-A.

Damit wird der kanonische Impuls

— —mﬁ—l—qﬁ,

d.h. er weicht vom kinematischen Impuls mv ab, und
zwar um das Produkt aus Ladung und Vektorpoten-
zial. Er ist damit nicht eichinvariant!

Allgemein ist der kanonische Impuls gleich dem ki-
nematischen Impuls falls die Bewegung in einem
geschwindigkeitsunabhingigen Potenzial stattfindet.
Dies ist z.B. nicht der Fall fiir geladene Teilchen in
einem Magnetfeld. Dort erhilt man den kanonischen
Impuls als

P=mv+qA
aus dem kinematischen Impuls. Umgekehrt erhilt

man den kinematischen Impuls als

mv = p—qA.

2.3.11 Zyklische Koordinaten und
Erhaltungsgrofien

Wenn eine Lagrange-Funktion .# eine Koordinate
qr nicht enthillt, sondern nur ¢, nennt man g eine
zyklische Koordinate. Fiir eine solche Variable redu-
ziert sich ihre Lagrange-Gleichung zu

do¥ d

dt dg,  dt
Damit ist der kanonische Impuls p; eine Konstante
der Bewegung und bleibt erhalten.

pk:().

Wenn .Z nicht von ¢, abhingt, bedeutet dies, dass
die Lagrangefunktion sich unter der Koordinaten-
transformation

dr — G = G +
nicht dndert, d.h.
L(qr,t) = L (gy,1)-

Das System ist somit translationsinvariant beziiglich
dieser Koordinate und der zugehorige kanonische
Impuls ist eine Erhaltungsgrofe.

Fiir ein vollstdndig translationsinvariantes System
gilt V = const und damit sind alle g; zyklisch. Als
Konsequenz erhalten wir die Impulserhaltung. Die
Erhaltung des Gesamtimpules P, folgt, wenn das Po-
tenzial nur von den relativen Koordinaten g — g ; ab-
hingt und nicht von den Schwerpunktskoordinaten
g. Dies entspricht dem Trigheitsgesetz von Galilei
und Newton.
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2.3.12 Kinetische Energie als quadratische
Form

Wir betrachten mit N Teilchen und f generalisierten
Koordinaten. Dann ist die kinetische Energie T ei-
ne quadratische Funktion der verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten ¢y:

f
T =Y Audedi (2.9)
k,l

falls die Koordinatentransformation von den kartesi-
schen Koordinaten

xi = fi(q1,-..qr) i=1,..,3N
nicht explizit zeitabhédngig ist,
9xilqn, - 45) _
ot '

Solch ein System nennt man auch skleronom.

Beweis:
. dx /9 S )
=G =L Sk = Y

Damit konnen wir die kinetische Energie umschrei-
3N 1

ben
Z m; (Za qk) 2

(t)5)

Z m;a;rd;
wobei die Matrixelemente Ay; definiert sind als

1
m;x

;

Y Awdar,
kl

[N}

3Zjv:
Lo
f
%

~

3N
Au=Y, S Mididit
i

und die a;; durch die Koordinatentransformation:

ax,-
ajgp = —.
* G
Damit haben wir gezeigt, dass die kinetische Energie
quadratisch in den generalisierten Koordinaten ist,
falls die Koordinatentransformation zeitunabhingig
ist.

2.3.13 Energieerhaltung

Fiir ein abgeschlossenes System sind verschiedene
Zeitpunkte dquivalent, d.h. kein Punkt der Zeitach-
se ist gegeniiber den andern ausgezeichnet. Man
sagt, die Zeit sei homogen. Damit kann auch die
Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit ab-
hingen,

22

5% =0.

Die totale zeitliche Ableitung einer solchen Funktion
ist

dt &

1

Z 17
it Y G (2.10)

Wir benutzen die Lagrange-Gleichung in der Form

0%
dq;

_doz
dt 86],

Wenn wir diese in Gl. [2.10] einsetzen, erhalten wir

d 0% d (. 0L
_qudt 94, Z 34; QI ZE <%&ql>

Wir schreiben das um zu
d A
— i——21=0.
dt (zi:q Jd >

Anders ausgedriickt ist die Grofle
07
H=Y gi= -
™ 94
in einem geschlossenen skleronomen System eine

Konstante. Man bezeichnet sie als Energiefunktion
des Systems. Sie ist offensichtlich additiv, d.h. die

dz

@2.11)
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gesamte Energie ergibt sich als Summe der Energien
von isolierten Teilsystemen.

Laut Gleichung (2.9) ist die kinetische Energie eines
skleronomen Systems eine homogene quadratische
GroBe der Geschwindigkeiten g;:

f
T =Y Audid-
ol

Somit ist

aT

= =) QA +Ax
0 Xl:q( )

und
JaT
Y a5 =Y ddi(Au +An) = 2T,
r

Die potenzielle Energie ist unabhingig von den Ge-
schwindigkeiten,

av

— =0.
g

Damit wird der erste Term der Energiefunktion

@I11)
;% aCIz ;%

Die Energiefunktion wird damit

Zq, aq

i

H=2T-<=T+V

und entspricht damit unserer Erwartung fiir die ge-
samte Energie eines Systems.

2.3.14 Gesamtimpuls

Ein zweite Erhaltungsgrofle folgt aus der Homoge-
nitdt des Raumes: alle Punkte im Raum sind dquiva-
lent. Dies gilt nur in der Abwesenheit eines dufleren
Potenzials.

Im Gegensatz zur Homogenitit der Zeit konnen wir
jetzt nicht schlieBen, dass .Z keine explizite Ortsab-
hiingigkeit besitzt, da bei einem N-Korperproblem
viele Ortskoordinaten beriicksichtigt werden miis-
sen. Sie fithrt aber dazu, dass die Lagrange-Funktion

Abbildung 2.19: Verschiebung des
systems.

Koordinaten-

unter Verschiebungen aller Koordinaten konstant
bleibt. Sie ist somit nicht von den Koordinaten 7,
7; abhéngig, sondern nur von den Differenzen c¢;; =
|7,' -7 j ‘ .

=4

V.—T.

ZL(Fi—71)) = f

LT =
Mathematisch ldsst sich die Homogenitit des Raum-
es am besten durch Betrachtung infinitesimaler Ver-
schiebungen des Koordinatensystems um &7 erfas-
sen. Wir entwickeln die Anderung der Lagrange-
Funktion durch diese Verschiebung in eine Taylor-

reihe

f(cij).

ozagzgg"g-m:gng"g

a

Hier sind die 67, die Komponenten von 5r und wir
verwenden die Abkiirzung

2.7

0.
0¥ _ %@/
— 'y
o7 5%
dz

Da der Verschiebungsvektor 5r beliebig ist, muss

<
) P

= J7,

(2.12)

gelten. Zusammen mit der Lagrange-Gleichung

8.,2”
dq; qi

d ¥
T dr e
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oder

22 _
ory

doz
dt dv,
erhalten wir

0¥ def d -
—P=0.
= IV, dt

Offenbar ist in einem mechanischen System der Vek-
tor

S Z <
= IV,
eine Erhaltungsgrofie; er wird als Gesamtimpuls des
Systems bezeichnet. Der Gesamtimpuls eines Sy-
stems von Teilchen ist immer gleich der Summe der
Impulse der einzelnen Teilchen, unabhéngig davon,
ob sie in Wechselwirkung treten oder nicht.

Gleichung hat eine einfache physikalische Be-
deutung: Da nur das Potenzial von den Koordinaten
abhingt, stellt die Ableitung von .Z nach den Koor-
dinaten (2.12) die gesamte auf das System wirkende
Kraft dar. Diese verschwindet in einem homogenen
Raum ohne duflere Felder.

Nicht immer ist der Raum vollstdndig homogen, z.B.
wenn die Lagrange-Funktion durch das Potenzial
von einer einzelnen Koordinate abhéngt,
V =V(q).

In diesem Fall konnen wir immer noch Erhaltungs-
sitze fiir einzelne Komponenten des Impulses her-
leiten. Falls ¢; in der Lagrange-Funktion nicht vor-
kommt, so folgt aus der entsprechenden Lagrange-
Gleichung

doz oz
dt 9¢;  dqi

RA
dq;

%

= p; = const,

d.h. der zugehorige Impuls stellt eine Erhaltungsgro-
e dar. Fiir einzelne Teilchen ist dies offenbar die
einfachere Herleitung der Impulserhaltung. Die oben
durchgefiihrte Herleitung bleibt aber auch bei Syste-
men von Teilchen giiltig, wo das Potenzial von sdmt-
lichen Koordinaten (z.B. iiber die Abstéinde c;;) ab-
hiingt.

2.3.15 Drehimpuls

In gleicher Weise konnen wir bei der Herleitung der
Drehimpulserhaltung verfahren. Wir verwenden da-
bei die Isotropie des Raums, d.h. die Tatsache, dass
in Abwesenheit eines externen Feldes alle Raum-
richtungen gleichwertig sind. Damit darf sich die
Lagrange-Funktion nicht dndern, wenn wir das Ko-
ordinatensystem drehen.

Die Drehung kann ausgefiihrt werden mit Hilfe der
Transformationsgleichungen

5%,
5%

5¢X?[
5P xF,

Fi.

Hier stellt §¢ = J¢7i eine infinitesimale Drehung
um den Winkel ¢ um die Achse 7 dar.

Wir betrachten wie iiblich ein abgeschlossenes me-
chanisches System ohne Reibung. Die Anderung in
der Lagrangefunktion ist

63 7?N + 5?N7
N+ O7y)

7;;:N)

g(?] +6?1,?2—|—572,...
?1 +6?1,?2—|—5?2,...
L(F1,Fay. . Py P, T2,y
N oL

N oYL

Za_, OF + Z 7 67 =0.

Wir miissen diesmal auch die Anderung der Ge-
schwindigkeiten beriicksichtigen, da diese durch ei-
ne Rotation ebenfalls transformiert werden. Wir ver-
wenden

- _9% o dZ
und erhalten
— N —
0 = Y pi(6px7)+Y 5i(6p x )

N
= dtzi:p,-(é'q)xr,)

d ¥ d-
= 6(PE ;(}’l‘ X Pz) = SQDEL
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mit dem Gesamtdrehimpuls

N
L= Z(?, X [_jl)

i

Da die Drehung & @ beliebig ist, muss gelten
L= ZF} X Pi = const.
i

Die Rotationsinvarianz kann durch ein dufleres Feld,
z.B die Gravitation, eingeschrinkt werden. Ange-
nommen, das dullere Feld besitzt eine Symmetrie-
achse (Gravitation: z-Achse), dann bleibt nur die
Projektion des Drehimpulses auf diese Achse erhal-
ten, d.h auf

L,=17-L.

Besispiel 1 : Gravitation.

Die potenzielle Energie V = mgz ist rotationsinvari-
ant um die z-Achse. Damit bleibt

N
:gzz?i X D

Di
i

erhalten.

Beispiel 2 : Zentralkraft

Hier ist das Potenzial

A
V=-.
r

Es bleibt somit invariant gegeniiber Drehungen um
eine beliebige Achse durch den Ursprung. Damit
bleiben alle Komponenten von L erhalten. Das Po-
tenzial ist jedoch nicht translationsinvariant, so dass
der Impuls nicht erhalten bleibt.

2.3.16 Das Noether-Theorem

Wir betrachten eine Koordinatentransformation fiir
jede generalisierte Koordinate g;. Die Transforma-
tion soll eine kontinuierliche Abbildung mit einem
Parameter o sein:

gk — Gk = hi(q1,....qn, &, 1).

Fiir o = 0 soll sie die identische Abbildung darstel-
len,
gk = hk(ql,...,qN, o= O,I).

AuBerdem soll i nach o stetig differenzierbar und
invertierbar sein. Beispiele fiir solche Abbildungen
sind die Translation

F>7 =rF+ad

und die Rotation um die z-Achse:

x’ cosa¢ —sinax 0 X

y | =1 sinad cosax O y

4 0 0 1 z
(2.13)

Wenn jetzt die Lagrange-Funktion .#

LGy G t, @) = L (he(qiey 0, 1), i (qre, @, 1))

sich nur um eine Eichtransformation

d
+ X

g(qkaq.kvt) dt

j(Qkaé’/ﬁtaa): (quavt)
von .Z unterscheidet, dann ist folgenden Funktion

eine Konstante:

Ia(q/qu; )
293 I 61»%0‘) _ 9x(dr 1)
G a=0 da a=0

Beweis:

Die beiden Lagrange-Funktionen sind, abgesehen
von der Fichtransformation identisch, falls die Ab-
hingigkeit von o verschwindet, d.h.

d ~ - d
— | LGk, qx-t, ) — —x(Gr,0t,t) | =0 (2.14
Ta ( (k. drs 1, 00) = -2 (q )> (2.14)
sein. Die Lagrangefunktion . in den neuen Koordi-
naten gy erhalten wir z.B. indem wir in der urspriing-
lichen Lagrangefunktion . die alten Koordinaten ¢
durch die neuen ausdriicken:

2(5.4,1,0) = ZL(q(G.1,@),4(q.1,0),1).
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Damit konnen wir die Anderung der Lagrangefunk-
tion mit o schreiben als die partielle Ableitung nach
o, wobei die Variablen § und g festgehalten werden:

da T Em 8a g do
9 d 92 | 9L d Iq
da dt 8qk 8qk dt da

92 94k
dgr da

)»
k
d
dt

(255

Dies gilt fiir alle Werte von ¢. Insbesondere konnen
wir o = 0 setzen. Damit erhalten wir fiir die Ande-

rung @T9)

d

=, d 5 B
@ <$(¢Ikaqk7t7a)_ dtl(Qb“J)) -

alr ).

Damit ist das Noether-Theorem bewiesen. Es

< 8qk
aqk aOC

a%(q]ﬁavt)
da

» verkniipft kontinuierliche Symmetrien der
Lagrange-Funktion mit Erhaltungsgrofien

* gilt daher nicht bei diskreten Symmetrien, z.B
Raumspiegelungen.

* Aus der Symmetrie folgt die ErhaltungsgroBe,
die Umkehrung gilt nicht.

Der Erhaltungssatz, der zu einer zyklischen Koor-
dinate g; gehort, ist ein Spezialfall: Dann ist die
Lagrange-Funktion invariant unter einer Translation
der entsprechenden Koordinate.

Eine weiterer wichtiger Spezialfall ist der, dass die
Eichfunktion ) verschwindet. Dann ist die Erhal-
tungsgrofle

0L dqi( q,t,a)
an

Z

quqka

2.3.17 Anwendungsbeispiele
Impulserhaltung

Das Potenzial (Gravitation) sei nur von z abhéngig,

m
S +) -

X(X,Z,X,Z.) = 2

V(z).

Somit kann das System beliebig in x-Richtung ver-
schoben werden, d.h. x ist zyklisch,

X=x4+a,.

Die Eichfunktion y verschwindet in diesem Fall. Da-
mit erhalten wir fiir die zugehorige Erhaltungsgrofie

Z 0% dq PX%

Odr 00|, 0%
also die Impulserhaltung fiir die x-Komponente, in
Ubereinstimmung mit der Diskussion im Zusam-
menhang mit zyklischen Koordinaten.

al(x,2,%,2) = —mx,

Drehimpuls
Die Lagrangefunktion

LFF) = %(x2+y'2+z'2) V(2 +y%2)

ist unter Rotationen um die z-Achse invariant. Die
Rotation ist gegeben durch die Koordinatentransfor-
mation ( und ergibt die transfomierte Funktion
7))

m

L' FFa)=
(7,7, ) >

ist offenbar invariant.

Mit
8x(x’,(x) /. /
= —XSIma-+ycoso =
oo y y
(', a) / -
= —XCOSO—ySsSmo =—x
do Y

finden wir die Erhaltungsgrofie

¢ dZ

W)H_ Ty(_x) = —L,,

m(xy —yx) =

d.h. die z-Komponente des Drehimpulses.
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Wir kénnen die Rechnung auch in symmetrieange-
passten Koordinaten durchfiihren, d.h. in Zylinder-
koordinaten. Damit wird die Lagrangefunktion

m . .

7(’-,2_'_’,2(!)2 _|_Z2) _

2 )
Darin taucht die Winkelkoordinate ¢ nur als Ablei-

tung auf. Somit ist die Lagrangefunktion unter zeitu-
nabhingigen Rotationen

2

f(?a;:): V(I" »<

¢ ¢ =9+a
invariant. Damit wird

22 9(¢ ) _
29 da

eine Erhaltungsgrofe.

—mr2¢ =—-L,

2.3.18 Galilei-Invarianz und Schwerpunkt

Wir betrachten zwei Inertialsysteme, welche sich re-
lativ zu einander mit der konstanten Geschwindig-
keit vV bewegen, d.h. zwischen ihren Koordinaten gibt
es folgende Beziehung:

!/

- - -
rp="r+vt r=t.

Man bezeichnet dies als Galilei-Transformation.
Dies entspricht dem Grenzfall niedriger Geschwin-
digkeit der Lorentz-Transformation.

Die kinetische Energie im ’-Koordinatensystem ist

L
T = gimi(vi—l—v)z
| -
= T+zi:m,-vi-v—|—§;m,~v2
= T+ Zmr v+1M
N dt ' 2 '
Hier ist

M:Zmi
i

die Gesamtmasse des Systems. Damit erhalten wir
die neue Lagrangefunktion aus der alten:

2 =L+ )

durch eine Eichtransformation

x(7i,t) Zm Fi-V+ 2M

Aus dem Noether-Theorem koénnen wir somit drei
Erhaltungsgrolen gewinnen, indem wir die Ge-
schwindigkeiten v; in die drei Raumrichtungen i als
Parameter ¢; verwenden. Dann erhalten wir mit § =

X, 2
m;7;v + le 2t
l 8x,ﬁ 8vﬁ ' 2

Z{m Xigt —mix;g — Mvﬁt}—const

i

B

=

Die Schwerpunktskoordinate R ist durch
- 1 .
= — me
M5

definiert. Aus dem Noether-Theorem folgt damit

Pt —MR — Mvt = —Ml_éo = const.

Hier ist
=) mikip
i

der Impuls des Gesamtsystems. Dies bedeutet, dass
sich der Schwerpunkt geradlinig und gleichformig

bewegt,
P— \7> ‘.

Mit einer Transformation in ein bewegtes Bezugsy-
stem mit der Geschwindigkeit

" - 1

1_.
M

V=

wird R zu einer Erhaltungsgrofle. Dieses ausgezeich-
nete Bezugsystem heilit auch Schwerpunktsystem.

2.3.19 Zusammenfassung

Wir haben damit folgenden Symmetrien Erhaltungs-
grofen in einem mechanischen System
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* Translationsinvarianz = Gesamtimpulserhal-
tung (vektoriell)

* Rotationsinvarianz um die Achse # = Ge-
samtdrehimpulserhaltung fiir die entsprechende
Komponente

* Galilei-Invarianz = Freiheit des Ursprungs,
bzw Schwerpunktssystem (vektoriell)

 Translationsinvarianz in der Zeit = Energieer-
haltung (skalar)

Im freien Raum haben wir damit insgesamt
10 Erhaltungsgrofen: 6 Schwerpunktsintegrale, 3
Drehimpuls- und ein Energieintegral, die mit 10 kon-
tinuierlichen Grofen in Zusammenhang stehen.

2.4 Zentralkraftproblem und
Keplerproblem

Wir betrachten zwei Massenpunkte m,m; im Raum,
die aufeinander eine Kraft ausiiben, die in Richtung
des Relativabstand 7 = 7| — 75 zeigt und nur vom Ab-
stand r abhingt. Solch ein Zentralkraftproblem ist
konvervativ, mit einem rotationsymmetrischen Po-
tenzial V(r). Die Lagrangefunktion ist durch

—V(A—-rl) @15

gegeben.

Wegen der Translationsinvarianz im Raum ist der
Gesamtimpuls erhalten. Mit der Galilei-Invarianz
transformieren wir ins Schwerpunktsystem

mir +mais

R = (2.16)
my +ny

— =g m—»

A= R—i-ﬁzr (2.17)

— = m—»

7= fﬁl (2.18)

mit M = m; + mp. Die transformiert Lagrange-
Funktion lautet dann

7 = %(EJF%?) +7(,§_7> 19)
- 2R %?Z—V(r), (2.20)

wobei wir die reduzierte Masse

mymy

2.21
my —+myp ( )

lLl“:

und die Gesamtmasse M = m; + m, eingefiihrt ha-
ben.

R zyklisch = Schwerpunktsimpuls P=MR= const.

Im Schwerpunktsystem gilt auch noch die Erhaltung
des Drehimpules

L =7 P = const (2.22)
Da
L = #Fxp)=0 (2.23)
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